


Chapitre 5 Meéthode de resolution directe des systéemes d’éguations linéaires

Méthode de résolution directe des systemes
d’équations linéaires

5.1 Introduction

Les systemes d'équations linéaires apparaissent dans un grand nombre de domaines, a la
fois directement dans la modélisation de situations physiques et indirectement dans 1a solution
mmérique d'autres modeles mathématiques. Ces applications se produisent dans pratiquement
tous les domaines des sciences physiques, biologiques et sociales. En raison de I'importance
généralisée des systémes linéaires, de nombreuses recherches ont €té consacrées 4 leur
solution mumérique. D'excellents algorithmes ont €té développés pour la plupart types de
problémes courants pour les systémes linéaires, et certains d’entre eux sont deéfims et illustrés
dans ce chapitre. Le type de probléme le plus courant consiste a résoudre un systéme linéaire
carré dont le nombre d’équations est égal a ceux d’'inconnues et dont le déterminant est non
ml. C est-a-dire les systémes qui ont une solution unique. Un systéme d’ équations linéaire de
1 equations 4 # inconnues s écrit alors :

T R L b:
| =

VI X T @ Xy T Ay Xy T T G, X _b:
la,x + a,%; + a,%;+..+a,x, =b,

Les a; sont appelés les coefficients du systéme, les x; sonf les inconnues (ou les solutions) et
les b; forment le second membre.

Alors ce systeme peut s écrire sous forme matricielle :

Ax=5
Avec

- 1 [x ] B
Gy dp Gy @y, : E}l

X, L,
a, 4, a a ]

21 Frd 5 2n = =
A= |=(a,) €t x=| " Lb=]

a, 4a, da, a, [x, ] b,

On 4 est une matrice carrée d ordre n [ x et b sont des vecteurs colonnes de dimension ».

Notons que dans a;;, U'indice 7 représente le numeéro de la ligne et j représente le numéro de la
colonne.

La notation précédente est équivalente a
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(dy A A .. ay b
Ay dp Q- a,, i b, |

"
'.ﬂﬂl a“: ahs am’r bir {

Cette matrice est appelée la matrice augmentée du systeme.

La résolution du systéme 4 x = b peut s’effectuer par plusieurs méthodes :
- Une méthode classique (Cramer).
- Les méthodes directes.
- Les methodes itératives.

5.2 Rappels sur les systémes linéaires

5.2.1 Méthode de Cramer
Cette méthode repose sur le caleul du déterminant de 1a matrice 4 et les déterminants
associés aux inconmues x; (7=1, . n). Si det.d = Oalors le systéme A x = b admet une solution
unique felle que :
det 4 det 4, det 4,
= L Xy = e X, =——
detd” " detd’ " detd

X
(O 4; est une matrice obtenue en remplacant la # colonne de 4 par le vecteur b.

Pour résoudre le systéme.4x = b par la méthode de Cramer nécessite au total (n+1)"n!-1
opérations elémentaires ou » est le rang de la matrice.

51 m est élevé, le nombre d’opérations augmente et par conséquent le temps de calcul (elle
devient tres lente en temps de calculs).

5.2.2 Méthode d'inversion de la matrice :

Si la matrice A est inversible alors le systéme linéaire 4x =5 admet une unique
solution :

x=A"s

0On A est 1a matrice inverse de 4.

Dans cette méthode, on utilise au total #l(n” + n<1)+ 3n* —n opérations élémentaires. Cette
methode n’est donc pas plus avantageuse que Cramer.

Alors, on fait appel a des méthodes numerniques ayant des temps de calcul acceptables (rapides
et plus précises) et dont le nombre d opérations est d"ordre #°.

L
LA



Chapitre 5 Meéthode de resolution directe des systéemes d’éguations linéaires

5.3 Méthodes directes

Une méthode de résolution dun systéme d'équations est dite directe si on obtient des
valeurs finies aprés un nombre limité d'opérations ¢qui permettent de résoudre le systéme
linéaire soit par triangularisation ou soit par factorisation de 1a matrice 4. Ces méthodes sont
utilisées pour les matrices pleines et les petits systémes (7 peu éleve).

5.3.1 Méthode d'élimination de Gauss:

La méthode de Gauss engendre un algorithme fini exact dont I'idée est de transformer le
systéme 4 X =5 en un systéme triangulaire (inférieur ou supérienr).

5.3.1.1 Resolution des systemes triangulaires :

- Une matrice 4 = (a, )., ., est dite triangulaire supérieure si a;=0 pour i =j.

i g a
0 a, .. a,
A= . :
Y 0 a.
bj'
x, ==
- . GM
La solution du systéme 4 x = best - | .
b - Ea___l x,

:I, =— =3 i=m-1_.1
I. . l:rll

- Une matrice 4 = (a, ), ., €st dife tiangulaire inférieure si a;=0 pour 7 < J.

ﬂll 0 ]
a,, das P
A=,
| 0.
I_a:a] an! am_'
b
x, = —
- . a
La solution du systéme 4 x = best - | v
b-3a,x,
jx, = i=2..n
| a

L

- Une matrice bande est une matrice dans fous les éléments sont nuls (g;=0) sauf sur une
bande autour de la diagonale principale.

fa, 0 0
0 a, . i
A=|i o |
. ol
0 0 al
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b,
-

La résolution de A x = b est alors immédiate © x =

} i=1l..nm.

R

Remarque :

1) Le nombre d'opérations élémentaires (addifion, multiplication, division) nécessaires pour
mener 4 bien le calcul de tous les x; est au total n’ opérations élémentaires pour résoudre un
systeme d ordre n.

2) Le déterminant d'une matrice triangulaire (supérieure ou inférieure) est le produit des

€léments de la diagonale de cette matrice : det(d) =] [a, =a,a,..a

bl

R

5.3.1.2 Méthode d'élimination de Gauss (pivot de Gauss)
Principe de la méthode
Cette méthode consiste i transformer le systéme linéaire Ax =25 par un systéme
équivalent (c'est-a-dire ayant la méme solution) de 1a forme :
A"y =p™
00 4™ est une matrice triangulaire supérieure et 5™ est un second membre convenablement

modifié.

La transformation de la matrice 4 en 4™ et le vecteur » en ™ passe par plusieurs étapes.
Considérons un systéme de 3 équations a 3 inconnues suivant :
apX + apXy; + apx; =k L
(1) = {@yx + anX; + ayx; =by - LY

| = h - T
Ay + Ak +apX; =by 1 L3

fay ap ayib ) L
Ou encore sous la forme dite augmentée (475" |= a, ay ayn b, | IP

IX

lay an apiby | LY
On pose A”=4 er 8" =p.

Etape 1: On suppose que a,, = 0(pivot de la premiére étape).

I . ) [y |
Pour éliminer les termes a,, et a,;de LY et I, on mmltiplie 1a ligne L, par| —2L | eton
|y
] L [ ay | ] )
soustrait avec I | et on multiplie Z; par | -2 ie’r on soustrait avec I on obtient :
|y
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I eIp-| 2L

| ay,

-L;"{—L',"—ik.”.,
1 |a 1
l 1

Ce qui donne :
[ @y 3 g E:'| | L,
I:AIEZ'EbIZI |=:0 a;i' agn Eb;!:- I.':z:'
0 a? a2 ip®) LY
Les coefficients af: etp® sont définis par
a¥=a - 4 | a,,ij=23
; ) IHI'ILI '

b =b - b i=23
| Lay,

Etape 2: En supposant que a,, = 0. Pour éliminer le terme 4.3 de 1)
transformation élémentaire :

(2) | 8 ) e
P e[ - 3221
1 ] i ﬂ|z 2

]
i

Ce qui donne :
(@, @, ag:b | "
(4®:ip®)=|0 a2 a@ ip® | LY
| eI R EI )]
0 0 afip®| I
Les nouveaux coefficients sont définis par :
i iy
| g® — .:2._'331 | i
;ass O35 !ag. | Tz
: i 1 ]
[EF I X ] a2 (2}
|b &'3 ! 2y Ib!
L un

. on doit utiliser la

E fape 3: En utilisant 1a substitution inverse pour résoudre successivement x3, X7 ef X7, on

obfient :
X __b;#
Ty
3
(21 )
|I =b: —ily; X
2 )
Ay

=, X; — 8,3 X
I1=b1 124y ~ 3 fy
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Remarque :
Les termes diagonaux afy’ i chaque étape sont appelés les pivots (sont non muls).
Exemple :

Résoudre par 1a méthode de Gauss le systéme suivant :

X%, +2x, +3x, - 4x, =11
[2x, +3x, +4x, ~x, =12
[3x, +4x,+x,+2x, =13
(4% +x,+2x, +3x, =14

Solution:

Soif le systeme d’égquations représenté par la mafrice augmentée suivante

12 3 4: 11\
(40 p = 23 41:12 L[Jl)
' 3 o401 213 IR

41 2 3:14 [P

A chaque étape. on doit utiliser les transformations élémentaires pour obtenir les systémes
équivalents au systéme inifial -

(1 2 3 4 1L

[0 i _9 | l 1
:LIEII':_I‘:Il _L |A[:}:b|:z:l = 0 -1 -2 -7 :-10 L!;"
L:II*E—IT“—B-L = ! iﬂ ~2 -8 10 -20 1%
\.-[q ":—I-,, _4-[1 I_'U -7 —10 —-13 -3 _-'L.',:}
1 2 3 4 11,L

fl';" -2y (49 p® )= 0 -1-2 -7: -10 _L[;J
!-qu {_Ll.i!l_-"'ﬂz“ - 0 0 -4 4 0 I_Lgﬁ
0 0 4 36: 40 I

1 2 3 4: 11}L

y - ()

IeIP+IP = (i@ 0 -1 -2 =T -100L

0 -4 4: o I
I -.
o 0o o 40: 40 IV
On résout alors ce systeme friangulaire supéneur par substitution inverse, on obtient
[40x, =d0 = x, =1
|—dx, +dx, =0=x =x=1
-1, -2x,-Tx,=-10=x, =10-2-7=2

x, +2x, +3x, +4x, =112, =11-2-3-4=2

59
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Donc la solution du systeme est - x=
|

Lol = B O]

Remargue :

1) La méthode de Gauss nécessi’rezT“; opérations pour résoudre un systéme d ordre .
2) 51 I'un des pivots a; est nul, on permute 1a ligne du pivot avec une ligne supérieure.

3) det(d)=(-1)"TJa’ avec p le nombre de permutation de lignes ou de colonmes
kml
effectuces lors de I"application de 1"algorithme de Gauss.

5.3.1.3 Méthode de Gauss avec pivot

Dians 1a Méthode d'élimination de Gauss. on a supposé que les pivots o sont non muls &
chaque étape k (k = I, ..., n-1) mais cette supposition n’est pas toujours vraie. Si le terme
diagonal o[}’ est nul, il faut choisir un autre élément non nul de la colonne & en pernnitant

l'ordre des lignes de la matrice. Cefte méthode se généralise assez facilement bien qu’il faut
éfre prudent avec le chomx du prvot. En pratique, il faut éviter de prendre des pivots "trop”
petits et choisir le plus grand pivot en valeur absolue. Pour cela, On peut utiliser la technique
de pivot soit partiel ou fotal.

Pivot partiel :

Le pivot est un des élémentsa’l’ & <i <n de la ¥™ colonne situés sous la diagonale
verifiant :

(k)
allJ

_ )
Manal

Dans ce cas, on ufilise la permutation des lignes ceci n'a aucun effet sur la solution du
systeme.

Pivot toral :

Le pivot est un des €léements de 1a sous-matrice asz k=i j=nvérifiant -

*)
a.l’q

M

':*)| _
T =
| Y pgelia]

Dans ce cas, si le pivot n'est pas dans la £™ colonne. il faut procéder a un échange de
colonnes en plus d'on éventuel échange de lignes.

Exemple :
Utiliser la méthode de Gauss avec pivot parfiel pour résoudre le systéme suivant |

a0
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[, +3x,+3x;,=0

x+x,=1

'_?rxl—Ex: + bx, =11

Solution:
133 :0)
Ona: [110:1 |
3 26 111/

Etape 1: (k=1). Max (1, 1, 3)=3. On permute les lignes 1 et 3. on obtient :

6 ¢ 11

g
(133 i0) (326 :il11) B
| | [ ] 1 .8
110 1|—=|110 1 —3-_0 E -2 _E'
{3 26 111} 1133 t0) | {
, 7 .11
(0 - 1 i-—]
\ 3 3 )
Etape 2: (k=2), Max| %%' = % On permmuite les lignes 2 et 3, on obfient :

2 2 6 11 32 6 11
o T2 350 1 My Iy
3 3 3 3 3 3
0 I i Mg L L, 8] g o 15,15
! 3 300 3 3/ 7 7
On résout alors ce systeme friangulaire supéneur par substitution inverse, on obtient
_gx'\:_g: a=1 .
b 1 ! ,I;=1
Ax=b = 7 11 3f-11 =iy =2
X, =X, =—-—-=x, =2 —"-x, | =X
3 EE T I R x -3
ISII—EIE—éxa=11:>x|=%[11—2x2—61a]
i1y
Donc la solution du systéme est; x=| -2 |
] 3_I

5.3.2 Méthode de factorisation LU
5.3.2.1 Principe de la méthode

Cette meéthode consiste a transformer la matrice 4 en un produit de deux matrices
triangulaires L et I:

61
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A=LU

On L est une mafrice triangulaire mféneure unitaire et U7 est une matnice triangulaire
SUpETieure.

Le systeme 4x =b s écrit alors :

[Ly=b
Ax=b=LUx=b=
- |[Ux=y
Done 1a résolution du systéme 4 v = brevient 4 la résolution de deux systémes triangulaires.
5.3.2.2 Détermination des matrices L et U
La matrice 4 s écrit - A=1L U'tel que L est une matrice triangulaire inférieure avec l; =1

{i=1,...,n) et I est une matrice friangulaire supéneure.

(@, @ a, |} (1 0 . 0y|u, u, .. u |
4= By dn Do | _| Ly 1 .. 0|0 muy ouy,
, I 1. (1 |

T Ty == B | I- IE||| In-l w1 I-':' o .. Moy }

Les éléments de chaque matrice sont donnés par :

i-1
g =a, =% L, iZj<n

1 N cf=2..n
L '
I=a -3, — j+1Zizn
=
Une fois les composantes [j et uy sont déterminées on résout le systéme L y =b aprés on

résout le systeme U'x=y.
Exemple :
Utiliser la méthode de factorisation LU pour résoudre le systéme suivant -

[2x, +x,+ 2%, =10
16x +4x, =26
[8x +5x;+x3 =35

Solution :

Cna:
(212 :10)
6 4 0 :26
85 135
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(212 (1 0 0\fuy, nw, s
640(=|L 1 0/|0 u, u,|
851 1L, L, 1Mo 0 wu,,
iy, u, 1, I
=| Loy Lymg, +ug Loty + |

Wy Lywg +lpuy, Liwg +lg g, +ug |

[u,, =2 _’I”u,, =6 [Lu, =8
= (1) {u, =1 (2) Lyuy, +uy, =4 (3) i Lyuy +lu, =3
|u; =2 [ Lyugy +uy, =0 I_Is| b+l Uy +ug =1
-’IZJ =3
@ = {up =1
|ty =6
,’13] =4
(3) = <1, =1
gy =-1
Alors -
(10 0 21 23
L=3 1 0, U=01 -6
4 1 1) ‘o0 -1/

Pour résoudre le systéme linéaire on résout d'abord le systéme triangulaire Ly =4

1 0 0y ») (10)

31 0| y|= 26
4 1 1/ly) |35]

En utilisant 1a substifution pour résoudre successivement yy, ¥z éf ¥3. on obtient
(n=10 "yl =10
Ly=b=3n+y,=26 —=i»n=-4
yi=-1

4w+ )y +y =33

On résout maintenant le systeme triangulaire Ux =y, c'est-a-dire :

(21 2y x) (10
[0 1 -6 x = -4
0 0 -1fix} (-1

63
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[2x+x,+2x,=10 _’x]=3

Ux=y= x,—-6x;=—-4 =ax, =2

|—x=-1 [ x5 =1
3
Donc la solution du systéme est - x= 2
11

5.3.3 Méthode de factorisation de Choleski

5.3.3.1 Principe de la méthode

La méthode de factorisation pour une matrice 4 symeétriquela, =a |, définie et positive
(Der(A) = Oet gy réels). 1l existe une unique matrice triangulaire inférieure L telle que -

A=LL

On L est une matrice triangulaire inférieure et L' est une matrice triangulaire transposée de L.
51 les éléments diagonaux de L sont strictement positifs, alors 1a factorisation est unique.

Le systéme Ax =5 s écrit alors

[Ly=bh

‘-.[I=.E';l<:>LI,‘x=bq:>\I
= [Lx=y

Le systéme a résoudre 4 x = b se raméne alors 4 la résolution de deux systémes triangulaires :
Ly=bet I'x=3.

5.3.3.2 Determination des matrices L et Lt

Lamatrice 4 s°écrit: A=L L ot L= |

U1, pzim

triangulaire inférienre et L' une matrice triangulaire transposée de L.

. I, =0s1j>1 et L estune matrice

fay @, o a, | (L 0 0L Ly o B
P =' a, d, a,, =' L, L, . 0|0 I .. 1L,

i | e | | ......

! ak] arr! anﬂ Ih] I.h! - Em M 0 [} Im. J
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Une fois les composantes {5 et [ sont déterminées, on résout donc d’abord le systéme
L y = baprés on résonf le systéme I x =y

Remargue :

3
1) La méthode de Cholesky nécessite % opérations élémentaires (meilleure que celle de
Gauss).

2) Det(4) = Det(LL |=(Der(L)] =T

iml

i-1
3) Pour une matrice définie positive, ona: [ =a, -3 [°>0
=l
Exemple :
Utiliser la méthode de factorisation de Choleski pour résondre le systéme suivant

|3+ - =1

Tx =2
[—x+x; =1
Solution :
301 -1
COna: 1 1 0
—10 1|

A est symetrique la, =a, |

(3 1 -1}
10 .

A est positive : ap=3=0, De’!|0 ]|=l:vlil EIDQT‘I 1 0/ =1>0
R -10 1)

Alors il existe une unigque matrice triangulaire inférienre L telle que - A=L I

(3 1-1y (4, 0 041, I, L)

A={1 1 0|=|L, 1L, 0|0 L, L,|

-1o 1/ | 131 f-3: Izs / 0 0 I;;
'I,: L1y Ll |

=yl E'_?] +In by +inl:

-
e

'_ IE3] E-]] IE3] IE[ _132 IE I;izl _'E;] _I;z:i ]
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;=3 L5, =1 L1, =-1
= (1) 'Ilule =1 (2}”;1_!:: =1 3L L, +L, 1L, =0
:_II]ISI =-1 :_I:]ISI_I‘_I I,=0 _1:] _I;; _133; =1
4B PE
L, =.J3 i3~1=— N Ty
f o3 = 3 -
— iy ¥ (24 f NE]
= (1) {u_ 3 Lo IIE (3} _Ia.‘=T
=33 SR -8
| B 3 ;a- 3
Alors :
| i | = -u"§ ﬁ i
300 R e
0 = | — |
] 2 et 7 \E
=22 = ] " = e
(3 -.|3 | = 0 3 3 |
'\"j 'u"_ 'u"j | *u'?
[ e e el | |0 0 — |
3 3 3 ! 3}
3 0 o0
I - ] }:1 I 1 ]
On résout d’abord le systeme Ly = b | c'est-3-dire RES _IE 0 ||y =2
|3 V3 | |
- Ly ) 11
E] 3 ”\E 7 )
3 3 3
:"Eh= r -
5 5 Ty, =0.5773
Ly=b:><—}l—.ll|'§;p3=2 =y, =2.0412
'y, =14228
BB BT
T3 "7 ¥z 3 ¥3
{ =y \'{E e
3 3
7T 5 (%) (05773
On résout maintenant I' x =y, clest-a-dire: | 0 ,HIE 5 | X, ‘=: 20412
= |\ ) 114228
I 0 0 ﬁ |
I._ 3 ._I
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Ix=y =+

*7 x, =14228

’,: (x; = 2.4643
"Ii ¥, + 2 x, = 2.0412 = ix,=07574
' | x, = 0.6617
x-'?x] f Xy — g.ﬁ =0.5773

[ 0.6617

Daonc la solution du systeme est - x= 0.7574 |

| 2.4643 |



