Chapitre 4
CONTRAINTES

V.1. Introduction

Les équations de bilan de lamécanique des fluides sont établies dans ce chapitre et

le suivant. Pour écrire ces équations, on doit faire appel a la notion de dérivée matérielle in-



troduite au chapitre I1, aux expressions du Penseur des taux de déformation du chapitre 111 et
aux théorémes de transport du chapitre IV. Différentes méthodes peuvent étre utilisées pour
obtenir les équations fondament aies de la mécanique des fluides. Nous suivrons ici deux
approches. Dans lapremiére, onconsidére unvolume de controle matériel et on analyse la
variation dans letemps de lamasse, de laquantité de mouvement et de I'énergie contenues dans
ce volume. L'écriture d'équations locales a partir des bilans globaux cor- respondant a un
volume matériel quelconque necessite la transformation de tous les termes en intégrales de
volume. Cette opération est facilement effectuée a 1’aide des théorémes detransport et de la
relation de Green-Ostrogradsky. Dans la deuxieme approche on con- sidére un volume de
contrble élémentaire fixe. On utilise en pratique un pavé élémentaire dont les ctés sont Oz,
fip, Nc et dont 1’un des sommets se trouve au point (z,y,z). On exprime pour cet élément
les flux entrant et sortant par les facettes ainsi que la variation in stationnaire dans le pave de
la propriété dont on souhaite établir le bilan. Cette méthode élémentaire est facilement
appliquée dans un systéme de coordonnées cartésiennes maison peut aussi utiliser des volumes
élémentaires adaptés a des geométries particulieres (par exemple une couronne si I'on
s’intéresse a un écoulement axisymeétrique). des equations obtenues dans un systeme de
coordonnées particulieres peuvent étre écrites sous forme intrinséque a l'aide des opérateurs
vectoriels classiques. On retrouve ainsi les équations de conservation déduites de fagon plus
générale par I’analyse des bilans sur un volume matériel quelconque.

Le bilan de masse est développé a la section 2. Une forme spéciale du théoréme de
transport, le théoreme de Reynolds est présentée a la section 3. Le bilan de quantité de
mouvement est analysé a la section 4. Ce bilan fait intervenir le vecteur contrainte qu'il faut
exprimer enfonction de lapression et du Penseur des contraintes visqueuses. Ondoit pour cela
utiliser lesrésultatsdel’analyse del’état descontraintes dansunfluide. Cetteanalyse est menée
dansI'annexe .fi.

Les equations de Navier-Stokes, I'équation de bilan pour I’énergie cinétique et

les diverses formes du bilan d’énergie sont présentées au chapitre VI.
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Loi fondamentale de la dynamique

Conservation de la masse

Forme locale

Considérons un volume matériel V,,(t). La masse contenue dans ce volume

est

m= fvm(t)pdV
ou p designe la densite locale. Si le volume matériel ne contient ni
sources ni puits, lamasse qui se trouve dans V,,(t) est constante et on peut
écrire:

d _ d _
Em = EfVm(t)pdV =0

Nous pouvons maintenant appliquer le théoréme de transport au volume V,,, (¢):

d dp
Efvm@f’d" = fVm(t) EdV + fAm(t)pv. ndA

et daprés (V,2) on peut écrire :

dp
fvm(t)ﬁdv + fAm(t)pv.ndA =0

Silevolume V,,, (t) necontient pas de surface de discontinuité, I'intégrale sur lasurface A
peut étre remplacée par une intégrale de volume et le théoréme de Green-Ostrogradsky permet
d’écrire :

fvm(t)pv. ndA = fVm(t) V.pvdV
Dans ces conditions, (Y,4) devient :

dp
fVm(t) [E-I_ V. pv] dv =0



Le volume d’intégration est arbitraire et par conséquent l'intégrande doit étre identique

ment nul:

ap

ot +Vopv=0 |(V,7)

Cette équation locale exprime la conservation de la masse. Elle est applicable en

tout point d’un fluide continu ne contenant pas de sources ou de puits.

L’équation (V,7) est souvent désignée sous le nom d'équation de continuité. On peut
I’écrire sous une forme légérement différente en développant V. pv.
Draprés une identité vectorielle classique:

V.pv = pV.v +v.Vp

En substituant cette relation dans (V,7), on obtient:

@ _ —
" =v.Vp+pV.v=20

Cette expression fait apparaitre la dérivée matérielle:

dp _ dp
i +v.Vp

et on peut écrire (V,7) sous la forme:

d 1d
2 4pVv.v=0  ouencore = vy
dt pdt

Autredémonstration, bilan de masse sur unvolume élémentaire:

Nous allons donner ici une autre démonstration de 1’équation de continuité qui ne
s’appuie pas sur le théoréme de transport. Les calculs sont plus lourds et cette deuxiéme

méthode dedémonstration n'apasnotre préférence.

Nous considérons maintenant comme volume de contréle un cube élémentaire fixe. de
systéme de coordonnées cartésiennes utilisé Oxyz a ses axes paralléles aux cotés du cube. Le
volume du cube est VxVyVz. On va maintenant écrire le principe de conservation de la masse

sous laforme :



la masse contenue dans dans le volume

{ Taux de variation de } {Débit massique pénétrant la}
le volume VxVyVz VxVyVz

du volume
VxVyVz

{Débit massique sortantt
une forme spéciale du théoreme de transport Le théoreme de Reynolds
Considérons le théoréme de transport pour un volume matériel écrit sous la forme:
Lo =g (g+va>dV
dt? Vm(®) IV \ gt )

spécialisons cette expression a une fonction f = p® .

On a:

0
Efvm(t) —tp(D + V.pCDv) av

que I’on peut écrire en développant le second membre :

d ap oL ()
Efvm(t)pCDdV = fVm(t) {(E + V. pv) +p (qu) + v.Vq))} dv

le premier terme entre croches est nul et le second fait apparaitre la dérivée

matérielle de @:

o _9 o
dac ot U
Ainsi:
d dod
2t [ vn@P®V = J 0P gV

Cette expression est souvent désignée dans la littérature (par le nom whitaker

1986) sous le nom de théoréme de Reynolds.



Equation de conservation de la quantité de mouvement
Introduction

Considérons a nouveau un volume de contréle matériel V,,,(t). le quantité de

mouvement contenue dans ce volume est :

Jvieypvd?

Le principe fondamental de la dynamique indique que la variation de quantité de
mouvement ment de ce systéme matériel est égale a la somme de toutes les forces

extérieures qui lui sont appliquées.

Efvm(t)deV =F

Dans la plupart des situations (classiques), deux types de forces agissent sur le

fluide contenu dans V,,,.

(1) les forces de volume que I'on peut exprimer sous la forme
Iy, pgdv

(2) les forces de surface qui agissent par I’intermédiaire de la surface A,,,. Nous écrirons ce

type de forces sous la forme :

fAm(t)t(n)dA

Dans cette expression, ri désigne la normale extérieure et :
dof =t(n)dA

représente la force élémentaire qui s’exerce sur I'élément de surface dA de

normale n et t(n) est le vecteur contrainte agissant sur dA.

L’expression (V,28) peut donc s'écrire sous la forme :



d

d_tfvm(t)deV = fVm(t)png + fAm(t)t(n)dA

Pour simplifier cette premiére présentation des équations de la mécanique de
¢quations de fluides. nous allons projeter I’équation précédente sur les axes d’un systéme

cartésien fixe:

La projection sur I’axe i(i=1, 2, 3) a pour expression :

d
v pvdV = [y 0pgidV + [, o ti(mdA

Dans cette expression, t;(n) désigne la projection sur I’axe i du vecteur contrainte.
pour continuer, il faut écrire t;(n) de facon plus explicite. On a besoin pour cela de

résultats fondamentaux de la mécanique des milieux continus.

Tenseur des contraintes

Une analyse détaillée de I'état des contraintes est effectuée a I'annexe A. cette

analyse conduit aux résultats suivants :
ti(n) = tl-]-nj (i:]., 2,3 etj:]., 2, 3)

La premiere expression indique que la composante i du vecteur contrainte et

donnée par le produit scalaire du Penseur des contraintes T dont les composants sont ¢;; et
du vecteur normal n de composantes n;. La seconde expression indique que le tenseur t;;

est symétrique.

Pour fixer les idées, nous donnons ci-dessous les expression de trois composants
du vecteur contrainte sous forme totalement explicite :
t1(n) = tyny +tipny + tygng
to(n) = tyny + tyon, + ty3ng

t3(n) = t3yng + t3ny + tazng

D’un point de vue physique, il est intéressant de décomposer la contrainte T en

deux parties:

* la contrainte associée a la pression,



* la contrainte associée aux forces visqueuses.

La pression agit de facon isotrope et sa valeur ne dépend que de I'état
thermodynamique du fluide. Les contraintes visqueuses sont au contraire essentiellement

liées a I'état de déformation du fluide. On peut écrire dans ces conditions:
tij = _P6ij + tij

Tenseur des  Tenseur des Tenseur des

contraintes  contraintes contraintes
associéesala  visqueuse
pression

La projection du vecteur contrainte sur I'axe i est alors donnée par:
ti(n) = (—péy; + )y
soit encore :
t;(n) = —pn; + t;n

En clair cette expression s’écrit :

ty(n) = pny + tyyny + ptipng +ti3ng

to(n) = pny + ty Ny + oy + ty3ns

ts(n) = png + ty ny + t3any + ta3ns

Premiére forme locale de I’équation de conservation de la quantité de mouvement

Muni de ces résultats, on peut maintenant reprendre 1’analyse de 1'équation (V, 33)

reproduite ci-dessous pour la commoditeé:

d
afvm(t)pvidv = fvm(t)pgidv + fAm(t)ti(n)dA
Considérons d'abord le troisieme terme :
fAm(t)tl(n)dA = fAm(t)(_p6ij + le)njdA

au second membre de cette expression, nous voyons apparaitre les flux d'un

vecteur dont les composantes sont: —pd;; + T;1, —p8iz + Tiz, —P0i3 + Ti3

D’apreés le théoréeme de Green-Ostrogradsky, écrit sous la forme:



ob;
fAm(t)pjnjdA = fVa_xjdV

I’expression (V,41) peut s’écrire sous la forme :

0
fAm(t)ti(n)dA = fvm(t)a_JCj(_pSij + TU)dV
soit encore :
ap a'l'ij
Jamwtmdd =1, o PP Jom® Frd

Considérons a présent le premier terme :

d
Efvm(t)pvidV

D’aprés le théoreme de Reynolds, on peut écrire :

d d'Ui
afvm(t)p”idv = fvm(t)pEdV

En rassemblant les résultats (V ,44) et (V,46), on obtient finalement:

d'l]l' db aTij

Vot e @ = Jun [pgi “ox oy

o

Le volume de contréle V,,,(t) est arbitraire et les integrandes apparaissant dans les
deux membres doivent étre identiques :
d'l]l' db aTl'j

P T Tom PY T Gy

La signification physique de cette équation apparait clairement:

Quantité force associées force Contraintes
d’accélération ( _ ) ala préssion par de volume visiqueses
par unité ( unité de par unité par unité
de volume volume de volume de volume

pour fixer les idées, nous allons maintenant écrire I'équation (V, 48) sous forme

explicite et pour les trois composantes:



dv dab 0t 0t ot
1 11 + 12 + 13

P At = Tom TP T o T o, o,
dv,  0b 0Ty 0Ty 0T,z
Pt = "o, TP o T ox, o,
dvs  0b 073, 073, 0T33
Pt = "oy TP T ok, T ox, T on,

on peut aussi écrire I'équation (V, 48) sous forme vectoriel compacte:

v
—-V V.
Py~ Vptpg VT

Cette notation fait apparaitre la divergence du tenseur , V.t et un vecteur dont la

. . )
composante  suivant I’axe i est: (V.1); = —

T::
6xl- y

Ecoulements non visqueux: équations d'Euler

Les équations de conservation de la quantité de mouvement et simplifient

notablement lorsque I’on considére des écoulements de fluides idéaux.

Le fluide idéal est par définition dénué de viscosité et le tenseur des contraintes
visqueuses Penseur disparait des équations (V,48) ou (V,51). On a dans ce cas :

dv_ ap
pE = dx; +pgi

d
ou: p=—Vp+pg
dt
Ces expressions sont désignées sous le nom d’équations d’Euler

Nous verrons dans la suite que les effets de viscosité et de conduction de chaleur
sont importants au voisinage immediat des surfaces solides qui se trouvent dans
I'écoulement ou a ces frontiéres. La région dans laquelle viscosité et conduction doivent
étre prises en compte est appelée couche limite. Les couches limites sont caracteres par
une ¢épaisseur faible. A I'extérieur des couches limites, I’écoulement peut étre
généralement considéré comme celui d’un fluide idéal et les équations du mouvement sont

celles que nous venons de présenter (équations d'Euler).

Dans les couches limites, les forces associées a la viscosité jouent un réle

important et le terme V. 7 doit étre conservé.



Equations de Navier-Stokes

Lorsque lefluide en écoulement est newtonien les équations de conservation de la
quantité de mouvement prennent la forme particulierement simple des équations de
Navier-Stokes. Nous allons maintenant établir ces équations en supposant, pour
simplifier, que la viscosité dynamique y reste constante dans tout I’écoulement. Si cette
viscosité n'est pas constante, des termes supplémentaires apparaissent dans les équations
dumouvement. L'écriture de cestermes ne présente pas de difficulté et elle est laissée en

exercice pour le lecteur.

Nous partons ici de I’équation de conservation de la quantité de mouvement

projetée suivant l'axei:

d'l?l' ap OTU
——=—5—tpg; +
: ax]

Prat = " ax,

Cette équation exprime 1’égalité entre la quantité¢ d'accélération par unité
de volume et les forces extérieures qui s'appliquent a 1’unité de volume (pression,
forces volumiques, contraintes visqueuses). Dans le cas d’un fluide newtonien, les
contraintes visqueuses ont pour  forme:

ov; 0vy\ 2

Nous devons maintenant calculer d7;;/dx;. Comme i est constant, ona:

u(V.v)8;;

OTU azvi d 017] 2 0
= + o ()| = S (v.v)
Oxj Oxl-axj Oxi axi 3 ax]
ou encore:
aTl'j 62vi d 2 d
axj = axiaxj + a—xl (V 17) - §‘Ll a—xl (V 17)

On obtient finalement:

et I'équation (VI, 1) devient:



dv; op u o
p dt - axi +pgl +vai + 3 axi (Vv)

Sous forme explicite, on peut écrire:

dv, op u o
— = Vv, +=— (V.
pdt ax1+pgl+l’l v1+36x1( v)
dv, op u 0
— = Vv, + =— (V.
p dt ax2+pgz+l’l v2+36x2( v)
dv, op u a
Pt = "om, T P9 +uVvs + §E(V-U)
Quantité Force de Forces Forces visqueuses
d'accélération  pression  volumiques par unité
par unité par unité de volume

devolume  devolume
Onpeut aussi representer cestroiséquations sous formevectorielle compacte :

p% = —Vp + pg + uV?v + %V(V.v)
Les expressions précédentes sont appelées équations de Navier-Stokes.

Lorsque lefluideestincompressible, (V. v) = 0 etlederniertermedisparait. Onaalors

d
pd—z = —Vp + pg + uViv
Equation de bilan pour I’énergie cinétique
L’équation de bilan pour I'énergie cinétique s'obtient en formant le produit

scalaire de I’équation de conservation de la quantit¢ de mouvement et du

vecteur vitesse v.
Ennotations indicielles, ce produit scolaire a pour forme :

d'l]l' ap aTl'j
PV = —Uia—xi T pgivi + Uia—xj

Ou encore:
d (1 op 01;;
—(=p2) = —p. = v+ v —2
pa(z7)=v ox, T PIVIT Vi,

Avec des notations vectorielles, on peut écrire cette équation sous la forme :

d (1
pa<§v2)= —v.Vp +  pg.v + v.(V.7)



Taux devariation Travail des forces Travail des forces Travail des forces

de I’énergie de pression par volumiques par visqueuses par
cinétique par unité de volume unité de volume  unité de volume
unitédevolume et detemps. et detemps. et detemps.

on peut aussi écrire le premier nombre de I'équation précédent sous la forme
AN .0 (1 o 1 .2
équivalent: " (2 pv ) + V. (2 pv v) On a alors.

Nous verrons plus loin comment les expressions (VI1,12) ou (V1,13) peuvent

étre utilisées pour établir des équations de bilan pour I'énergie interne ou I'enthalpie.

Ces équations sont aussi utilisées lorsqu’on souhaite faire le bilan d’énergie

cinétique tur-bulente.
Equation de conservation de I’énergie

Pour établir une équation locale exprimant la conservation de I'énergie,
nous partons de I'expression du premier principe de la thermodynamique pour

un volume matériel V,,, (t).

L'énergie contenue dans le volume V,,,(t) a pour expression: fvm(t)p (e +
l172) dv.
2

Le taux de variation de cette énergie est donne par:

1, . .
fvm(t)p<e+5v )dV=W+Q

Le travail par unité de temps W qui apparait au second membre est celui des

forces de volume et des contraintes appliquées a lasurface duvolume :

W= fVVm(t)pg.vdV + vam(t)t(n)"’dV
Nous supposons ici qu'il n’y a pas de source de chaleur a l'intérieur du volume et
nous désignons par q le flux de chaleur par conduction. Ainsi, -g.n représente la chaleur qui

passe par unité de surface et de temps a travers la surface de contrdle Vy,,, (t):

0 =Sy enda

En substituant les expressions (VI1,15) et (VI,16) dans I’équation (V1,14) on
obtient:



d 1
d—tfvm(t)p (e + §v2> av = fVVm(t)pg.vdV + fVAm(t)t(n).vdV — vam(t)”- ndA

Pour déduire une équation locale de cette relation, il faut transformer les premier, troisiéme et
quatriéme termes.
Considérons d’abord le premier terme. Le théoreme de transport nous permet

d'écrire:

d 1, d/ 1,
afvm(t)p<e+§l7 )dV = fvm(t)p%<e+§v )dV

On peut aussi €écrire:

df e
% Vm(t)p<e+§v) |4
d 1 1
- fvm(t)ap(e+Ev2)dV+fAm(t)p<e+§v2>v.ndA
ou encor:

d 1 AP 0 1 5 1 2\ 4
%fvm(t)p<e+§v> V—fvm(t)[ap(e+zv)+V.pv(e+§v )] |74

Considérons aprésent le troisieme terme:

t(n).vdA + | t(n)v;dA

f Am (1) Am(t)

Remplagons maintenant t;(ii) par son expression en fonction de la pression et du

tenseur des contraintes visqueuses :
ti (n) = —pn; + tijnj

On obtient ainsi :

fAm(t)t(n).VdA + fAm(t)(—pnivi + tl-jvinj)dA

On peut maintenant transformer cette intégrale de surface en intégrale de

volume a l'aide du théoréme de Green-Ostrogradsky:

b ]
fAm(t)t(n)VdA + fVm(t) —axi (pvl-) + E(tuvl)] av

Il reste a transformer le quatrieme terme de l'expression (V1,17) en intégrale de

volume.

Onobtient:



dq;
IR 4-ndA + [y n(® 3, —dV

On peut maintenant écrire (V1,17) sous la forme :

d 1 i) d
Sy a (e + 5”2) AV = [y, 0PIvidV + [y |5 (v + ax, Vil av

aq;
v o dv
Levolume 1, (t) est arbitraire et par conséquent:

d

1 0 aq;
p— T (e +=-v ) = pPYiv; — (pvl) + tijv; — l
]

ax;

Sousforme vectorielle, onobtient:

d 1
pdt<e+ v )=pg.v—|7.(pv)+|7.(t.v)—|7.q

Taux de variation de Puissance Puissance Puissance  Flux de

I’énergie totale par unité des forces des forces desforces  chaleur
de volume et de temps volumiques  depression  visqueuses

Le premier membre peut encore s'écrire sous la forme équivalente :

aler3v)=golergr) ol )
pletsv F:P\etsv pletsvt)v

et I’équation de conservation de 1’énergie prend laforme :

d 1 1
atp<e+2v )+V.p(e +§v2)v=pg.v—Vpg.v+|7.(t.v)—|7.q

Autres formes pour I’équation de conservation de I’énergie:

Un grand nombre de formes différentes existent pour 1’équation de
conservation de I'énergie. Nous nous proposons de démontrer deux d'entre elles,
toutes les autres étant laissees enexercice pour le lecteur.

Variante 1.

Considérons a nouveau 1’équation (V1,29) et faisons passer le terme —V.pv au

premier membre. Onpeutécrire:

0 1 1 ,.p
atp(e+2v)+V.p(e+§v +;)v=pg.v+|7.(r.v)—|7.q



Comme h = e + p/p, on peut encore écrire:

0 1, 1,
ap(e+zv >+V.p(h+§v +)=pg.v+|7.(r.v)—|7.q

Variante 2. Equation pour I'énergie interne

On va ici éliminer I’énergie cinétiqgue de 1’équation (VI1,28). Pour cela,
retranchons de I'équation de conservation de 1’énergie, 1’équation de bilan pour I'énergie
cinétique (V1,12). On obtient ainsi:

d
poe= V.ov+v.Vp+V.(t.v) —v.(V.T) - V.q

Les deux premiers termes du second membre s‘associent pour donner :
—=V.pv+v.Vp = —pV.
Lesdeux termes suivants peuvent s’écrire :
0 0 0
V. (T. 'U) — V. (V T) = a_xl(t”v’) - U]a—xltu = tij a—x,'U]

Onvoit ici apparaitre le double produit scalaire du tenseur des contraintes visqueuses
et du gradient de vitesse.

. : . ]
On peut écrire ce double produit scolaire sous la forme compacte: t;; o Tij
i

En définitive I'équation (V1,32) prend la forme:

d
p—e=-pV.v+1:Vv—-V.q

dt
Taux devariation Puissance Puissance Flux de chaleur
del’énergieinterne des forces desforces par uniteé
par unitéde de pression visqueuses de volume
Volume par unité par unité
de volume de volume

La fonction de dissipation visqueuse

On désigne le double produit scolaire de I'expression (VI1,35) sous le nom de

fonction de dissipation visqueuse:



éB:T:VV

Cette expression est toujours positive ou nulle. Ainsi les forces visqueuses
entrainent toujours un accroissement de I'énergie interne du fluide et donc de sa
température. Si le fluide est newtonien, la fonction de dissipation visqueuse s'exprime
simplement en fonction des gradients de vitesse. Les expressions de @ dans trois
systemes de coordonnées sont données au tableau 1.
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