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Chapitre 4

Application aux fonctions

¢lémentaires

4.1 Fonction logarithme et fonction exponentielle

4.1.1 Fonction logarithme

Definition 4.1.1. On appelle logarithme népérien et on note In 'unique primitive s’annulant

en 1 de la fonction z — % définie sur R,

In:R} - R

"

x—In(x) =
1t

Proposition 4.1.1. La fonction In vérifie (pour tout a,b > 0) :
1. In(a xb) =lna+Inb,

2. In (é) = —Ina,
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3. In(a") =nlna (pour tout n € N),

4. In est une fonction continue, strictement croissante et définit une bijection de |0, +00]
sur R,

In(1+x) _ 1

5. hmx*)()

6. la fonction In est concave et Inz < x —1 (pour tout x > 0).

y=Inx

1" /
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Exemple. La fonction inverse :

1
f ] —00,0[U]0, 40| R, z+— —.
T

Le graphe d’'une fonction f: U — R est la partie I'; de R? définie par

Uy ={(z, f(x)) [z € U}.
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4.1.2 Exponentielle

Definition 4.1.2. La bijection réciproque de In :]0, co[— R s’appelle la fonction exponen-

tielle, notée exp : R —]0, oo[. Pour x € R, on note aussi e” pour exp(x).

Proposition 4.1.2. La fonction exponentielle vérifie les propriétés suivantes :
1. exp(Inz) =2 pourtout z >0 et In(expz)==x pour tout z € R,
2. exp(a + b) = exp(a) x exp(b),
3. exp(nx) = (expx)”,
4. exp : R —]0, +o0[ est une fonction continue, strictement croissante, vérifiant lim,_, ., exp(x) =
0 et lim, o exp(z) = 400,

5. La fonction exponentielle est dérivable et exp/(z) = exp(x) pour tout = € R. Elle est

convexe et exp(z) > 1+ z.
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4.2 Fonctions circulaires inverses

4.2.1 Arccosin

L’arc cosinus d’'un nombre réel compris au sens large entre 71 et atiques, 1 est 'unique
mesure d’angle dont le cosinus vaut ce nombre, entre ’angle nul (0° ou 0 rad) et 'angle plat
(180° ou 7rad). 11 s’agit alors de la réciproque de la fonction trigonométrique cosinus sur
I'intervalle [0; 7] donc, dans un repere cartésien orthonormé du plan, la courbe représentative
de 'arc cosinus s’obtient a partir de la courbe de la restriction du cosinus par la symétrie

d’axe la droite d’équation y = z.

3 L7
2f ,f
~ arccos(x)
= C0s(x)
-f(x) = x
1 . 3
e _1 L

cos [jo,7, ¢ [0, 7] = [—1,1]

est une bijection. Sa bijection réciproque est la fonction arccosinus :

arccos : [—1,1] — [0, 7].
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On a donc, par définition de la bijection réciproque :

cos(arccos(x)) = V€ [—1,1]
arccos(cos(z)) =z Vz € [0, 7]

Autrement dit, si x € [0, 7], cos(x) =y <= x = arccos(y).
Terminons avec la dérivée de arccos :

arccos (1) = —— Vx €] —1,1].
1 — a2

4.2.2 Arcsinus

L’arc sinus d’un nombre réel compris (au sens large) entre —1 et 1 est I'unique mesure
. . . T T .
d’angle en radians dont le sinus vaut ce nombre, et comprise entre —5 et 5 Il s’agit alors

de la bijection réciproque de la restriction de la fonction trigonométrique sinus a 'intervalle

T
[—E; 5] Elle fait partie des fonctions circulaires réciproques.

x

arcsin(a) ,

La restriction
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est une bijection. Sa bijection réciproque est la fonction arcsinus :

arcsin : [—1,1] — [—g,—i—g}

sin(arcsin(x)) =z Vz € [—1,1]

™ ™
]

arcsin(sin(z)) =z Vx € [—57 5

Siz e [-%,+%], sin(z) =y < z = arcsin(y).

La dérivée de arcsin est :

1
arcsin’(z) = ——— Vr €] —1,1].

V1—gz?
4.2.3 Arctangente

La restriction

s
tan |]_g7+g[ - ,—|—§[—> R

est une bijection. Sa bijection réciproque est la fonction arctangente :

™ +7T
27

arctan : R —] 2[

tan(arctan(z)) =x VreR

arctan(tan(z)) =x Vz €]— g, +g[
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Siz€]- %, 43, tan(z) =y <= x = arctan(y).

La dérivée de arctan est :

1
arctan’(z) = Vo € R.

1+ 22




