Chapitre V Travail et énergie

Rappel du cours

1- Travail d’une force
Le travail élémentaire dw d’une force F , agissant sur un point matériel M dans un
déplacement élémentaire dr le long de la trajectoire (C ) est donné par :

dW = F.dr.cos0
L’unité du travail est le Joule (J)

le travail le long de cette courbe sera I’intégrale du travail élémentaire :

B B _ | B
Wy g = f dW = f F. dr = f F. dr.cos
A A A

2- Puissance
dw

La puissance instantanée est définie comme le travail par unité de temps : P = -

Ainsi, elle est définit par le produit scalaire entre la force TFet la vitesse V:

—_

po dw__F).dr__l:‘)v "
Codt - dt (watt)

3-Théoreme de I'énergie cinétique
Le travail total des forces qui s’exerce sur un point matériel entre deux instants t; et t, est
égal a la variation de 1’énergie cinétique du point entre ces deux mémes instants:

B B 1 1
Wag = [ aW = [ d(B0) = Bep = Bon = 5 mvf —5mvi
A A ’ ’ 2 2

N 1 , . .,
OUE, = Emv2 : est I’énergie cinétique.



4- Forces conservatives
Une force est dite conservative si son travail ne dépend pas du chemin suivi :

1 2
WA-B = WA-B

Ou est une force qui se dérive d’un potentiel: F = —(grad) Ep, Ep : est I’énergie
potentielle.

5- Forces non conservatives
Se sont les forces qui ne dérivent pas d’un potentiel (forces de frottement par exemple) .

6-Théoreme de I'énergie mécanique
a-Force conservatives
L’énergie mécanique (ou totale) est conservée : AEy, = 0,Ey = E, + E,,.

b-Force non conservatives
La variation de 1’ énergie mécanique égal au travail des forces non conservatives : AE, =

W (F;) .

7-Exercices résolus

7.1-Exercice 01

Une automobile de masse 1200 Kg monte une longue rampe incliné de 5° a la vitesse
constante de 36 Km/h . Calculer le travail effectué par le moteur en 5 minutes et la puissance
qu’il développe. Négliger tout les frottements.

7.1.1-Corrigé

Selon le P.F.D:



F —mgsina = ma
Comme le mouvement est uniforme, = 0 , et

F = mgsina = 1200 X 908 X sin5° = 94964.9 N .

La vitesse de ’automobile et v = 36 Km/h =10 m/s, et pendant 5 minutes (300s) elle se
déplace de la distance = vt = 10 x 300 = 3 x 103 .

Le travail effectué par le moteur est :

W =F.s =94964.9 x 3 x 103 =28.48 x 10°];

La puissance moyenne :

6
p=Y _2828X100 _ g5y 10tW.
t 300

7.2-Exercice 02
Une particule se déplace sous I’action d’une force

F=(x—ay)i+ By —2x)j, (aestconstant)

1-Calculer le travail de la force F quand la particule se déplace du point 0(0,0) jusqu’au
point A(2,4) suivant les trajets :

a-En suivant la droite y = 2x : du point 0(0,0) au point (2,4) .

b-Suivant la ligne brisé OBA, avec B(2,0):0(0,0) » B(2,0) - A(2,4).

c-Suivant la ligne brisé OCA, avec €(0,4):0(0,0) - C(0,4) - A(2,4).

2-Déterminer la valeur de a pour que F soit conservative.

7.2.1-Corrigé

C(0 ,4

~l

A 4

B(2,0 X

~

F= (x —ay)t+ 3y — 2x)j
B

W0—>A == fﬁa
A
dl = dxi + dyj



Donc :

Wo_s = f(x —ay)dx + f(By — 2x)dy

1a)y—2x=>dy—2dx

Wooa = j(x — 2ax) dx + j(By y)dy

1
Wosa = 5(1 —2a)x*/5+ %/
WO—>A =18 —4a
1-b) 0(0,0) - B(2,0) - A(2,4)
{0—>B, y=0, dy =0
B—-A x=2, dx=0

Wooa =Wop + W4

2

Wo_p =f(x—ay)dx=fxdx
0

0

1
Woop = Ex /6= 2]

Wy = f By — 2 x 2)dy

3 4
Wpoa = [EYZ - 4}’] =
0
Wooa =Wy + Wp_a
Donc :
Wooa=2+8=10]
1-¢) 0(0,0) - €(0,4) — A(2,4)

{0—>C, x =0, dx =0
C-A y=4, dy =0
Wooa =Wooe + Wea

4

Wooc = f By —2x)dy = f 3ydy

0



3
Wose = Eyz/gz 24

2 2
WC_)A=j(x—ya)dx=j(x—4a)dx
0 0

2

1
WC—>A = I:EXZ - 4aX]
0

We_ 4 =(2-8a) J

Wooon = Wye+Weop =24+2—8a

Wosa = (26 — 8a)]

2-la valeur de a pour que F soit conservative :

La force F est conservative = le travail ne dépend pas de la trajectoire suivie :
= Wosa) = Wosawy = Wosa(o

= 18 —-4a =10= 26 —8a

>a=2.

7.3-Exercice 03

Soit la force F = 2xzT + vz ] + (ax®+ By2 +yz2) k .

a) Trouver les constantes a, b et ¢ pour que F soit conservatrice , sachant qu’au point (1,1,1)
laforce F =27 + j —3k.

b) Déduire le potentiel E,(x,y,z) .

7.3.1-Corrigé

a)
|7 7 k |
rotr= |2 9 9 =3
dx 0dy 0z
2xz yz ax®+ By* +yz*

rotF = By —y)T+ (2x — 2ax)j 0 (1)

et
FA1L) =214+ (@+B+k=2T+] -3k (2

De I’eq(l) onaura 2y —y =0 :>,B=% et 2x—2ax=0=>a=1,

etdel’é¢q(2)onauraa +f +y = —3 :>y:—§



F=2xzT+yzj + %+ %yz —gzz) k
b) le potentiel E, (x, y, z)

= — 0E, ., O0E,= O0Ey 7
F=—-gr E 7Z) = _ZPy_Pi_ 7P
grad p(x' y,2) ox ay] dz

—_P_ _
e 2xz 3)

oE, ,

E, , 1., 9
Gr=-(rptozr) ©

= 3

De I'éq(3) E, = — [ 2xzdx = —x?z + A(y, 2).

De I’éq (4) a%i'z) =—yz 2 A(y,z) = —%yzz + B(2).
On remplace C(y, z) dans la formule de E,, on trouve :

E, = —x%z —%yzz + B(2),

¢ 42 _ 12,90 _ (2,12 2.2 _3,3
de I'éq (5) —x* —Zy* +—== (x +3y 2Z)=>B(Z)—2Z +C

E,(x,y,2) = —x*z —%yzz +§Z3 +C

7.4-Exercice 04

On considere un plan incliné d’un angle a avec I’horizontale. Un point matériel de masse m
est lancé suivant ce plan incliné vers le haut, avec une vitesse v, . Le coefficient de frottement
de glissement sur le pan est .

1-Calculer le travail de chacune des forces auxquelles est soumis le point matériel, lorsqu’il se
déplace depuis son point de lancement choisi comme origine jusqu’au point ou sa vitesse
s’annule.

2-En utilisant le théoreme de 1’énergie cinétique, exprimer la distance parcourue par le point
matériel jusqu’a I’arrét, en fonction de vy, @, u, et g .

7.4.1-Corrigé

1-le travail de chacune des forces :




Les force : N, P et F,
N = Nj, F; = —F1, P = —Psinal + Pcosa

Ona:
F; = uN = ppcosa = uymgcosa

w(N) =0, (NLd)
X
w@) = —mgsinaf dx
0

W(p) = —mgxsina

X

W(F]:) = —umgcosafdx
0

W(F]:) = —umgxcosa
2-calcul de la valeur de x :
t=0-v =y,
t(x)-v=0

On applique le théoréme de 1’énergie cinétique :

AE, = Z w (i)
1 5 ,
= Emvf — 5 My == —mgxsina — ymgxcosa
1, ,
= —5mvp = —mg(sina + ucosa)x
=>x = vg

T 2g(sina+pcosa) |



7.5-Exercice 05

Un point matériel M de masse m part & partir du point A avec une vitesse initiale V sur une
trajectoire .

-AB est un quart d’un cercle de rayon R.

-BC est une droite de longueur L (BC = L) faisant un angle a avec le plan horizontal.

On suppose que le mouvement s’effectue sans frottement dans la partie AB et avec frottement
dans la partie BC (la force de frottement Fy est constante). En utilisant le théoreme de
I’énergie mécanique, calculer :

1-la vitesse de la masse m dans le point M de la partie .

2-déduire sa vitesse au point .

3-Quelle est la valeur de Fy si la masse atteintjuste le point C (la vitesse au point C est nulle).

A

7.5.1-Corrigé
1-Le mouvement sans frottement :

AEy, =0, (A-B)
= Ey(M) = Ey(4)

E.(M) + E,(M) = E.(4) + E,(4)

1 1
= EmVﬁ + mgR(1 — sinf) = EmVO2 + mgR

Vu = \/VOZ + 2gRsin®

2-au point B, 6 = =

2 i)

>V = /VOZ +29R

3-B — C avec frottement :
AEy (B - €) = W (Fy)

W(F;) = —F;.L



= Ey(C) — Ey(B) = —F;.

= E.(C) + E,(C) — E.(B) — E,(B) = —F;.L

= 0+E,(C)—E.(B)—0=—F.L

1
= mgLsina — EmVB2 = —F.L

1
= mgLsina — Em(Vo2 +2gR) = —F;.L

> Fp = ;n—L(VO2 + 2gR) — mgsina .

7.6-Exercice 06

Une bille de masse m est lancé sans vitesse initiale d’une hauteur h (Figure) sur une
trajectoire ABCDE formé de deux parties : AB est une surface verticale et BCDE est un 34
d’un cercle de rayon R. On utilise le théoréme de I’énergie mécanique,

1-Le mouvement de la bille sans frottement :

a-calculer la vitesse de la bille au point B.

b-calculer la vitesse de la bille au point D.

c-pour quelle valeur de h, la bille arrive au point E avec une vitesse égale a ./2gR .

2-Si on suppose que le mouvement se fait avec une force de frottement tangentielle constante
F' dans la partie BCDE seulement. Quelle est la valeur de F’ si la bille atteint juste le point E
(la vitesse au point E est nulle).

7.6.1-Corrigé

1-a) la vitesse au point B ;



A — B: sans frottement ;

= E,(A) + E,(A) = E.(B) + E,(B)

1
= 0+ mgh = EmVB2 + 2mgR

= Vs = Zg(h—2R)
b) la vitesse au point D :
A — D: sans frottement ;
= AEy, =0 = Ey(4) = Ey, (D)

= E.(4) + E,(A) = E.(D) + E,(D)

1
zO+mgh=EmVD2+O

=>Vp = \/m

c) la valeur de h pour laquelle V; = \/Zg_R ;
A — E: sans frottement ;

= AEy =0 = Ey(4A) = Ey(E)

= E.(A) + E,(4) = E.(E) + E, (E)

1
= 0+ mgh = EmVEZ + 2mgR

1
= mgh = S m. 2gR + 2mgR

= h=3R
3-B — E avec frottement

AEy(B - E) = W(F)
E

WB*E(F]:) = fff)d_r)
B

Ff) = —Fyu; (force tangentielle)



dr = RdOw;

3n
2
Wz (F7) = —RF; f do
0
., 3
WB—)E(Ff) = —ET[RFf
= E, (E) — Ey(B) = —ZHRF]«.
3
= E,(E) + Ey(E) — E.(B) — E,(B) = —>nRF;

1 3
= 0+ 2mgR — EmVBZ — 2mgR = —EnRFf

1 3
= —5m. 2g(h—2R) = —EnRFf

_2mg
ﬁFf —gn_—R(h—ZR) .

7.7-Exercice 07

Un corps de masse m se déplace sur une trajectoire formée de 3 parties AB, BC et CD
-La partie AB et un i d’un cercle de rayon R et de centre 0,.

-La partie BC est une surface plane de lonngueur 2R.

- La partie CD est un i d’un cercle de rayon R et de centre O, .

Le corps glisse sans frottement dans les parties AB et CD et avec frottement dans la partie BC
(u: coefficient de frottement). A I'instant (t = 0) , la masse démarre du point A sans vitesse

intiale. En utilisant le théoréme de 1’énergie mécanique,

1-calculer la vitesse au point M,. Déduire la vitesse au point B .
2--calculer la vitesse au point M,. Déduire la vitesse au point C .

3-calculer la vitesse au point M5 .

7.7.1-Corrigé

1-calcul de la vitesse au point M, :




A — B: pasde frottement ;

= EC(A) + Ep(A) = EC(Ml) + Ep(Ml)

1
=0+ mgR = EmV,&,1 + mgh
h = R(1 — sinf)

1
= mgR = EmV,E,l + mgR(1 — sin6)

= Vi, = +/2gRsind

AB,6 =" = Vy =2gR

2-B — C avec frottement
AEy(B - C) = W(Fy)

= E.(M,) + E,(M,) — E.(B) — E,(B) = W(F))

1 2 1 2
EmVMZ -0 —EmVB —0=—-Frx
F; = uN = umg
1 2 1 o2
= EmVMZ —EmVB = —umg.x
1 1
= EmVMZ —Em. 29R = —umg.x

= Vy, = V2R — )

aC,x=2R = V,=,/2gR(1 —2p)
3-calcul de la vitesse au point M :

C — D: pas de frottement ;

= AEy =0 = Ey(C) = Eyy (M)

= E.(C) + E,(C) = E.(M3) + E,(M5)

1 2 1 2 !
:>§ch +0= EmVM3 —mgh



h' = R(1 — cosa)

1 1
=Zm. 2gR(1 —2u) = EmV,&,3 — mgR(1 — cosa)

Vi, =+/29R(2 — 214 — cosa)

7.8-Exercice 08

Une masse m supposee ponctuelle est suspendue par un fil de longueur [ , dont on néglige la
masse, a un point d’attache fixe . Cet ensemble constitue un pendule. Le pendule est écarté
d’un angle 6, par rapport a la verticale et laché sans vitesse initiale.En utilisant le théoreme de
I’énergie mécanique :

1-calculer la vitesse de la masse m en foctionde g,l,6, et 6.

2-Etablir I’équation différentielle de ce systéme.

7.8.1-Corrigé

M(t = 0) » M(t): pas de frottement ;
= E.(t=0)+E,(t =0) =E.(t) + E,(¢t)

Ona:

1 2
Ec = EmV

oM = lu, =V = 6w

1 .
= Ec = EmIZHZ
E, = mgh

E, = mgl(1 — cost)

-Calcul de vV :



1
= 0+ mgh, = Esz + mgh

1
= mgl(1 — cosO,) = Esz + mgl(1 — cosH)

=V =/2gl(cosb — cosb,)
2-I’ équation différentielle :

L’énergie mécanique est conservée ;

dEy(t)
= =0
dt

1 .
Ey(t) = Emlzez + mgl(1 — cos8)
:d[l 262 + mgl(1 9]—0
Elzm mgl(1 — cosO)| =
1 .
= EmzZ(zerer) +mgl[-6(—sin8] = 0

:§+%sin6=0

C’est le méme résultat trouvé précédemment (série 04 (exercice06)).

8-Exercices supplémentaires sans solution
8.1-Exercice 01
Une particule se déplace sous I’action d’une force

F =yl —Ax], (Aest constant)

1-Pour quelle valeur de A ce champ de force est-il conservatif ?
2-Exprimer dans ce cas I’énergie potentiel E,, dont ce champ dérive.

3-Calculer en fonction de 2 le travail de F quand la particule se déplace du point 0(0,0)
jusqu’au point A(1,1) lors de deux mouvement :

a-En suivant la courbe y = x3 : du point Oau point A.

b-En suivant le segment de droite OC puis CA avec (0,1) .

4-Vérifier que pour la valeur de A trouvé en 2 le travail est indépendant du chemin et se
calcule directement a partir de I’énergie potentielle E,, .

8.2-Exercice 02

Une petite boule de masse (m = 1g) tombe d’une hauteur de 3 m , sans vitesse initiale, dans
le sable. La masse s’arréte aprés une distance de 3 cm dans le sable.

1-Calculer la vitesse de la boule a la rencontre du sable.



2-Calculer la réaction du sable sur la boule.

8.3-Exercice 03

Soit un point matériel M soumis & un champ de force F tel que F = (x —ay)i + (3y —
2x) j

a-Calculer le travail de la force F pour le déplacement de M du point 0(0,0) au point A4(2,4)
en passant par le point C(0,4).

b-Trouver la valeur de a pour que F soit conservatrice, en déduire I’énergie potentielle E,
résultante de ce champ de force.

c-Déterminer le travail de F pour le déplacement de M suivant une trajectoire circulaire de
rayon R et de centre 0(0,0).

8.4-Exercice 04

Une masse m glisse sans vitesse initiale d’un point A dans un demi cercle de rayon R (voir la
figure).

| - Si on néglige les frottements :

1- Est-ce que I’énergie total (mécanique) de la masse se conserve durant son mouvement ?

2- déterminer sa vitesse au point B.

3- A quelle hauteur h; la masse atteint ?

I1- si on a la présence de frottements sur ’arc AB et la vitesse de la masse au point B vaut
\/g_R , calculer le travail des forces de frottements. A quelle hauteur h, la masse atteint si I’arc BC
est lisse (pas de frottements).

I11- si on suppose qu’on se trouve dans le 2°™¢ cas, et la masse m démarre avec une vitesse

initiale V,. On remarque qu’elle arrive au point C avec une vitesse nulle.
- déterminer le travail de la force de frottement. Calculer la vitesse de la masse au point B.

A O C

gy gy g g g
Py

8.5-Exercice 05

On pose une masse m a I’extrémité d’un ressort de constante de raideur k sur un plan incliné
avec un angle a de I’horizontale. On laisse la masse au point O sans vitesse initiale. On
suppose qu’il y a des frottements sur le plan ( la constant de frottement).



- Trouver I’énergie totale aux points O et C.

- Calculer le travail de la force de frottement.

Déduire X, la compression maximum du ressort. Que devient-elle si on néglige les
frottements.
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