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CHAPITRE 4 : Théorèmes des résidus et applications au calcul d'intégrales 

4.1 Théorème des Résidus 

4.1.1 Définition :  Soit 𝑓(𝑧) une fonction holomorphe dans un domaine 𝐷, excepté en un point où 𝑓(𝑧) a 

un pôle en 𝑧0, et si 𝐶 est une courbe simple fermée dans  D  entourant 𝑧0, on appelle alors Résidu de 𝑓(𝑧) en 

𝑧0 le coefficient 𝑎−1du développement de Laurent de 𝑓(𝑧) au voisinage de  𝑧0. 

Ce nombre est noté : 

 

Exemple : la fonction 𝑓(𝑧) =
𝑒𝑧

(𝑧−1)2
=

𝑒

(𝑧−1)2
+

𝑒

(𝑧−1)
+
𝑒

2
+⋯… .. 

⟹ 𝑅𝑒𝑠(𝑓,1) = 𝑎−1 = 𝑒 

4.1.2 Calcul des Résidus 

En pratique, il n’est pas toujours facile d’évaluer le coefficient 𝑎−1 de la série de Laurent,  dans plusieurs cas 

il est possible de calculer ce résidu sans avoir à expliciter cette série. Il est donné par la formule suivante : 

  

  

Ou 𝑛 est l’ordre du pôle. En particulier si le pôle est simple (𝑛 = 1) le calcul des résidus devient simple 

et il se réduit en : 

𝑅𝑒𝑠(𝑓, 𝑧0) = 𝑎−1 = lim𝑧→𝑧0
[(𝑧− 𝑧0)𝑓(𝑧)]. 

 

Exemples : 

1. Reprenons l’exemple ℎ(𝑧) =
1

𝑧(𝑧+1)
 , calculons 𝑅𝑒𝑠(ℎ,0) 𝑒𝑡 𝑅𝑒𝑠(ℎ,−1) 

𝑅𝑒𝑠(ℎ,0) = lim
𝑧→0

[(𝑧)ℎ(𝑧)] = lim
𝑧→0

[
1

𝑧 + 1
] = 1 

𝑅𝑒𝑠(ℎ,−1) = lim
𝑧→−1

[(𝑧+ 1)ℎ(𝑧)] = lim
𝑧→0

[
1

𝑧
] = −1 

2. Calculons le résidu au point 𝑧 = 0 de la fonction 𝑓(𝑧) =
1

(𝑧−
𝜋

4
)
2
𝑐𝑜𝑠𝑧

 

𝑅𝑒𝑠(𝑓, 𝑧0) = 𝑎−1 

𝑅𝑒𝑠(𝑓, 𝑧0) = 𝑎−1 = lim𝑧→𝑧0

1

(𝑛−1)!

𝑑𝑛−1

𝑑𝑧𝑛−1
[(𝑧 − 𝑧0)

𝑛𝑓(𝑧)]                                                                 (I) 
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𝑅𝑒𝑠(𝑓, 0) = lim𝑧→
𝜋

4

𝑑

𝑑𝑧
[(𝑧 −

𝜋

4
)
2

𝑓(𝑧)] = lim𝑧→
𝜋

4

𝑑

𝑑𝑧
[
1

𝑐𝑜𝑠𝑧
]=lim
𝑧→

𝜋

4

−
𝑠𝑖𝑛𝑧

𝑐𝑜𝑠2𝑧
= −

1

2
 

3. Calculons le résidu au point 𝑧 = 𝑖 de la fonction 𝑔(𝑧) =
𝑐𝑜𝑠𝑧

(𝑧²+1)3
 

𝑅𝑒𝑠(𝑔, 𝑖) = lim
𝑧→𝑖

1

2!

𝑑²

𝑑𝑧²
[(𝑧 − 𝑖)3𝑓(𝑧)] = lim

𝑧→𝑖

1

2!

𝑑²

𝑑𝑧²
[
𝑐𝑜𝑠𝑧

(𝑧 − 𝑖)3
] 

Remarque : la formule (I) est intéressante seulement quand l’ordre est de 2à 3 à la limite. Si l’ordre est 

4 ou plus, mieux utiliser la série de Laurent. 

Exemple 4. Calculons le résidu au point 𝑧 = 0 de la fonction 𝑓(𝑧) =
1+𝑧8

𝑧5(𝑧+2)
 (𝑧 = 0 est un pôle 

d’ordre 5) 

 Directement on utilise la série de Laurent de 𝑓(𝑧) au voisinage de 𝑧 = 0 

𝑓(𝑧) =
1 + 𝑧8

2𝑧5 (1 +
𝑧
2)
=
1 + 𝑧8

2𝑧5
[1 −

𝑧

2
+
𝑧2

22
−
𝑧3

23
+
𝑧4

24
+⋯+ (−1)𝑛

𝑧𝑛

2𝑛
+⋯] 

= (
1

2𝑧5
+
1

2
𝑧3) [1 −

𝑧

2
+
𝑧2

22
−
𝑧3

23
+
𝑧4

24
+⋯+ (−1)𝑛

𝑧𝑛

2𝑛
+⋯]   

Alors 𝑅𝑒𝑠(𝑓,0) = 𝑎−1 =
1

25
 

Exemple 5. Calculons le résidu au point 𝑧 = 0 de la fonction 𝑓(𝑧) = 𝑧 sin2
𝜋

𝑧
  

𝑓(𝑧) = 𝑧 sin2
𝜋

𝑧
= 𝑧(

1 − 𝑐𝑜𝑠2
𝜋
𝑧

2
) =

𝑧

2
(1 −∑

(−1)n

(2𝑛)!

+∞

𝑛=0

(
2π

z
)
2n

) 

=
𝑧

2
(1 − ∑

(−1)n

(2𝑛)!
+∞
𝑛=0 (

2π

z
)
2n
) =

𝑧

2
(
2π

z2

2
−

2π

3z4

4
+

4π6

45z6
+⋯ )  

alors 𝑧 = 0 est un point singulier essentiel d’où 𝑅𝑒𝑠(𝑓,0) = 𝑎−1 = 𝜋² 

4.1.3 Théorème des Résidus 

 Si 𝑓(𝑧) est analytique dans un domaine 𝐷, excepté en un pôle d’ordre n en 𝑧 = 𝑧0, alors on peut 

écrire  𝑓(𝑧) sous la forme suivante : 

𝑓(𝑧) =
𝑎−𝑛

(𝑧 − 𝑧0)𝑛
+

𝑎−𝑛+1
(𝑧 − 𝑧0)𝑛−1

+
𝑎−𝑛+2

(𝑧 − 𝑧0)𝑛−2
+⋯+

𝑎−1
(𝑧 − 𝑧0)1

+ 𝑎0 + 𝑎1(𝑧 − 𝑧0) + ⋯⋯⋯⋯ 
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En intégrant cette formule sur une courbe simple fermée 𝐶 dans  D  entourant 𝑧0 ; et en utilisant le fait 

que : 

∮
𝑑𝑧

(𝑧 − 𝑧0)𝑛
𝐶

= {
0                              𝑠𝑖 𝑛 ≠ 1
2𝜋𝑖                           𝑠𝑖 𝑛 = 1

 

Il s’ensuit que ∮ 𝑓(𝑧)𝑑𝑧 = 2𝜋𝑖 𝑎−1𝐶
 

 

 

 

 

 

Remarque : le théorème et les formules de Cauchy sont des cas particuliers de ce résultat que l’on 

appelle le théorème des résidus. 

4.2 Applications du Théorème des Résidus à des calculs d’intégrales 

4.2.1 Intégrales de fractions rationnelles (de type ∫ 𝒇(𝒙)𝒅𝒙
+∞

−∞
) 

On considère ∮ 𝑓(𝑧)𝑑𝑧
𝐶

 le long d’un contour 𝐶 constitué d’un intervalle [−𝑅, 𝑅] de l’axe des réels (x) 

et d’un demi-cercle Г, centré à l’origine, situé au-dessus de l’axe réel, de rayon 𝑅 assez grand. 

∮ 𝑓(𝑧)𝑑𝑧

𝐶

= ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 + ∫ 𝑓(𝑧)𝑑𝑧 = 2𝜋𝑖∑𝑅𝑒𝑠(𝑓, 𝑎𝑗)

𝑗Γ

+𝑅

−𝑅

 

                                                                                                                                                                

 

                                                                                                                                      

 

 

∮ 𝑓(𝑧)𝑑𝑧 = 2𝜋𝑖 (𝑎−1 + 𝑏−1 + 𝑐−1 +⋯)

𝐶

 

Théorème : Si 𝑓(𝑧) est analytique à l’intérieur et sur une frontière 𝐶 d’un domaine 𝐷, 

sauf en un nombre fini de pôles (𝑎 , 𝑏, 𝑐, … ) à l’intérieur de 𝐶, ayant des 

résidus (𝑎−1 , 𝑏−1, 𝑐−1, … )  respectivement, alors  
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En suite on fait tendre la limite 𝑅 → +∞.  

D’où  

∮ 𝑓(𝑧)𝑑𝑧

𝐶

= ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 + lim
𝑅→+∞

∫ 𝑓(𝑧)𝑑𝑧 = 2𝜋𝑖∑𝑅𝑒𝑠(𝑓, 𝑎𝑗)
𝑗Γ

+∞

−∞

 

Le théorème des résidus permet de calculer de nombreuses intégrales, Cependant, pour mener                                                                                         

à bien les calculs il est indispensable de connaitre  le comportement de Г lorsque 𝑅 → +∞. En utilisant 

le Lemme de Jordan : 

 alors 

lim
𝑅→+∞

∫ 𝑓(𝑧)𝑑𝑧 = 0 ⟹

Γ

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 2𝜋𝑖∑𝑅𝑒𝑠(𝑓, 𝑎𝑗)
𝑗

+∞

−∞

 

Exemple1 : Calculer l’intégrale 𝐼 = ∫
𝑥²𝑑𝑥

(𝑥2+1)(𝑥2+9)

+∞
0  

On a   𝑓(𝑥) =
𝑥²

(𝑥2+1)(𝑥2+9)
 une fonction paire ⟹ 𝐼 =

1

2
∫

𝑥²𝑑𝑥

(𝑥2+1)(𝑥2+9)

+∞

−∞
 

Posons 𝑓(𝑧) = 𝑧²

(𝑧2+1)(𝑧2+9)
 en appliquant le théorème des résidus, on choisit le contour 𝐶 constitué 

d’un intervalle [−𝑅, 𝑅] de l’axe des réels (x) et d’un demi-cercle Г, centré à l’origine, situé au-dessus de 

l’axe réel, 

 ∮ 𝑓(𝑧)𝑑𝑧
𝐶

= ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 +
+𝑅

−𝑅 ∫ 𝑓(𝑧)𝑑𝑧 = 2𝜋𝑖 ∑ 𝑅𝑒𝑠(𝑓, 𝑎𝑗)𝑗Γ
 

On fait lim𝑅→+∞ ⟹  

lim
𝑅→+∞

∫ 𝑓(𝑧)𝑑𝑧 = 0 ⟹

Γ

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 2𝜋𝑖∑𝑅𝑒𝑠(𝑓, 𝑎𝑗)
𝑗

+∞

−∞

 

Si f est continue sur un cercle de centre zo, de rayon R et si la limite de |(z - zo)  f(z)| est nulle lorsque 

R tend vers l'infini, alors l'intégrale sur tout arc de ce cercle est nulle. 



Théorèmes des résidus et applications au calcul d’intégrales 
       

𝑓(𝑧) =
𝑧²

(𝑧2+1)(𝑧2+9)
 a 4 pôles simples : 

en 𝑧1 = 𝑖 ; 𝑧2 = −𝑖 ; 𝑧3 = 3𝑖 𝑒𝑡 𝑧4 = −3𝑖  , seuls 𝑧1 = 𝑖 𝑒𝑡 𝑧3 = 3𝑖 ont des parties 

imaginaires positives (𝑧1𝑒𝑡 𝑧3 ∈ 𝐶([−𝑅,+𝑅] + Γ)),Alors : 

∫
𝑥²

(𝑥2 + 1)(𝑥2+9)
𝑑𝑥 = 2𝜋𝑖(𝑟𝑒𝑠(𝑓, 𝑖) + 𝑟𝑒𝑠(𝑓, 3𝑖)

+∞

−∞

 

On a 

𝑟𝑒𝑠(𝑓, 𝑖) = lim
𝑧→𝑖
(𝑧 − 𝑖). 𝑓(𝑧) =

𝑖

16
 

𝑟𝑒𝑠(𝑓, 3𝑖) = lim
𝑧→3𝑖

(𝑧 − 3𝑖). 𝑓(𝑧) =
−3𝑖

16
 

⟹ ∫
𝑥²

(𝑥2 + 1)(𝑥2+ 9)
𝑑𝑥 = 2𝜋𝑖 (

𝑖

16
−
3𝑖

16
)

+∞

−∞

=
𝜋

4
 

Par la suite on obtient : 

⟹ 𝐼 = ∫
𝑥²

(𝑥2 +1)(𝑥2 +9)
𝑑𝑥 =

+∞

0

𝜋

8
 

Exemple2 : Calculer l’intégrale 𝐼 = ∫
𝑑𝑥

𝑥²+1

+∞
−∞  

On considère la fonction  𝑓(𝑧) =
1

𝑧2+1
 et en appliquant le théorème des résidus, on choisit le contour 𝐶 

composé d’un intervalle [−𝑅, 𝑅] de l’axe des réels (x) et d’un demi-cercle Г, centré à l’origine, situé au-

dessus de l’axe réel, 

 ∮ 𝑓(𝑧)𝑑𝑧
𝐶

= ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 +
+𝑅

−𝑅 ∫ 𝑓(𝑧)𝑑𝑧 = 2𝜋𝑖 ∑ 𝑅𝑒𝑠(𝑓, 𝑎𝑗)𝑗Γ
 

On fait lim𝑅→+∞ ⟹  

lim
𝑅→+∞

∫ 𝑓(𝑧)𝑑𝑧 = 0 ⟹

Γ

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 2𝜋𝑖∑𝑅𝑒𝑠(𝑓, 𝑎𝑗)

𝑗

+∞

−∞

 

𝑓(𝑧) =
1

(𝑧2+1)
 a 2 pôles simples : 
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en 𝑧1 = 𝑖 ; 𝑧2 = −𝑖  seul 𝑧1 = 𝑖  a une partie imaginaire positive (𝑧1 = 𝑖 ∈ 𝐶([−𝑅, +𝑅] +

Γ)),Alors : 

∫
1

(𝑥2 +1)
𝑑𝑥 = 2𝜋𝑖(𝑟𝑒𝑠(𝑓, 𝑖))

+∞

−∞

 

On a 

𝑟𝑒𝑠(𝑓, 𝑖) = lim
𝑧→𝑖
(𝑧 − 𝑖). 𝑓(𝑧) =

1

2𝑖
 

⟹ ∫
1

(𝑥2 + 1)
𝑑𝑥 = 2𝜋𝑖 (

1

2𝑖
)

+∞

−∞

= 𝜋 

Exemple3 : Calculer l’intégrale 𝐼 = ∫
sin 𝑥𝑑𝑥

𝑥²+2𝑥+2

+∞
−∞  

On considère la fonction  𝑓(𝑧) =
𝑒𝑖𝑧

𝑧2+2𝑧+2
 et en appliquant le théorème des résidus, on choisit le 

contour 𝐶 composé d’un intervalle [−𝑅, 𝑅] de l’axe des réels (x) et d’un demi-cercle Г, centré à 

l’origine, situé au-dessus de l’axe réel, 

 ∮ 𝑓(𝑧)𝑑𝑧
𝐶

= ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 +
+𝑅

−𝑅 ∫ 𝑓(𝑧)𝑑𝑧 = 2𝜋𝑖 ∑ 𝑅𝑒𝑠(𝑓, 𝑎𝑗)𝑗Γ
 

On fait lim𝑅→+∞ ⟹  

lim
𝑅→+∞

∫ 𝑓(𝑧)𝑑𝑧 = 0 ⟹

Γ

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 2𝜋𝑖∑𝑅𝑒𝑠(𝑓, 𝑎𝑗)
𝑗

+∞

−∞

 

𝑓(𝑧) =
𝑒𝑖𝑧

𝑧2+2𝑧+2
 a 2 pôles simples : 

en 𝑧1 = −1 + 𝑖 ;  𝑧2 = −1 − 𝑖  ce dernier est rejeté seul 𝑧1 = −1 + 𝑖  a une partie 

imaginaire positive (𝑧1 ∈ 𝐶([−𝑅,+𝑅] + Γ)),Alors : 

∫
𝑒𝑖𝑥

𝑥2 +2𝑥+2
𝑑𝑥 = 2𝜋𝑖(𝑟𝑒𝑠(𝑓, −1 + 𝑖))

+∞

−∞

 

On a 
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𝑟𝑒𝑠(𝑓, −1 + 𝑖) = lim
𝑧→𝑖
(𝑧 + 1 − 𝑖). 𝑓(𝑧) =

𝑒−1−𝑖

2𝑖
 

⟹ ∫
𝑒𝑖𝑥

𝑥2 + 2𝑥+ 2
𝑑𝑥 = 2𝜋𝑖 (

𝑒−1−𝑖

2𝑖
)

+∞

−∞

= 𝜋𝑒−1−𝑖 = 𝜋𝑒−1(cos 1 − 𝑖 sin 1) 

On déduit alors : 

∫
𝑠𝑖𝑛𝑥

𝑥2 +2𝑥+ 2
𝑑𝑥 = −

+∞

−∞

𝜋𝑒−1 sin 1 

Et  

∫
𝑐𝑜𝑠𝑥

𝑥2 +2𝑥+ 2
𝑑𝑥 =

+∞

−∞

𝜋𝑒−1 cos 1 

4.2.2 Intégrales trigonométriques (de type ∫ 𝒈(𝒄𝒐𝒔𝜽, 𝒔𝒊𝒏𝜽)𝒅𝜽 )
𝟐𝝅

𝟎
 

Soit 𝑔 une fonction rationnelle de  𝑐𝑜𝑠𝜃 𝑒𝑡 𝑠𝑖𝑛𝜃 , si on pose 𝑧 = 𝑒𝑖𝜃   𝜃 ∈ [0,2𝜋]  et 𝑧−1 = 𝑒−𝑖𝜃    alors 

on peut écrire : 

𝑐𝑜𝑠𝜃 =
𝑒𝑖𝜃 + 𝑒−𝑖𝜃   

2
=
𝑧 + 𝑧−1   

2
         𝑒𝑡      𝑠𝑖𝑛𝜃 =

𝑒𝑖𝜃 − 𝑒−𝑖𝜃   

2𝑖
=
𝑧 − 𝑧−1   

2𝑖
 

𝑑𝑧 = 𝑖𝑒𝑖𝜃𝑑𝜃 ⟹ 𝑑𝜃 =
𝑑𝑧

𝑖𝑧
 

Par conséquent l’intégrale donnée est équivalent à : 

∫ g(cosθ, sinθ)dθ =

2π

0

∫
1

zi
g (

𝑧 + 𝑧−1   

2
,
𝑧 − 𝑧−1   

2𝑖
) dz = 2𝜋𝑖∑ 𝑅𝑒𝑠(𝑓, 𝑎𝑗)

𝑗|z|=1

 

 

Où  𝑓(𝑧) =
1

zi
g (𝑧+𝑧

−1   

2
, 𝑧−𝑧

−1   

2𝑖
)  et 𝑎𝑗  sont les pôles de la fraction rationnelle de f(z) qui sont à 

l’intérieur du cercle |𝑧| = 1 . 

Exemple : calculer l’intégrale ∫
cos2θ

5+3cosθ
dθ

2π

0
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On pose 𝑧 = 𝑒𝑖𝜃 𝑐𝑜𝑠𝜃 =
𝑧+𝑧−1   

2
 𝑒𝑡 𝑐𝑜𝑠2𝜃 =

𝑧²+𝑧−2   

2
 

∫
cos2θ

5 + 3cosθ
dθ

2π

0

= ∫
1

iz

z2 + z−2

2(5 + 3
𝑧 + 𝑧−1   

2
)

dz

2π

0

 

soit 𝑓(𝑧) =
−i(z4+1)

z2(3z2+10z+3)
, cette fonction à un pôle double en 𝑧1 = 0 et deux pôles simples 

en 𝑧2 =
−1

3
 𝑒𝑡 𝑧3 = −3, seuls 𝑧1 = 0 𝑒𝑡 𝑧2 = −

1

3
 sont ) l’intérieur du cercle |𝑧| = 1, alors en 

appliquant le théorème des résidus on obtient : 

∫
cos2θ

5 + 3cosθ
dθ

2π

0

= ∫
−i(z4 + 1)

z2(3z2 + 10z + 3)
dz = 2πi (𝑅𝑒𝑠(𝑓, 𝑜) + 𝑅𝑒𝑠(𝑓, −

1

3
))

2π

0

 

D’où 

𝑅𝑒𝑠(𝑓, 𝑜) = lim
𝑧→0

𝑑

𝑑𝑧
(

−i(z4+ 1)

(3z2+10z+ 3)
) = −

20

18𝑖
 

𝑅𝑒𝑠 (𝑓,−
1

3
) = lim

𝑧→0
(
−i(z4+ 1)

3z2(z + 3)
) =

41

36𝑖
 

Alors : 

∫
cos2θ

5 + 3cosθ
dθ

2π

0

= ∫
−i(z4 + 1)

z2(3z2 + 10z + 3)
dz =

𝜋

18

2π

0

 

4.2.3 Intégrales de fonctions multiformes 

Exemple : ∫
(𝒍𝒏𝒙)𝟐

(𝒙+𝟏)𝟑

+∞

𝟎

𝒅𝒙 

On considère la fonction (𝑧) =
(𝒍𝒏𝒛)𝟐

(𝒛+𝟏)𝟑
 , et soit le contour 𝐶 composé de : [𝑟, 𝑅] ∪ Γ𝑅 ∪ [𝑅, 𝑟] ∪ Γ𝑟   avec 

Γ𝑅 𝑒𝑡 Γ𝑟  sont  des  cercles centrés à l’origine de rayons 𝑅 𝑒𝑡 𝑟 respectivement  
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En appliquant le théorème des résidus, on obtient : 

∮ 𝑓(𝑧)𝑑𝑧

𝐶

= ∫ 𝑓(𝑧)𝑑𝑧 +

+𝑅

𝑟

∫ 𝑓(𝑧)𝑑𝑧 + ∫𝑓(𝑧)𝑑𝑧 +

𝑟

𝑅

∫ 𝑓(𝑧)𝑑𝑧 = 2𝜋𝑖∑𝑅𝑒𝑠(𝑓, 𝑎𝑗)

𝑗ΓrΓR

 

on fait les limites 𝑅 → +∞ 𝑒𝑡 𝑟 → 0 , on obtient par la suite : 

lim
𝑟→0

∫ 𝑓(𝑧)𝑑𝑧 = 0  

Γr

𝑒𝑡 lim
𝑅→+∞

∫ 𝑓(𝑧)𝑑𝑧 = 0 

ΓR

 

On a aussi : le long de [𝑟, 𝑅] 𝑙𝑛𝑧 = 𝑙𝑛𝑥 ainsi que le long du chemin [𝑅, 𝑟]𝑙𝑛𝑧 = 𝑙𝑛𝑥 + 𝑖2𝜋, on peut 

écrire alors : 

lim
𝑅→+∞
𝑟→0

∫ 𝑓(𝑧)𝑑𝑧 = ∫
(𝑙𝑛𝑥)2

(𝑥 + 1)3

+∞

0

𝑑𝑥

+𝑅

𝑟

 𝑒𝑡 lim
𝑅→+∞
𝑟→0

∫𝑓(𝑧)𝑑𝑧 =

𝑟

𝑅

−∫
(𝑙𝑛𝑥 + 𝑖2𝜋)2

(𝑥 + 1)3

+∞

0

𝑑𝑥 

∮ 𝑓(𝑧)𝑑𝑧

𝐶

= ∫
(𝑙𝑛𝑥)2

(𝑥 + 1)3

+∞

0

𝑑𝑥 − ∫
(𝑙𝑛𝑥 + 𝑖2𝜋)2

(𝑥 + 1)3

+∞

0

𝑑𝑥 = 2𝜋𝑖∑𝑅𝑒𝑠(𝑓, 𝑎𝑗)

𝑗

 

 

∫
(𝑙𝑛𝑥)2

(𝑥 + 1)3

+∞

0

𝑑𝑥 − ∫
(𝑙𝑛𝑥)2

(𝑥 + 1)3

+∞

0

𝑑𝑥 − ∫
(𝑖2𝜋)2

(𝑥 + 1)3

+∞

0

𝑑𝑥 − ∫
4𝑖. 𝑙𝑛𝑥𝜋

(𝑥 + 1)3
𝑑𝑥

+∞

0

= 2𝜋𝑖∑𝑅𝑒𝑠(𝑓, 𝑎𝑗)

𝑗

 

Par la suite  

4𝜋2∫
1

(𝑥 + 1)3

+∞

0

𝑑𝑥 − 4𝜋𝑖 ∫
𝑙𝑛𝑥

(𝑥 + 1)3

+∞

0

𝑑𝑥 = 2𝜋𝑖∑𝑅𝑒𝑠(𝑓, 𝑎𝑗)

𝑗
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 Comme La fonction 𝑓(𝑧) =
(𝒍𝒏𝒛)𝟐

(𝒛+𝟏)𝟑
  a un pôle triple  en 𝑧1 = −1 à l’intérieur de contour C, alors : 

𝑟𝑒𝑠(𝑓, −1) =
1

2!
lim
𝑧→−1

𝑑²

𝑑𝑧²
(𝑧 + 1). 𝑓(𝑧) = 1 − 𝑖𝜋 

Par la suite on obtient : 

4𝜋2∫
1

(𝑥 + 1)3

+∞

0

𝑑𝑥 − 4𝜋𝑖∫
𝑙𝑛𝑥

(𝑥 + 1)3

+∞

0

𝑑𝑥 = 2𝜋𝑖(1 − 𝑖𝜋) 

Ce qui donne finalement : 

{
 
 

 
 
∫

1

(𝑥 + 1)3

+∞

0

𝑑𝑥 =
1

2

∫
𝑙𝑛𝑥

(𝑥 + 1)3

+∞

0

𝑑𝑥 = −
1

2

 

4.2.4 Formule des compléments 

Nous définissons la fonction gamma pour ℛ𝑒{𝑧)  >  𝑂 par : 

                                           Γ(𝑧) = ∫ 𝑡𝑧−1𝑒−𝑡𝑑𝑡
+∞

0
                                                                             (1) 

 On en déduit  la formule de récurrence : 

                                    Γ(𝑧 + 1) = 𝑧Γ(𝑧) Ou  Γ(1) = 1                                                                      (2) 

 Si z est un entier positif (2) devient 

                                         Γ(𝑛 + 1) = 𝑛 × (𝑛 − 1) × ……… . .× 1 = 𝑛!                                                   (3) 

Ce qui montre que la fonction gamma est une généralisation de la factorielle. Pour cette raison la fonction 

gamma est aussi appelée fonction factorielle et est notée 𝑧 ! plutôt que Γ(𝑧 + 1), on pose alors 0 !  =  1 

4.2.4 Résidu à l’infini 

Soit 𝑓 une fonction holomorphe sur le plan complexe et soit 𝑔 la fonction définie par (𝑧)  =  𝑓 (
1

𝑧
) . 

On dit que 𝑓 a un pôle en l’infini si 𝑔 a un pôle en 0 et que 𝑓 a une singularité essentielle à l’infini si 𝑔 a une 

singularité essentielle en 0. On appelle résidu à l’infini de 𝑓 la quantité 

𝑅𝑒𝑠(𝑓,∞)  =  𝑅𝑒𝑠 (−
1

𝑧²
𝑔(𝑧), 0)



 
 


