Théoremes des résidus et applications au calcul d’intégrales

CHAPITRE 4 : Théoremes des résidus et applications au calcul d'intégrales

4.1 Théoreme des Résidus

4.1.1 Définition : Soit f(z) une fonction holomorphe dans un domaine D, excepté en un point ou f(z) a
un pole en z, et si C est une courbe simple fermée dans D entourant z,, on appelle alors Résidu de f(z) en

z, le coefficient a_,du développement de Laurent de f(z) au voisinage de z,.

Ce nombre est noté : Res(f,zp) = a_1 ||

Exemple : la fonction f(z) = (zf - -

e
- ten Tz7

= Res(f,1)=a_;=e

4.1.2 Calcul des Résidus
En pratique, il n’est pas toujours facile d’évaluer le coefficient a_; de la série de Laurent, dans plusieurs cas

il est possible de calculer ce résidu sans avoir a expliciter cette série. Il est donné par la formule suivante :

Res(f,20) = a_y = lim, ., == (2 = 20)"f ()] ()

Ou n est I’ordre du pole. En particulier si le pole est simple (n = 1) le calcul des résidus devient simple

et il se réduiten :

Res(f, ZO) =a1 = limzezo[(z - ZO)f(Z)]-

Exemples :

1. Reprenons I’exemple h(z) = , calculons Res(h, 0) et Res(h, —1)

1
z(z+1)

1
Res(h,0) = lim[(2)h(z)] = lim [z+_1] =1

1
=-1

Res(h,—1) = lim [(z + Dh(2)] = lim |-

2. Calculons le résidu au point z = 0 de la fonction f(z) = 5
(Z—%) Cc0SZ
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d m\2 T sinz _ 1
Res(f 0) - hmZ—’_d [(Z B Z) f(Z)] - hmZ_)‘ [cosz E coszz o _2
3. Calculons le résidu au point z = i de la fonction g(z) = (Zcz‘flz)g
1 d* [ cosz
_ 13 — im
Res(gl ) hm 2| d T2 [(Z I‘) f(Z)] hm 2' d [(Z _ 1)3]

Remarque : la formule (1) est intéressante seulement quand l’ordre est de 2a 3 a la limite. Si [’ordre est

4 ou plus, mieux utiliser la série de Laurent.

8
Exemple 4. Calculons le résidu au point z =0 de la fonction f(z) = Zsl(zz) (z =0 est un pole
d’ordre 5)
Directement on utilise la série de Laurent de f(z) au voisinage de z = 0
) = 1+2z% 1428 . Z+Z2 Z3+Z4+ i 1)nzn_}_
fz _225(1+£)_ 225 272 3o 2n
2

_ (1 3 _z z_ =z nZ_ .
= (i) [1-245 -2 45+ ot (DG 4]

1

Alors Res(f,0) =a_; = 5

Exemple 5. Calculons le résidu au point z = 0 de la fonction f(z) = z sinzg

— E +o0o 2
f(2) = zsin? = =z Iocoszz\_z 1— (—1)“(2_11)“
d 2 2 NCOIRY:
n=

_ 2 _ g0 D" (z_n)Z“ _ z(z_nz _mt an )
T2 (1 Zn:O !\ z T2\ 22 3z4 T 4576 T
alors z = 0 est un point singulier essentiel d’ou Res(f,0) = a_; = m*

4.1.3 Théoreme des Résidus

Si f(z) est analytique dans un domaine D, excepté en un pdle d’ordre n en z = z, alors on peut

écrire f(z) sous la forme suivante :

f(Z) — A-n+1 — A-n+2 — ...+a—1+a0+a1(z ZO)+""'
( —z )” (z—2z9)"  (z—2z))" (z = 2)
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En intégrant cette formule sur une courbe simple fermée C dans D entourant z; ; et en utilisant le fait

que:

3g dz :{0 sin#1
(z—zy)® Lmi sin=1
c

Il s’ensuit que §. f(z)dz = 2mia_,

Théoreme : Si f(z) est analytique a I'intérieur et sur une frontiere C d’'un domaine D,
sauf en un nombre fini de poles (a,b,c,..) a lintérieur de C, ayant des

résidus (a_4,b_4,c_4, ...) respectivement, alors

f f(z)dz =2mi(a_y+b_i+c_4+-+)
c

Remarque : le théoreme et les formules de Cauchy sont des cas particuliers de ce résultat que I'on

appelle le théoréme des résidus.

4.2 Applications du Théoréme des Résidus a des calculs d’intégrales

4.2.1 Intégrales de fractions rationnelles (de type fj: f(x)dx)

On considere gﬁc f(z)dz le long d’un contour C constitué d’un intervalle [—R, R] de I'axe des réels (x)

et d'un demi-cercle I, centré a l'origine, situé au-dessus de I'axe réel, de rayon R assez grand.

jg f(z)dz = }Rf(x)dx + f f(z)dz = 27'[1'2 Res(f, a;)
c -R r J

VA
() e

\Za
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En suite on fait tendre la limite R - +oo.

D’ou
ff; f(2)dz = f f(x)dx + Rl_iHloof f(z)dz = ZHiZ Res(f,a;)
c —0 r ]

Le théoreme des résidus permet de calculer de nombreuses intégrales, Cependant, pour mener

a bien les calculs il est indispensable de connaitre le comportement de I' lorsque R = +o0. En utilisant

le Lemme de Jordan :

Si f est continue sur un cercle de centre z,, de rayon R et si la limite de [(z - z,) * f(z)] est nulle lorsque

R tend vers l'infini, alors l'intégrale sur tout arc de ce cercle est nulle.

alors

dm [ f@az=0= | FGdx = 2mi Y. Res(f,a)
r —o0 J

2
Exemple1 : Calculer I'intégrale I = f0+°o(xz_|_xl)%

+00 x%dx

. . _1 xax
Ona f(x)= une fonction paire = [ = > f_oo D2 +9)

X
(x2+1)(x2+9)

2
en appliquant le théoreme des résidus, on choisit le contour C constitué

Posons f(Z) = (Zz-l-lim

d’'un intervalle [—R, R] de I'axe des réels (x) et d'un demi-cercle I, centré a I'origine, situé au-dessus de

I’'axe réel,

$. f(Ddz =" FO)dx + [, f(2)dz = 2mi¥; Res(f,q))

On fait limgp_i0 =

Jm [ f@az=0= | FGdx = 2mi ) Res(f,a)
r —0 J
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2

Z Py .
f(z) = (22+1)(2219) a 4 poles simples :

en zy=1; 2, =—1;2z3=3ietz,=-3i , seuls z; =ietzz; =30 ont des parties

imaginaires positives (Z;et Z3 € C([-R,+R] + IN),Alors :

2

400 X )
_[o (x2+1)(x%2+9)

x = 2mi(res(f,i) + res(f, 3i)

Ona

res(f,i) = lim(z —1).f(2) = %6

—3i
res(f,3i) = Zli_)rgli(z —3i).f(z) = T3
+ o0
f x? e = i ( i Si) T
= x=2mi|———|=—
Jo 2+ 1)(x*+9) 16 16/ 4
Par la suite on obtient :
+o0
I J x? d T
= | = X =—
) G+ +9) "
e L, 4+ dx
Exemple2 : Calculer I'intégrale I = [__ P
On consideére la fonction f(z) = L et en appliquant le théoréeme des résidus, on choisit le contour C

7241
composé d’'un intervalle [—R, R] de I'axe des réels (x) et d'un demi-cercle I, centré a I'origine, situé au-

dessus de 'axe réel,

. f(2)dz = fj;f(x)dx + [ f(2)dz =2mi}; Res(f,a;)

On fait limgz_,, 0, =

Rl_i)r+nooj f(z)dz=0= J f(x)dx = Zniz Res(f,a;)
r —o0 j

f(z) = (Zzl+1) a 2 poles simples :
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en z; =1; Zy, =—Ii seul z; =i a une partie imaginaire positive (z; =i € C([=R, +R] +

[M),Alors :

+00 1
f mdx = 2mi(res(f, 1))

Ona

1

res(f,)) =lim(z —1).f(2) =

[ ey =(2)-
= (x2+1) X = 2mi Zi—n

Exemple3 : Calculer l'intégrale | = f_-l_;o xil_fzxjfz

iz

L
On consideére la fonction f(z) = zz+ez—z+2 et en appliquant le théoreme des résidus, on choisit le

contour € composé d’'un intervalle [—R,R] de l'axe des réels (x) et d'un demi-cercle T, centré a

'origine, situé au-dessus de I'axe réel,

$. f(2)dz = f:ff(x)dx + [ f(2)dz =2miy; Res(f,a;)

On fait limpyw =
+o0
Jim f f()dz =0 = f Fl0)dx = zmz Res(f, a;)
r —o0 J

eiz . .
f(z) = 2515 @ 2 poles simples :

en z; =—1+4+1i; z,=—1—1 ce dernier est rejeté seul z; = —1+4+1i a une partie

imaginaire positive (z; € C([—R, +R] + I),Alors:

+o0 eix
_f mdx = Zm(res(f, -1+ l))

Ona
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-1-i

e
res(f,—1+1i) =lim(z+1-1).f(z) = —
zZ-10 20
+ 00 . )
= ————dx = 2mi =mwe " t'=me “(cosl —isinl
f X2+ 2x+ 2 < 2 > ( )
On déduit alors :
+o0 .
f sinx | gng
———dx = —me *sin
X2 4+2x+2
Et
+00
f coSX p Y
—————dx =me ' cos
X2 +2x+2

4.2.2 Intégrales trigonométriques (de type foz i g(cos0,sin6)do)

Soit g une fonction rationnelle de cos6 et sinf, si on pose z = e'® 6 € [0,2r] etz 1 =e~® alors
on peut écrire :
el +e 0  z4z71 el —e70 7571

> = > et sinf = T = 2

cosO =
dz = ie'?df = do = %

Par conséquent I'intégrale donnée est équivalent a :

j 1 [(z+zt z-2z771 dy — 2 'ZR
Zig > , Y Z = 2mi ' es(f,aj)

|z|=1 j

2T
j g(cosH,sin6)do =
0

N 1 z+z71  z-z71 1 sles de 1a f . . lle de f . N
Ou f(z)—;g( AT )et a; sont les poles de la fraction rationnelle de f(z) qui sont a

I'intérieur du cercle |z] = 1.

2T cos20

Exemple : calculer I'intégrale fo = +30050
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. -1 2 -2
On pose z = ef cosg = 2= et cos20 =2 +z
2T 21
j cos20 46 1 722 4+ 772 :
_ " dqe=| = 2
5 + 3cos0 iz z+z1
soit f(z) = 2 cette fonction a un pole double en z; = 0 et deux pdles simples
z2(3z2+10z+3)’ 1
-1 1 Veoes
enz, = — etzz = —3,seulsz; =0etz, = — 3 sont ) I'intérieur du cercle |z| = 1, alors en

appliquant le théoreme des résidus on obtient :

2 2
s _fn D) =2 | (Res(f.0) + Restr. )
5+3cos® ) z2(3z2+ 10z + 3) 2= 2mi|Res{f,0) + Res(f, = 2)
0 0
D’ou
d( —i(z*+1) 20
Res(f,0) = 215%5((3# +10z + 3)) T 18
1y . (—i(z*+1)\ 41
Res<f"§)‘£‘£%<m)—@
Alors:
2m 2T
j cos20 _f —i(z*+ 1) iy
5+3cos® ) z2(3z2+10z+3) 2= 18
0 0

4.2.3 Intégrales de fonctions multiformes

+ oo
. (Inx)?
Exemple : L 1)’
. . (Inz)? . ,
On considere la fonction (Z) = Rk et soit le contour C composé de: [r,R]|UT; U[R,r] UT, avec
Y4

[ et I} sont des cercles centrés a l'origine de rayons R et r respectivement
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En appliquant le théoreme des résiduseg obtient :

+R r
}f(z)dz=j f(2)dz + ff(z)dz+Jf(z)dz+ j f(2)dz = Zm'ZRes(f,aj)
C r T'r R Iy J
on fait les limites R —» +o et r = 0, on obtient par la suite :
lrll'f(l) J f(2)dz=0 et Rl_l)r}}OO jf(z)dz =0
Ty I'r

On a aussi: le long de [r,R] Inz = Inx ainsi que le long du chemin [R,r]lnz = Inx + i2m, on peut

écrire alors :

+R +o0 (l )2 r +0oo (l + i )2
. B nx ) _ nx + i2m
Rl%ré f(z)dz = f —(x EVE dx et R_li%} Jf(z)dz = —(x 1)
0 R
T aw? [ (nx o+ 2m)?
nx nx + i2m ]
f f(Z)dZ = f (x+—1)3dx - (X+—1)3dx = Zﬂlz Res(f, aj)
c 0 0 j
+oo (l )2 +oo (l )2 +oo (2 )2 +oo4_ I
nx nx i2m i.Inxm ,
| | arm | aro] o s = 21, Res(r.)
0 0 0 0

Par la suite

+00 o
412 ;dx — 4mi ln—xdx =2mi ) Res(f,a;)
(x+1)3 (x+1)3 - e
0 0
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(Inz)?
(z+1)3

Comme La fonction f(z) = aun pole triple en z; = —1 al'intérieur de contour C, alors:

2

1 d
res(f,—1) = Ezlirfllﬁ(z +1).f(z)=1-in

Par la suite on obtient :
+00 +o
5 1 ] Inx . .
4 mdx — 4mi md% = 271'l(1 - lT[)
0 0

Ce qui donne finalement :

(T

fld_l
x+1p3 72
0

+00
f Inx dx = 1

G+D37 T 72
\0

4.2.4 Formule des compléments

Nous définissons la fonction gamma pour Re{z) > O par :

I(2) = [ t* e tdt (1)
» On en déduit la formule de récurrence :
N(z+1)=2zI'(z) OuT(1) =1 @)
» Si z est un entier positif (2) devient
IT(m+1)=nxn—-1)X ........x1=n! (3)

Ce qui montre que la fonction gamma est une généralisation de la factorielle. Pour cette raison la fonction
gamma est aussi appelée fonction factorielle et est notée z ! plutét que I'(z + 1), on pose alors

4.2.4 Résidu a I'infini
Soit f une fonction holomorphe sur le plan complexe et soit g la fonction définie par (z) = f G) .

On dit que f a un pdle en I’infini si g a un pble en 0 et que f a une singularité essentielle a I’infini si g a une

singularité essentielle en 0. On appelle résidu a I’infini de f la quantité

Res(f,») = Res (—leg(z),O)







