Applications

5.1 Equivalence entre Holomorphie et Analyticité

Définition : Soit f: Q — C une fonction a variables complexes ; ou Q est un ouvert de C. On dit que
f est analytique sur €, si pour tout point z, € Q il existe un disque ouvert D(z,,7r) < Q tel que f(2)

s>’ecrit comme une série entiereen (z — zy) :  f(2) = XS an(z — zo)™.

Propriéteés :

o Sif(z) =Y %an(z—12¢)" est convergente sur D(z,r), alors elle est analytique et
holomorphe. Sa dérivée est f'(z) = ¥}+% na,(z — zo)™ ! est convergente sur D(z,,7),par
consequent f(z) est indéfiniment dérivable sur Q. Autrement dit une fonction analytique est

holomorphe.
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e Alorsona: a, = =59 Wdz’ par conséquent la série entiere est la série de
! i zZ—Z(

Taylor en z,. Elle est donc déterminée uniquement par f au voisinage de z, est donnée par :

f' (@) fM(2)

2! n!

(Z — ZO)Z + ......... +

f(Z) = f(ZO) + f’(Zo)(Z - ZO) + (Z — Zo)n Foenien s

Exemples :

+oo 2"

e Lafonction f(z) = e est analytique sur C: e% = =07

e Lafonction f(z) = |z|? n’est pas analytique sur C : |z|?n’est pas holomorphe.

5.2 Théoréme du Maximum
Si f (2) est analytique a l'intérieur d'une courbe fermée simple C, et sur C, si de plus

f (z) n'est pas constante alors le maximum de |f ( z )| est atteint sur C.

5.3 Théoreme de Liouville

Supposons que quel que soit z dans le plan complexe, la fonction f (z) vérifiée les deux conditions :
1. f (z) estanalytique
2. f (z)estbornée, c'est-a-dire |f (z)| < M ou M désigne une constante.

Alors f ( z) est constante.

5.4 Théoreme de Rouché
Si f (z) et g (z) sont analytiques dans et sur une courbe fermée simple C, etsi|g (z)| <|f (z)] sur C,

alors f (z) + g (z)etf (z) ontle méme nombre de zéros a l'intérieur de C.



Applications

5.5 Calcul d’intégrales par la méthode des Résidus

Intégrale diverses sur des contours particuliers :

+o0  sinx
Exemple 1: fO m

iz

On considére la fonction f(z) = qui a 3 pdles simplesen z; =1i; z, = —ietz3 =0, ce

z(z2+1)
dernier z3 = 0 est sur le chemin d’intégrale, on ne peut pas intégrer sur un chemin passant par un

point singulier; en modifiant le contour comme C composé de: [r,R]UTR U[-R,—r]UT,; avec
[y et I} sont des demi-cercles centrés a l'origine de rayons R et r respectivement, situés au-dessus

de l'axe réel,
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En appliquant le théoreme des résidus, on obtient :

+R .
;ff(z)dz - j f(x)dx+i Fz)dz + j Fo)dx + J f(2)dz = zm-ZRes(f, 2)

Pour l'intégrale f__er(x)dx , on fait le changement de variable x = —x :

{f(x)dx = _fx(xez;-il)-(l)dx

Par la suite
R

+R - R —ix i
f f)dx + f fx)dx =f%dx = ZiIﬁdx
T —-R r

r

On fait la limiteder - 0 et R — oo d’ou Rlir_‘g fFR f(z2)dz=0



Applications

o

Pour calculer I'intégrale fr f(2)dz onpose = re'®; dz = ire'®d@ , on obtient par la suite :
r

0 orel® ) 0
L o I
jf(z)dz = lrl—r%frei(?(rzeize Y iret?do = f ido = —in
'y T

Par la suite on obtient :

+00

2'j Sinx dx = im + 2 'ZR (f,q)
l0 X(X2+1) X = I T[lj es\J,q;

Avec z; = i est a l'intérieur de notre contour C, alors

+0oo

2'] SINX e + 2miRes(f, i)
l X(X2+1) X = 11T mixes(J,l

iz -1

N o e
Res(f,i) = lzlirlg(z D).f(z) = lzlirilz(z s

+o0
sinx T
————dx==(1-¢"1
Of X(x2+1) 2 ¢ )
+oo Inx

Exemple2: [/ ——dx

- : (n2)* A s . :
On considére la fonction (z) = 2, duia deux poles simples en 2i et en —2i

z

W (2 +i%)
res(f,2i) = lim (Inz)? _ (in(20)) _ ( n 12)

z-2i 7 + 21 4i 47
2 .3m 2
iy = i (2 (m20)" (2 + i)
res(f, =20 = lim 7= 4 4i

En appliquant le théoreme des résidus, on obtient :

+R T

ff(z)dz=f f(z)dz + ff(z)dz+ff(z)dz+ff(z)dz= ZEiZ Res(f,aj)
J

C r I'r R v



Applications

on fait les limites R = +oo et r = 0, on obtient par la suite :
lim f f(z)dz=0 et lim ff(z)dz =0
r—0 R—-+o0
Ty I'r

On a aussi: le long de [r,R] Inz = Inx ainsi que le long du chemin [R,r]lnz = Inx + i2m, on peut

écrire alors :

+R r +oo
(Inx + i2m)?

ff(z)dz= et J.f(z)dz=—f de
0

r R
+o00 (l )2 + 0o (l 2 )2
nx nx +i2n
jgf(z)d2=f x2+4dx—f de = Zni(Res(f,Zi) +Res(f,—2i))
c 0 0
+00 1 +00 l
nx
4712[ x2+4dx—4m'f =z +4dx = 2mi(Res(f, 2i) + Res(f, —2i))
0 0
Par la suite
+0o0 +00
42.[’ 1d 4'_]. lnxd_2,2n2—2inln2_3 2o
T x2+4x Tl 214 x = 2mi yy =T in“ln
0 0
Par la suite on obtient :
+00
( j 1 g o
x*+ 4 XTy
{ oo
j‘ Inx dx = wln2
x*+4 S

\0
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