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CHAPITRE 5 : Transformation de Laplace

5.1 Définition de la Transformee de Laplace et conditions d’existences

Définitions Préalables :

1. Une fonction est dite continue par morceau (sur un domaine finie t € [a, b]) :
» Siil est possible de subdiviser le domaine en un nombre fini d’intervalles dans lesquels la
fonction est continue.
»  Si f(t) posséde une limite a droite et a gauche a chaque limite d’un intervalle.
2. Une fonction est dite « d’ordre exponentiel » si on peut trouver des constantes réelles
M ety > O telles que |f(t)] < MeY* Vt > T,ondit f(t) est d’ordre exponentiel y quand
t > o
Il est équivalent de dire que 'on peut trouver une constante 8 > 0 telle que lim,_,;,, e A% x

If ()] — 0 (il suffit de choisir g > y)

Ainsi f(t) = et n’est pas d’ordre exponentiel.

5.2 Définition de la Transformée de Laplace

Si f(t) désigne une fonction a valeurs réelles ou complexes de la variable réelle t, définie
sur le domaine t € |0, +oo[ et nulle pour t < 0, on appelle Transformée de Laplace de f(t) la

fonction :

Fp) = £(f(©)) = f F()ePtdt €
0

Ou p est une variable complexe (parametre) et F(p) est une fonction complexe.

- L'existence de F(p) suppose la convergence de I'intégrale.
- On appelle F(p) 'image de f(t).

Conditions d’existence de F(p) :

- f(t) doit étre continue par morceau.
- Jaavec0 < a <1:telquelimq;ot* X |f(t)| >0

- f(t) doit étre d’ordre exponentiel.

2



Transformation de Laplace | 3

Conséquence : Certaines fonctions ne possédent pas de Transformée de Laplace, par exemple la
fonction f(t) = %(qui ne respecte pas la deuxiéme condition d’existences) ou f(t) = et’ (quine

ieme

respecte pasla 3~ condition d’existences).

Exemple 1: la fonction f(t) =t

+oo

L(t) =J te Pldt

0

On intégre par partie on trouve :

+o00

—t to 1 -1 1
L(t) = [—e‘pt] + —f e Ptdt = —[e™P']§” = =
p 0 p p p
—zo—/ O
Exemple 2: la fonction f(t) = t"
too (on fait le cha::gementpt=u) to u\" du 1 to
L(t") = | ttre Pldt = (—) et—=—07o] ute"du
J d p p p ;
:In
Alorson a:
+ oo + oo
I, = J ute %du =1, = f e Ydu=1
0 0
+00 +o
I, = f ue ¥du = [—uTe H]|¢® + j nu" e *du =nl,_,
0 =0 0
f 10 = 1
11 = 1
I, =2x%x1
| :
U, =1X2x3X..xn=n

Finalement on trouve :

= L(t") =

n+1
p
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Exemple 3: |a fonction f(t) = e

+ oo
L(eat)zj e, e Pldt =
0

p—a
Exemple 4:

. eiwt+e—iwt
P (on utilise cos wt = —

L(cos wt) = o

Lwt_e—m)t

L(sin wt) = = (on utilise sin wt = .
ptw 21

5.3 Propriétés de la Transformée de Laplace

On note F(p) = L(f(t)) la fonction image de f(t) = L™1(F(p)) dite original de F(p) :

1. Linéarité :SiF,(p) = L(fl(t)) et F,(p) = [,(fz(t)) alors :
LA + Bf() = AL(f1(£))BL(f2 (1))

Exemple: L(2+ 3t —5t%) =2 (%) +3 (#) -5 (#)

2. L(f(at)) =-F(7)

u
(changement de variable t=5

+0oo 1+00 pu
L) = | flaverar L) =+ [ e au
0 0

3. L(e*f(t))=F(p-c) :

L(etf(t)) = f f(t)e~ Pt gt
0

n!
(p—o)+t

Exemple : L(e€tt") =

4. L(t"f(®) = D"F™(p)
5.4 Transformée de Laplace de la fonction dérivée

Si f(t) est continue de classe C* sur ]0,+oo[, alors :
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LF©) = pF(®) = (01 ou f(0%) = Jim, f(©)
On peut itérer ce résultat, et si f est de classe C! sur ]0,+e[, alors :
L(f™ () = p"F(p) = p"71f(0%) —p"2f'(0%) — - = f*D(0%)
Donc
L(f"(®) = p*F(p) — pf(0*) - f'(0*)

5.5 Transformée de Laplace de ’intégral

Soit
h(t) = ff(u)du donc h'(t) = f(t)
0

On pose : L(h(t)) = H(p) et L(f(t)) = F(p)
F@) , h(0")

L(A'(t)) =pH() —h(0") = H(p) =

p
Exemple :
. ) 1 1 2 -1
L(sin 2t) :p2+4:> L(fstudu:—EcosZt):5p2+4+5
b
= L 2t) =
(cos 2t) 714

5.6 Table de transformées de Laplace usuelles

De méme qu’il existe des tables de primitives usuelles, des tables de développements limités
usuels, il existe des tables de transformées de Fourier et des tables de transformées de Laplace
de fonctions usuelles. Dans la table ci-dessous, il faudrait en toute rigueur indiquer les abscisses

de convergence.
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0 F(p) = J:“e—ﬂ f0).dt
1
1 ou Ht) P
_1
e ou e H(t) P&
cos(ot)  sin(ot) pzfa)g pzf_)a)z
ch(mt) sh(wmt) sz 7 Pz(i)a)g
" ou t"H() };ﬂ—l
] ) n'
" e ou t" exH(t) (p—c)

5.7Exercices

Exercice 4.1 : Pour chacune des fonctions F(p) suivantes, trouver une fonction causale f telle

que L(f(t) = F(p) :

p

2 I DP T D

1
“pioe-Dn - W=

Exercice 4.2 : En utilisant la Transformée de Laplace de la fonction dérivée. Calculer la transformée
de Laplace de : f(t) = sin 2t

5.7.1 Applications de la Transformée de Laplace a la résolution des équations différentielles
Exercice 4.3 : Résoudre I'équation différentielle suivante :

y"(t) + 6y'(t) + 9y(t) = 3e7 3t , avecy(0) =y'(0) =0

Exercice 4.4 : Résoudre I'’équation différentielle suivante :

y"'(t) + 5y'(t) + 6y(t) =0, avecy(0)=3ety' (0)=-7

Exercice 4.5 : Résoudre I'équation différentielle suivante :

y'0O+3y'®)+2y(t)=1, avecy(0)=y'(0)=0
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5.8 Solutions des exercices

Solution de ’exercice 3.1 :

z 1z . 1 1 1 1
1) Décomposons en éléments simples F(p) = PG5 3 (E - p:)
LYF@)) = (1) = 3 (et —e72)
n . Y . _ p _1(p+1 1
2) De méme, décomposons en éléments simples F(p) = PIDGTTD 2 (p2+1 p+1)

L (F(@) = f(©) =5 (cost +sint —e™)

Solution de I’exercice 3.2 : Nous avons la transformee de Laplace de la fonction : cos wt

L(cos2t) = pzizz

Par définition on a aussi :

L((©) = pF@) — f(01)  ou f(0*) = lim f(t)

2
p —4 .
L 2t)) = —1= = —2L(sin 2t
((cos 2t)") 12 714 (sin 2t)

= in2t) =
L(sin 2t) 14

Solution de ’exercice 3.3 :

La transformée de Laplace de I'équation différentielle est :

1
p?Y(p) + 6pY (p) + Y (p) =3——

p+3
D'ou:
Y =
(») 13
Et en utilisant la formule
n! 2!
L tn ct — :L tZ -3t —
(the) =G gmm = L) ="
3 2 3
_> _2i2,-3t
Y(p) 200 £ 3)° =y() =t
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Solution de I’exercice 3.4 : La transformée de Laplace de |'équation différentielle est :

p?Y(p) —3p+7+5pY(p) — 15+ 6Y(p) =0
D'ou:
3p +8 3p +8 2 1
p2+5p+6=(p+2)(p+3)=p+2+p+3

Y(p) =

Par conséquent on trouve

y(t) = 2e72t + 3¢

Solution de I’exercice 3.5 : La transformée de Laplace de I'équation différentielle est :

1
p?Y(p) + 3pY(p) + 2Y(p) = >
D'ou :
1 ~ 1 1 1, 1
p(@*+3p+2) plp+D{@P+2) 2p p+1 2(p+2)

Par conséquent on trouve

Y(p) =

1 1
— _ _ -t — ,—2t
y(t) e +Ze
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