Solutiondu TD n° 2

Exercice 1:

X; Xo=0| x; =1 X, =3

fx)=yi|yo=1|y; =05|y, =025

1. Polyndme de Lagrange passant par les 3 points :

On a 3 point donc le degré du polyndme est n < 2.

o= SO L@ L) L)
2 _K=0LK(XK)yK_L0(x0)yo L1(x1)y1 Lz(xz)yz
PourK =0:
L) G—x)x=—x) @-DE-3) 1
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Donc,

1 1 1
P,(x) = E(x —1D(x-3)(1) —Ex(x —3)(0.5) +gx(x —1)(0.25)

P,(x) = 0.125x% — 0.625x + 1
2. Approximation de (1.5) :

En utilisant le polynéme de Lagrange P,(x), on trouve :
y(x) = P,(1.5) = 0.125(1.5)% — 0.625(1.5) + 1
= y(1.5) = 0.344




Exercice 2 :

Polynéme de Lagrange
a. P(x)

X; Xo=0 |x1=1]| x, =2

Px))=yi|yo=—-6|y1=3 |y, =21

On a 3 point donc le degré du polynéme est n < 2.

VL@ L) L@ L)
K=0LK(XK) K Lo(x0) ° Ly (x1) ! Ly (x2) 2

P,(x) =

PourK =0:




Li(x)  (r—x)lx-x) (-Dx=-2) 1 )
LO(xO) B (XO — xl)(xo — xz) - (O _ 1)(0 — 2) =3 (x 1)(36 2)

PourK =1:

L) | (-x)—x)  G-0x=2)
Lo (G-%m-r) (-00-2)

—x(x —2)

PourK = 2:

Ly(x)  (x—x0)(x—x;) —(x‘o)(x‘”—lx(x_n
Ly(xy)  (xa—x)(z—x) (2-0)2-1) 2

Donc,

1 1
P,(x) = E(x — D (x —2)(=6) —x(x —2)(3) +EX(x - 1(21)

9 9
P,(x) = Exz +5x—6

b. Q(x)

X; x0=0 x1=1 x2=2

Qx;)) =y |yo=10 |y, =15y, = 40

On a 3 point donc le degré du polynéme est n < 2.

S L) L) L@ Lyx)

Q,(x) = ﬂm)ﬁ( = _Lo(xo) Yo + 00 y1+ L, (x3) Y2

K

PourK =0:

Lo() _ (r—x)lx—x) (-Dx-2) 1
Lo(xo) (xo—x)(xg—x) (0—1)(0—2) 2

PourK =1:

(x—D(x—2)

L) | G-x)—x) _ (G-0x=2)
L GG-%)m-r) (A-00-2)

—x(x —2)

PourK = 2:

Ly(x)  (x—x0)(x—x;) —(x‘o)(x‘”—lx(x_l)
Ly(xy)  (xa—x)(x;—x) (2-0)2-1) 2

Donc,

1 1
Q,(x) = E(x —1(x—2)(10) — x(x — 2)(15) +§x(x —1)(40)

Q,(x) = 10x? — 5x + 10




Les points d’intersection

Aux points d’intersection P,(x) = Q,(x)

9 9

—x?+=x—6=10x%—-5x+ 10

2 2

11 19
7x2—7x+16=0$11x2—19x+32 =0

A = —1047 < 0 donc on a aucun point d’intersection.
Exercice 3 :

Approximation de f(4.5) :

Puisque le polyn6me est de degré 2, nous avons besoin uniquement de 3 points. On prend
des points dont les abscisses sont proches de 4.5. Ces points sont présentés dans le tableau
suivant :

X; Xo =3 Xy =5 X, =7

FGx) =y | yo = 1.2528 | y, = 1.6094 | y, = 1.9459

On a 3 points donc le degré du polynéme est n = 2. Le polyndme de Newton qui passe par
ces 3 points est :

2

Ay A%y
Thol(x — Xo) +Th(2)(x — %) (x — x1)

oU:h=x;—Xy=Xx,—Xx; =2

Py(x) = yo +

Xg =3 —» y, = 1.2528

x1 == 5 —> yl = 1.6094} }Azyo = Ayl —_ Ayo = _00201
Y1

= y,— y, = 0.3365
x, =7 — y, = 1.9459 2= n

Donc:

0.3566 —0.0201
(=3t

P,(x) = 1.2528 + 0.1783(x — 3) — 0.0025(x — 3)(x — 5)

P,(x) = 1.2528 +

(x —3)(x —5)

L’approximation de f(4.5) est donc:
f(4.5) = P,(4.5) = 1.2528 + 0.1783(4.5 — 3) — 0.0025(4.5 — 3)(4.5 - 5)
P,(4.5) = 1.5221.

E



Exercice 4 :

1. Calcul de 'approximation de v1.6

X; Xo=1 X, =2 x, =3

fx)=vilyo=1]|y, =1.4142 |y, = 1.7320

Le polyndme de Newton qui passe par ces 3 points est :

AZ
(x = x0) + 5y (8 = %) (x = 1)

Ay
1'ht

oUh=x; —xg=%x,—x; =1

Py(x) = yo +

Xo=1—» =1
0 Yo Z}Ayo =y, — yo = 0.4142

x1 = 2—> yl = 1414

X, =3"—" y,=1732

} A2y, = Ay, — Ay, = —0.0964
0} Ayl = Y,— Y1 = 0.3178

Donc:

0.4142 —0.0964
TEE AR TE

Py(x) =1+ 0.4142(x — 1) — 0.0482(x — 1)(x — 2)

P(x) =1+

(x—=D(x-2)

L’approximation de /1.6 est donc :
P,(1.6) =1+ 0.4142(1.6 — 1) — 0.0482(1.6 — 1)(1.6 — 2)
P,(1.6) = 1.2601.

2. L'erreur commise :
L’erreur commise en approximant v 1.6 par P,(1.6) est :

Eexacte = |f(1.6) — P,(1.6)| = [V1.6 — 1.2601| = 0.0048.




Exercice 5 (supplémentaire) :

X; Xo=—1|x;==05]x,=0]x3=05|x,=1

fx)=yi| Yo=1 | y1=05 |y, =0|y; =05y, =1

1. Polynome de Lagrange de la fonction f(x) passant par les points ci-dessus :

On a 5 point donc le degré du polynéme est n < 4.

V@) L) L@ L) L L
K=0LK(xK) K Lo(x0) ° Ly1(x1) ! Ly (x2) ? L3(x3) ’ Ly(xq) !

Py(x) =

Pour K =0

Lo() _ (= 20)(x — x5) (% — x3) (% — x4)

Lo(x0)  (xo — x1)(xg — x2) (X0 — x3) (g — X4)
B (x+05)x—-0)(x—-05)(x—1)
(-1+4+05)(-1-0)(-1-0.5)(-1-1)

=§(x +0.5)x(x — 0.5)(x — 1)

PourK =1:

Li(x) (x — x0) (x — x2) (x — x3) (x — x4)
Ly1(x1) B (1 — x0) (21 — x2) (31 — x3) (%1 — x4)
B x+1Dx—-0)(x—05)(x—-1)
~ (=0.5+1)(0.5 - 0)(=0.5 - 0.5)(=0.5 — 1)

_ —g(x + Dx(x = 05)(x - 1)

PourK = 2:

Ly(x)  (x—x)(x—x)(x—x3)(x—x4)  (x+1)(x+0.5)(x—05)(x—1)
La(x2) (2 = x0) (xp — x1)(xz = x3) (2 — %)~ (0 +1)(0+0.5)(0 — 0.5)(0 — 1)
=4(x+1)(x+05)(x—05)(x—-1)

PourK = 3:
Ls(x)  (x—x0)(x —x)(x — x5) (x — x4) (x+ D +05)(x—-0)(x—1)

La(xs) (3 — xg) (s — %) (s — x) (X3 — x3) (0.5 + 1)(0.5 + 0.5)(0.5 — 0)(0.5 — 1)
= —g(x +D(x+05)x(x—-1)

PourK = 4:

Ly(x)  (x—xp)(x—x)(x—x)(x—x3)  (x+1)(x+0.5)(x—0)(x—0.5)
La(xs) (s = x0) (ta = x) (ta — %) (xa —x3) (1 + 1)(1+0.5)(1 = 0)(1 - 0.5)

=§(x + 1)(x + 0.5)x(x — 0.5)




Donc:
P,(x) = §(x +0.5)x(x — 0.5)(x — 1)(1) —g(x + Dx(x — 0.5)(x — 1)(0.5) +
4Cx + 1) (x + 0.5)(x — 0.5)(x — 1)(0) == (x + 1 (x + 0.5)x(x — 1)(0.5)4= (x + 1) (x +
0.5)x(x — 0.5)(1)
7

4
P(x) = —§x4 +§x2.




