CHAPITRE 1
DEVELOPPEMENTS LIMITES

1.1 Notation de Londau

Définition 1.1.1 Soit zo € R et f, g deux fonctions définies au voisinage de xq. On dit que
f est négligeable devant g au voisinage de xy si lgg i =0.
T—T0

On note f << g (notation de Hardy) ou f =o(g) (notation de Londau)

Remarque 1.1.2 1. f=o0(1) = lim f = 0.
T—T0

2. fRg n’est pas une relation d’équivalence (car elle est transitive, mais ni réflexive ni
symétrique).

3. Sia< = 1*=o0(z").

Théoréme 1.1.3 Soit xo, A € R et f, geth trois fonctions définies au voisinage de xq alors :
1. f=o0(h)etg=o(h)= f+ g =o(h).
2. f=o0(h) = f.g =o(hg).
3. f est bornée et g tend vers l'infinie, alors f = o(g).
Définition 1.1.4 Les développements limités consistent grosso modo a trouver une approxi-
mation polynomiale a une fonction plus compliquée au voisinage d’un oint choisi. Ils ont de

nombreuse application dans d’autre sciences, mais aussi dans les mathématiques elles mémes
en particulier en analyse numérique.

Définition 1.1.5 On dit que [ : I — R, admet un développement limité (DL) d’ordre n au
voisinage de xo € 1 si seulement si il existe un polynome P € R [X], tel que

Veel: f(x) = Plx —xo) + o(x — )"
On appelle P(x — xy) est la partie réguliére du DL et o(x — xo)" est le reste d’ordre n.

Par exemple : au voisinage de 0

1
l1—=x

1
=1+z+a2>+2° + 23(

1—=x partie réguliere 1—2
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1.2 Formule de Taylor-Lagrange

Si f une fonction continue sur [a, b] et (n+1) fois dérivable sur |a, b alors il existe ¢ €]a, b]
tel que

/ 1" (n) (n+1)
F(b) = f(a)+ fl(!“) (b—a)+ f;f” (b-a)p+..+L n!(a) (b—a)" + fzn - 1(;) (b—a)™!
, fr (e
Le réel R, = m(b —a)""! s’appelle reste de Lagrange.

Remarque 1.2.1 (Formule de Taylor-Young). Si f une fonction définie et n fois dérivable
sur I =]xg — h,xo + h[. Si " (xg) existe, alors Yz € I on a

’ 1" (n) (n+1)
(LL' _ iL‘o)n+1
avec €(x) — 0 quand x — xy. Le réel R, = W(f(nﬂ)(xo) + €(x)) s’appelle

reste de Young.

Cas particulier. Si x = 0.
/ " (n) (n+1)
PO PO s SO0 S0 )

1! 2l nl (n+1)!

avec €(x) — 0 quand 1z — zg. Cette formule s’appelle la formule de Mac-Laurin

Exemple 1.2.2 On va écrire le DL a [l'ordre n de la fonction cos : x +— cosx au voisinage
de 0.

P 17 _ (3) . (4) o D .y .
cos'z = —sinz, cos"x = —cosz, cos"Wx = sinx, cos'"x = cosxz. De maniére gé-
nérale n = 4k, cos™ = cosxz. n =4k +1, cos™ = —sinz. n =4k +2, cos™ =
—cosxz. n=4k+3, cos™ =sinz. Donc

A g \ cos"™1(c) .,
2 4
Le DL a l'ordre 4 cosx:1—£+£,
21 4!
Remarque 1.2.3 — Si f admet un DL au voisinage de xq alors lim f(z) = a.
T—T(

— Si f nadmet pas une limite au point xo alors n‘admet pas un DL au voisinage de x.

Propriétés :
— Si f admet un DL au voisinage de xq alors ce développement est unique.
— Si f est une fonction paire(impaire) admet un DL au voisinage de x, alors la partie
réguliere ne contient que les puissance paires (resp. impaires).
En ettet : f admet un DL au voisinage de zg, f(7) = ag+a1x+asz?*+...+a, 2"+ R,
alors f(—x) = ag — a1z + asx® + ... + (=1)"a,2™ + R,

x Si f impaire : f(—z) = —f(x) = —ap — a1x — axx® — ... — a,x" — R,, alors
g =ay =a4 = ... =ag, =0, 2k <n.
* Si f paire f(—z) = f(z) alors a1 = a3 =a5 = ... = agy1 =0, 2k+1<n.
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1.3 Développement limité de certaines fonctions usuelles
a origine

La fonction définie par : f(x) = a®, a > 0. On a a® = e et la dérivée n-eme de f est
(a®)™ = (Ina)"e*™e. Donc le DL de cette fonction est donné par

Ina)? Ina)”
(Ina) 2?4 ..+ Mm” + 2"¢e(x)

a® =1+ (Ina)z + 5 o

Pour a=c¢
2 3 n
Tl a4 ot o 4 2"e(2)
‘ of Ty T

B L h(™)
+ ¢ <0)x + ¢ (0)x2 + ..+ Cro) <0)x" + z"e(x)
1! 2! n!
372 ZL’4 x2n

Ch(z) = Ch(0)

+ ¥ le(1)

SK (0 Sh"(0 Sh™ (0
Sh(z) = Sh(0) + 1'( )x+ 2'( )x2+...—|—n'()x”+x”e(9&)
- 22l -
Sh(ﬂ?)—.%—f—g‘f‘a—i—...—l-m—i-ﬂi 6(1‘)

"0 "0 (n) 0
cos(z) = cos(0) + COSU( >a: + COS2'< )x2 + ...+ COS'():U" + z"€e(x)
2 4 ey -
cos( ):1—54-]—1— +(—1) o) + 27" e(x)
. I B g -
sin(z) =z 5—1—5—1— +(—1) Gn 1) + 2" €e(x)
Lo l—z+a2> =2+ ..+ (=1)"2" + 2"€(x)
1+
2 3 4 n
ln(1+$):x—§+§—z+...+( D" ame(x)
Pour a € Ret x # —1
-1 —1)..(a— 1
(1+x)a:1+o¢x+a(a?')x2+...+a(a ) ('Oé n )x”—i-x”e(x)
! n!

1
Pour oo = —
2

11 1 1.1.3.5...(2n — 3)
Vitez=1+-0— -2+ =23+ .. +(-1)"!
+x +2:)3 @ +16$ + ...+ (=1 S|

1
+x

" + 2"e(x)

Pour o« = —1 on retombe sur le DL

1
1—=z
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1.4 Opération sur les développements limités
1.4.1 La somme
Soient f et g deux fonctions admettent deux DL d’ordre n au voisinage de 0.
f(z) = ap + a1w + agx® + ... + a 2™ + 2" (2)

et
f(x) = by + bz + box? 4+ ...+ byx"™ + ey (1)

tels que ilil’(l) e1(z) =0, 91311}% éa(z) = 0 Alors
(f+9)(z) = f(x)+9(z) = (ap+arx+az®+...4+ap,2™)+(bo+b1w+box? +...+bpz™)+2" (61 (7) +€a())
Donc

(f +9)(x) = (ap + bo) + (a1 + b))z + (az + by)x® + ... + (@, + by)x"™ + 2" (e1(x) + e2(x))

et liiré(el(x) +e(x)) =0
Par exemple : Si f(z) = e” et g(x) = e~ " alors

permaral pot gy a T () 2k <
e +e = 2+ r*e(z n
ST (25! =
D’ou 3 9 4 2k
i:1+£+£+,,,+ v + 2%e(z) = Ch(z) 2k <n

2 21 "l (2k)!

1.4.2 Le produit
Sous les mémes conditions ci-dessus, on a
(f-9)(x) = fz).9(x) = (A(z) + 2" () + (B(z) + 2"€x(x))
ot A(z) = ag + a1z + asx® + ... + apa™ et B(x) = by + bix + boz® + ... + b,2™ Alors
(f.9)(z) = A(z).B(z) + 2”61 (2).B(z) + 2 ex(2). B(x) + 221 (z).€2(2)

Donc le DL de f.g au voisinage de 0 est le produit des parties régulieres des deux fonctions.
Par exemple : Soit la fonction H(z) = e*.sin(z). On cherche le DL a l'ordre 6 au
voisinage de zéro.

o 22 23 -
H(z) =€".sin(z) = (1+x+§+ a3l + ... (T — a1 —1—5—#...)
P R R
H(z) = 2y 4+ 4R
() =wtatt g g gl
In(1
Ezxercice : Méme question pour la fonction définie par : f(x) = ni;—x) au voisinage
x

de zéro.
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1.4.3 La division

Sous les mémes conditions ci-dessus telles que by # 0, on fait la division euclidienne
suivant les puissances croissantes jusqu’'au 1’ordre n. :

A(z) = B(1).Q(z) + 2" R(x), avec deg(Q) < n.
S

Alors que @ est la partie polynomiale du DL a l'ordre n de =

9
2 3
W. On pose A(z) =24z + 2% et B(x) =
T

1+ 22, alors Q(z) = 2 +z — 222, R(z) = 1+ 2z par conséquent
Ax) = (1+2%)(24 2 — 22%) + 2°(1 4 22)

Par exemple : Le DL a l'ordre 2 de

Exemple 1.4.1 Le DL a l'ordre 5 de la fonction th : x w— th(x)

F DL () (L4 I
T+ — + — + 2°€(x 3 5 2°(— +—
th(z) = sh(z) _ 77 31 " 5l _ T2 T 80 180

ch(x) ) et 3 15 ) 2 7t

1.4.4 Composition

Proposition 1.4.2 Si g(0) = 0, la fonction f o g admet au voisinage de 0 un DL d’ordre n
en ne prenant que les termes de degré inférieur ou égal a n. du polynome A(B(x)).

Par exemple Le DL d’ordre 2 au voisinage de 0 de la fonction x + "%, On a

2
sinz =z + 2%(z) ete” = 1+$+%+62(I)

2

Il en résult e™% =1+ x + % + €(z) avec lin% e(xr) =0.
T—r

1.4.5 DL des fonctions en un point quelconque

La fonction f admet un DL au voisinage d'un point xy si et seulement si la fonction
t — f(t+z0). admet un DL au voisinage de 0. Souvent on rameéne donc le probléeme en 0 en
faisant le changement de variables t = z — z.

Par exemple DL de f(z) =e€” en 1. On pose t = x — 1. Si x est proche de 1 alors t est
proche de 0. Nous allons nous ramener & un DL de €’ on 0.

2 43 4
el = 1+t+j+§+...+a+x"e(t)
e —e(lt(m—1)+ " ;!1)2 e ;!1)3 P w fatele 1)), lme(w—1) = 0.
Exercice :
1. Calculer le DL en 0 de x — chx par la formule de Taylor-Young. Retrouver ce DL en
utilisant que chx = ex+26x

2. Ferire le DL en 0 & lordre 3 de &1 + z.

a l'aide de 'unicité des DL de la somme d’une

1
3. Justifier 'expression du DL de ]

suite géométrique.
0. Responsable de module : M. TOUAHRIA

5



1.4.6 Développement limité en +oo

Soit f une fonction définie sur un intervalle I =]z, +oo[. On dit que f admet un DL en
+o00 l'ordre n §’il existe des réels ag, ay, ..., a, tels que

a a a, 1 1
f@)=ao+—+ =+ ..+ —+ —e(=),
r ™ "

ol IEIJPOOE(;) =0

1
Exemple 1.4.3 Soit la fonction définie par : f : x — In(2 + —)
x

1 1 1 1 1 1
=n2+n(l+—)=n2+—— —+ —— + ... —e(—
/(@) n2+In(l+ Qx) ne 2x  8x2 + 2413 Tt n2ngn * .CE”E(:E)

Cela nous permet d’avoir une idée assez précise du comportement de f au voisinage de 40c0.
Lorsque x — +00 alors x — In2. Et le second terme est +—x donc est positif, cela signifie

que la fonction f(x) tend vers In2 tout en restant au-dessus de In 2.

y=1n(2)

Remarque 1.4.4 1. Un DL en +oo s’appelle aussi un développement asymptotique.
2. dire que la fonction x — f(x) admet un DL en +o0o da l'ordre n est équivalent d
T f(i) admet un DL en 07 a lordre n.
3. On peut définir de méme ce qu’est un DL en —oo

1.5 Applications

1. Les DL sont tres efficaces pour calculer des limites ayant des formes indéterminées !
11 suffit juste de remarquer que si

f(z) = ag + a1(z — x0) + as(z — 20)* + ... alors xli—>1?0 f(x) = ap.

Exemple :

1
In(1+ ) — tanz + ~sin’x
lim 2
)
20 3x?sin” x
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On. En 0

1 2 3 4 3
flz)=In(l4+z)—tanz + = sin® x = (x — T + r_r +;E46(3:)) —(z— T +x4e(x))
2 2 3 4 3
1 3
—|—§(JJ — % + z'e(x))?
et
g(x) = 32%sin® v = 322 (z + we(2))? = 32 + 2¢(2)
Ainsi
fla)  —5at+ ate(x)
glx) 3zt 4 ate(z)
Donc
z—0 g(q;) 36

Note : en calculant le DL a un ordre inférieur (2 par exemple), on n’aurait pas pu
flz)  2e(z)
g(z)  22%(z)
De fagon générale, on calcule les DL a l'ordre le plus bas possible, et si cela ne suffit
pas, on augmente progressivement ’ordre (donc la précision de 'approximation).

conclure, car on aurait obtenu , ce qui ne leve pas 'indétermination.

2. Supposons une fonction f : I — R admettant une DL en zq : alors
f(z) = ag + a1 (x — x0) + ap(x — 20)F + (2 — z0)¥e(2)

ou k est le plus petit entier supérieur ou égale a 2 tel que le coefficient a; soit non
nul. Alors I’équation de la tangente a la courbe de f en xy est y = ag + a1(x — xp)
et la position de la courbe par rapport a la tangente pour x proche de xy est donnée
par le signe f(z) — y c’est-a-dire le signe de a(z — x0)*.

Exemple :

Soit la fonction définie par : f(z) = 2* — 223 + 1.

— Déterminons la tangente en 5 du graphe de f et précisons la position du graphe

par rapport a la tangente.

1
Onaf”(g):—S#Oetk:2

1
On en déduit le DL de f en 5 par la formule de Taylor-Young

e e Yy e e Ly
f@) = G+ G = ) + G = 5+ (o = 5)elx)
1 13 1
Donc le tangente en 5 est y = T (x — 5) et le graphe de f est en dessous de

1
la tangente car f(z) —y = (—5 +e(x))(x — 5)2 est négatif autour de z = 5

— Déterminons les points d’inflexion.
Les points d’inflexion sont & chercher parmi les solutions de f”(x) = 0. Donc parmi
r=0etx=1.
*Le DL en 0 : est f(x) =1 — 223+ 2 (il s’agit juste d’écrire les mondmes par
degrés croissants!). L’équation de la tangente au point d’abscisse 0 est donc y = 1
(une tangente horizontale). Comme —3z? change de signe en 0 alors 0 est un point,
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d’inflexion de f.

*LeDLenz=1:est f(z)=—2(x — 1)+ 2(z — 1)3 + (x — 1)*. L’équation de la
tangente au point d’abscisse 1 est donc y = —2(x — 1). Comme 2(z — 1)* change
de signe en 1, 1 est aussi un point d’inflexion de f .
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Exercice 01 :
Calculer les DL d’ordre 4 au voisinage de de xq = 0 des fonctions suivantes :

1.

f1<I> :ln(1+x), f2(x) :exa f3(x) =cosz, f4(ZL’) :SiIl.I, fS(x) = tanwz,

1+2 Folz) = 1

24+’ COS T

fo(@) =2+ +2° + 22+ +1, fi(x)
2. Déduire les DL d’ordre 4 au voisinage de xq = 0 des fonctions suivantes :

In(1
gi(x) =cosz +sinz, go(x)=¢€".tanz, g3(z)= M, ga(x) = €%
T

gs5(x) = sin(In(1 + 1)), gs(z) = /cosz

Exercice 02 :
En utilisant les DL calculer les limies suivantes :

. sinz . 1l—cosx . sin(cos(x)—1)
lim ,  lim ————,  lim ,
z—=0 7—0 x2 z—0 x
. l—xsinz —cosx _ .z sinx
lim ) lim [sin - ]

20 (e —1)? l1—-2 1-—sinx
Exercice 03 :
En utilisant la division euclidienne calculer les DL d’ordre 3 au voisinage de xy = 0 des

fonctions suivantes : In(1 )
n(l+x« e*
=——F,  folz)

cosr 1+ — 22

fi()

Exercice 04 :
Calculer les DL d’ordre 3 au voisinage de de o = 0 des fonctions suivantes :

fi(z) = Sh(z), fo(z) =arcsinz, fy(x) =th(z), fi(xr)= e

Exercice 05 : Calculer les développements limités suivants :

1
1) —alordre 3 en 2, 2)Inzal’ordre 3 en 2
T

3) cosx a l'ordre 3 eng, 4) v/z A Tordre 3 en 2

Exercice 06 :
Calculer les limites

In(1 z b=

W E2)y g, (@

T—+00 2

1i
x—lgloo ln(x)

)CC
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