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DEFINITIONS

Soit  une fonction définie sur l'intervalle /, et xg € /.
f est dite dérivable en xq ssi il existe un nombre réel noté '(xp) tel que :

i 00— ()

X—rX0 X — Xo

= f'(x0)
f est dite dérivable sur / ssi f est dérivable en tout point de /. La fonction
f'ol =R, xg — f'(x0)

est alors la dérivée de f sur /.
Sous réserve d'existence, on définit la dérivée seconde de f : " = (f')’.
De facon générale, on définit, sous réserve d’existence, la dérivée n-eme de
f par:

FO = £ £(n = (F(=1Y 5i pe N*
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DEFINITIONS

Soit n € N. f est de dite de classe C" sur /, ssi f est au moins n fois
dérivable sur /, la dérivée n-eme £(n) &tant continue sur /.

f est dite de classe C® sur [ ssi f est indéfiniment dérivable sur /.
Pour n € NU {oo}, C"(I) désigne I'ensemble des fonctions de classe C”
(ou : C") sur /. En particulier, C%(/) est I'ensemble des fonctions
continues sur /.

On définit aussi la dérivée a droite en xp :

fi(x0) = xl_i>r20+ f();)_ );()XO)

sous réserve de limite finie. Définition analogue pour la dérivée a gauche.

QUELQUES PROPRIETES

o f dérivable en xp €]a, b[< f dérivable a gauche et a droite en xp, et
fo' (x0) = f5'(x0).

o f dérivable sur [a, b] < f dérivable sur |a, b[, dérivable a droite en a,
dérivable a gauche en b.
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DEFINITIONS

QUELQUES PROPRIETES

o f est dérivable en x ssi f(xo + h) = f(xo) + f'(x0)h + he(h) , avec
limg h = 0 (développement limité d'ordre 1 de f en xp).

@ Si f est dérivable en xp, alors f est continue en xp. Si f est C! sur /,
alors f est dérivable sur /. Les réciproques sont fausses.
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DERIVEE PREMIERE

a) Dérivées des fonctions usuelles

fonction dérivée commentaire

X+ b x—0 sur R

X = x" x — nx"1 sur Rsine N*,R*si ne Z~

X = x" x — rx"1 | sur R,R* R*t suivant la valeur de r € R
x > In|x] x> 1 sur R*

X — e X — e sur R

b) Somme, produit, quotient : soit u et v dérivables sur /,a € R. Alors
u+ v, au, uv sont dérivables sur /, et

(u+v) =u +V;(au) =ad;(uw) = v+ u/

Si de plus v ne s'annule pas sur /, alors % et o sont dérivables sur /, et

/

(1)’ v_(u)’ uv—vu
v/, v \v/ vz o
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DERIVEE PREMIERE

c) Composée : soit u dérivable sur | et f dérivable sur u(/). Alors la
composée x — f(u(x)) est dérivable sur /, de dérivée

x = U (x)f(u(x)).

d) Réciproque : si f est dérivable et f’ ne s'annule pas sur l'intervalle /,
alors f est une bijection dont la réciproque est dérivable sur I'intervalle
J=f(l), et on a, pour tout y € J:

_1v 1
(f 1)(}/):W'
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DERIVEE SECONDE

Soit f une fonction dérivable sur l'intervalle /,xg € I.

On dit que f est convexe sur [ ssi la courbe Cr est au-dessus de ses
tangentes en tout point de /.

On dit que f est concave ssi la courbe Cr est en-dessous de ses tangentes
en tout point de /.

Le point Mo(xo, f(x0)) est un point d'inflexion de la courbe C ssi la
tangente a Cr au point d'abscisse xg traverse Cr.

La tangente a Cr au point d’'abscisse x ayant pour équation

y = f(x) + f'(x)(t — x),
f est convexe sur [ ssi, quels que soient x, t dans [ :

f(t) > f(x)+ ' (x)(t — x).
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DERIVEE SECONDE

Pour f de classe C2 sur I'intervalle I:
f convexe < f” > 0.

f concave & f"” < 0.

Si f” s’annule en changeant de signe en xp, alors le point My(xp, f(xp)) est
un point d'inflexion pour Cr.
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FONCTIONS DE DEUX VARIABLES

Soit Mo = (x0, o) et M = (x, y) deux points de R?. La distance
euclidienne d(Mp, M) est définie par

d(Mo, M) = \/(X —x0)? + (¥ — y0)?
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PROBLEME DE L'OPTIMISATION

Soit D une partie de R2, et soit f une fonction de D dans R. On cherche
a déterminer les extrema locaux, ou relatifs, de f sur D, c'est-a-dire les
valeurs f(Mp) de f telles que :

Ja>0,[MeD et d(My,M)<a= f(My) > f(M)]
(maximum local), ou
Ja>0,[MeD et d(My,M)<a= f(My)<f(M)]

(minimum local).

Si I'inégalité a lieu pour tout (x,y) € D, on parle d’extremum, de
maximum, de minimum global, ou absolu. Pour I'aide a la mémorisation,
les résultats pour les fonctions d'une variable sont :
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PROBLEME DE L'OPTIMISATION

e Si f est continue sur l'intervalle fermé borné [a; b], alors f admet un
minimum et un maximum (globaux).

o Si f est de classe C! sur I'intervalle ouvert /, et si f(xp) est un
extremum local, alors f'(xp) = 0.

o Si f est de classe C? sur I'intervalle ouvert /, si f'(xp) = 0 et si
f"(x0) > 0 (resp. f”(xp) < 0), alors f(xp) est un minimum local
(resp. un maximum local). (Attention au sens des inégalités.)
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DERIVEES PARTIELLES

DERIVEES PARTIELLES D’ORDRE 1
Par définition, sous réserve de limite finie :

of  fooy) = F,
a_(Xano) = lim (x,50) = f(x0, ¥0)
X X—>X0 X — Xp
f o o) £
g_(XO7}/0) = lim (XO,_)/) (XOJ/O)
.y Y—Y0 y —}/0

. . / /
On note aussi, respectivement : £, (xo, y0), f, (x0, ¥0)-

. ’ s/ sz 7
Pratiquement, pour calculer £, (x, y), on calcule la dérivée de f considérée
comme une fonction de x, la variable y étant considérée comme une

™ /
constante, et de méme pour f,(x,y) :
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