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Préface

La théorie des langages est une discipline qui se situe entre les mathématiques, la linguistique
et I’informatique et s’intéresse a 1’étude des concepts, outils et techniques permettant de
formaliser les langages afin que I’on puisse par la suite traduire ces formalismes mathématiques
en programmes informatiques pour, au final, automatiser ces langages, on parle alors du
Traitement Automatique des Langages (TAL). Ainsi, le TAL consiste essentiellement a fournir
des outils logiciels permettant d’analyser, de générer et de reconnaitre les mots du langage a
automatiser. Tous types de langages sont ainsi visés par cette approche, a 1’égard :

e des langages naturels ou humains (tels que I’arabe, I’anglais, ..) comme MS Word ou

OpenOffice ;
¢ des langages de programmation tels que les compilateurs et interpréteurs comme java, C,

pascal, python, ... ;

e des langages de description tels que latex et html ;

e des langages de modélisation tels qu’UML ;

¢ des langages de commandes tels que le Shell Unix ;

e des langages de requétes tels que SQL ;

e des protocoles de communication tels que HTTP, TCP, ... ;

Formellement, comme en linguistique, tout langage posséde son propre alphabet, c’est
I’ensemble des symboles (ou lettres, briques de base) constituant les éléments du langage. Un
langage est généralement défini par I’ensemble de ses éléments, ainsi, le C est I’ensemble de
programmes C, le francais est I’ensemble des textes francais. Un langage est bien souvent un
ensemble infini a ’opposé de son alphabet. C’est la raison triviale pour laquelle on a recours
au TAL, puisque on ne peut, dans la plupart des cas, dresser une liste exhaustive de tous les
¢léments d’un langage.

Ce cours est destiné aux étudiants de 2°™ année licence informatique afin de leurs permettre :
e de bien comprendre les langages déja étudiés ;

e de faciliter ’apprentissage de nouveaux langages ;

e de s’adapter aux outils de TAL utilisés dans leurs quotidien ;

e de s’initier au TAL ;

e d’assimiler le fonctionnement des compilateurs et interpréteurs ;

e d’acquérir des compétences de formalisation, de conception et d’implémentation d’outils de

TAL.

o de renforcer leurs compétences d’élaborer des algorithmes et implémenter des programmes.
Ce cours est composeé de six chapitres :

e Le premier chapitre expose les notions fondamentales de la THL ainsi que sa terminologie.
e Le deuxiéme chapitre est consacré aux grammaires formelles.

e Vu leur importance dans 1’¢tude des langages de programmation, les grammaires algébriques

sont abordées en détail au chapitre 4.




e Le quatrieme chapitre est dédié au type le plus restreint de langages, en I’occurrence les
langages réguliers, vu leur importance dans plusieurs situations.

e Les chapitres 5 et 6 sont consacrés aux automates suivant la hiérarchie de complexite.

Pour bien digérer le cours, chaque chapitre est suivi d’une série d’exercices et une séance de

travaux pratiques.
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1. Définitions & terminologie

1.1. Lettre ou symbole = entité élémentaire (atomique, brique de base) constituant les mots
d’un langage.

& Exemples:a,b,0,1,if,x1,x23,while, >, =,(,#,{ ...
Une lettre dans un jeu d’échecs est un coup comme (f1)-(e3).

& Attention

Une lettre = un caractére au sens informatique ;

Une lettre = une lettre au sens linguistique ;

Une lettre = un caractére ou une suite de caractéres, selon le contexte.

1.2.  Alphabet = ensemble de toutes les lettres d’un langage.

& Exemples

Alphabet des variables du langage C = {a,b,..,z, A,B, ... ,Z,0,1,...,9, ,$}.

Alphabet des expressions arithmétiques en C = {+,-,*,/,%} U alphabet des constantes
arithmétiques U alphabet des variables arithmétiques. (U = union).

Alphabet de la langue frangaise = {a,b,..,z, AB, ... ,Z,é¢,¢,a,1,0,1,...,9,.,;,:,, 1, 7}

& Attention
Alphabet de la langue frangaise au sens linguistique = {a,..,z} qui est loin de 1’alphabet du
"langage formel francais", qui est I’ensemble de tous les caracteres dont on a besoin pour
formaliser, concevoir puis implémenter des outils d’analyse, de correction et de génération des
textes en francais.

1.3. Mot = une suite de lettres de I’alphabet.
&5 Exemples : university ; aabbbab ; 01000001 ; 01001000 ; if(x1==0) x=x23+1; .
Mot vide = un mot qui ne contient aucune lettre, noté .

& Remarques

¢ Dans un langage de programmation, un mot peut désigner une constante, une variable, une
instruction ou le programme tout entier.

¢ Dans un langage naturel : un mot peut désigner un mot au sens linguistique, une phrase, un
paragraphe ou encore tout un texte.

e Dans un jeu d’échecs, un mot peut étre un coup, une série de coups ou toute une partie.

1.4. Parties d’un mot (préfixe, suffixe, facteur, quotient)




Soient u,v, w, a des mots définis sur un alphabet A.

e Siu=av alors a est dit préfixe de u, de plus, si o # u et aze alors o est dit préfixe propre
de u.

Si u=v a alors a est dit suffixe de u, de plus, si o # u et a=¢ alors o est dit suffixe propre
de u.

Si u= vaw alors a est dit facteur de u.

Si u= av alors a est dit quotient gauche de u par v et noté uv-1.

Siu=v a alors a est dit quotient droit de u par v et noté v-1u.

&5 Exemples

Si u=abbc alors

Les préfixes de u sont ¢,a,ab,abb et u. ses préfixes propres sont a,ab,abb.

Les suffixes de u sont g,c,bc,bbc et u. ses suffixes propres sont c,bc,bbc.

En C, les trois formes de I’instruction if : if simple , if avec else et if avec else et elseif ont
le méme préfixe.

dans le moteur de recherche Google, quand vous tapez une chaine, Google vous propose
des phrases ayant votre chaine comme préfixe.

Dans le shell Unix, la commande Is thlI* vous fournit la liste des fichiers et dossiers dont le
préfixe de leurs noms est thl.

Avec votre smartphone, composer les chiffres 0772, Android vous proposera les contacts
dont les numéros ayant 0772 comme préfixe.

En recherchant un contact, si vous tapez abd, on vous proposera les contacts dont les noms
ayant abd comme facteur.

Dans le moteur de recherche Google, quand vous tapez le mot "university", ce dernier vous
propose les requétes dont le préfixe est "university" comme "university of M sila".

1.5. Operations sur les mots
1.5.1. Miroir (ou transposée) d’un mot u est le mot noté & obtenu par inversion de 1’ordre des
lettres de u.

&5 Exemples

e Si u=abbc alors u = cbba

e Siu="x+=y"alorsu ="y=+x"

e Siu="radar " alors &= u (mot palindrome).

1.5.2. Longueur d’un mot u, notée |u| est le nombre de lettres de u.
Convention :

& Exemples
| abbc |=4
[if(x1==0) x=x23+1 ;|= 17 si I’alphabet est {i,f,(,), ;,X,=,1,2,3,+}
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[if(x1==0) x=x23+1 ;|= 12 si I’alphabet est {if,(,), ;,X, X23, =,1,+}

La longueur d’un mot u par rapport a la lettre a, notée [ula est le nombre d’occurrences de a
dans u.

& Exemples
| abbc [p=2 : | abbc [a=1 ; | abbc [¢=0; |if(x1==0) x=x23+1 ;|-= 3.

1.5.3. Concaténation

La concaténation de deux mots u et v, dans cet ordre, est le mot noté u.v ou uv tout court,
obtenu par juxtapositions des lettres de v aprés celles de u.

Remarque : uv est également appelé produit de u et y dans cet ordre.

& Exemples
e Siu="University" et v="of M’sila" alors uv = "University of M’sila"
e Siu="x++";etv="x=2";"alors uv="x++;x=2;"

Propriétés de la concaténation
[ JLa concaténation est associative : [Vu ;v ;w (uv)w=u(vw)|
e En général, elle n’est pas commutative.

e ¢ en est’élément neutre : VU ug=cu=u

o Morphisme : [uv|=|u[+]v| et [uv]a=|ula+|v]4

1.5.4. Puissance et fermeture transitive d’un mot

La puissance d’un mot u est un mot noté u" défini comme suit : ;

Si u est un mot et n un entier strictement positif alors |u"=u""u=u u"" |;

Et par convention : | u’= ¢ et u'= u|

La fermeture transitive d’un mot u est un mot noté u* tel que : | u*= u’ou u' ou U? ou...
&  Remarque : ||u"|=n|u]

1.6. Puissance et Fermeture transitive d’un alphabet

Soit A un alphabet.

L’ensemble des mots de longueur 2 sur A est noté AZ.

L’ensemble des mots de longueur 3 sur A est noté A%,

L’ensemble des mots de longueur N sur A est noté A".

Et par convention : W: {c} et Al= Al

La fermeture transitive (ou itération de Kleene) de A est I’ensemble de mots sur A noté A*
défini par : [A*= AU ATU A’U... = UL 4]

Et particulier A*= AlU A?U... = U? 4]
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=  Remarques
e A* est I’ensemble de tous les mots sur A.

¢ =AU

1.7. Langage formel
Un langage défini sur un alphabet A est un ensemble de mots sur A.
lUn langage formel sur A est une partie de A* |

& Exemples

e Sur I’alphabet A= {a,b}, on peut définir les langages suivants :
L1 : langage de mots commengant par a ;

L2 : langage de mots contenant autant de a que de b ;

L3 : langage de mots de longueur paire ;

L4 : langage des mots palindromes ;

e Langage des programmes C contenant if ;

e Langage des noms de variablesen C ;

e Langage des expressions arithmétiques en C ;
e Langage des nombres réelsen C ;

e Langage des adresses IP4 ;

e Langage des adresses http ;

e Langage des adresses mail ;

2. Operations sur les langages
Operateurs binaires
2.1. Somme de deux langages
Soient A un alphabet, L1 et L2 deux langages sur A.

L1+L2=L1U L2 ={ueA*/uelLlouuel2}

2.2. Produit (ou concaténation) de deux langages
Soient A un alphabet, L1 et L2 deux langages sur A.[L1.L.2 = L1 L2 = {uveA*/ uell ef

2.3. Quotients de deux langages
Soient A un alphabet, L1 et L2 deux langages sur A.

Le quotient gauche de L1 par L2 : .22 L1 = {v'ueA*/uelletvel 2}]
Le quotient droit de L1 par L2 7. L1. L2! ={uv'eA*/uelletvel 2}

Operateurs unaires
2.4. Puissance et fermeture transitive d’un langage
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Soient A un alphabet et L un langage sur A. L2 = L.L = {uve A*/ ucl et vel}
Si n est un entier strictement positif : |L" = L"*.L = L.L"

Et par convention : |L°= {¢} et L!= |

La fermeture transitive (ou itération de Kleene) de L est L* défini par :

L*= L°UL'UL2U...=UQLi= Y21

Et particulier|L'= L'U L?U... = U® Ll = Y []

& Remarque :

Attention : il ne faut pas confondre entre le langage vide &, qui ne contient aucun mot, et le
langage {€} qui contient un seul mot qui est le mot vide «.

2.5.Miroir d’un langage

Soient A un alphabet, L un langage sur A.

Le miroirde L : L = {ueA*/ uel}

Le quotient droit de L1 par L2 3 L1. L2 ={uv'eA* uelletvel 2}

& Exemples

Soient deux langages L1 et L2 définis Sur I’alphabet A= {a,b,c} comme suit :

L1 ={a, ab, bb}; L2 = {ab, ac}

L1+L2 = {a, ab, bb, ac}

L1.L2 = {aab, aac, abab , abac , bbab , bbac}

L22 = {abab, abac, acab , acac }

L23 = L2. L2%= {ababab, ababac, abacab , abacac , acabab, acabac, acacab , acacac }
L2* = {(ab+ac)*}

& Remarques

Sachant qu’un langage est un ensemble, donc, toutes les opérations ensemblistes, comme par
exemple I’intersection, le complément, ... ainsi que leurs propriétés, restent, bien
évidemment, valables pour les langages.

3. Outils de description de langages

Un langage peut étre décrit par :

e La liste exhaustive de ses mots, s’il est fini, comme :
Langage des mots clés du langage C = {include , if , while , do , scanf,...} ;

e Une expression verbale, comme : "langage de mots qui commencent par a" ;

e Une expression formelle, comme : L = {ue A*/ |ula=|u|b} ;

e Une grammaire, un ensemble de régles permettant d’analyser et de générer les mots du
langage (voir chapitre 2), de la forme : phrase — Gs Gv ou Affectation — Variable =
Expression ; en y spécifiant le vocabulaire et le symbole initial.
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e Une expression réguliére si le langage est régulier. Une expression réguliere est une
expression définie par des lettres et les opérateurs . ,+ , *. (voir chapitre 3). Comme :
a(b+c)*ad

e Un automate, une machine abstraite, permettant de reconnaitre (accepter ou rejeter) les
mots du langage. Un automate consiste en un ruban d’entrée, qui contient le mot a
reconnaitre, une téte de lecture pour lire le mot, une unité centrale pour traiter le mot, et
éventuellement une mémoire. (voir chapitres 4,5,6) schématisé comme suit (fig. 1.1.).

Ruban | |

_ Mémoire
Unité centrale

Fig. 1.1. Schéma logique d’un automate.

Le ruban contient le mot a reconnaitre, la téte de lecture sert a balayer et lire le mot de gauche
a droite, la mémoire est utilisée pour stocker momentanément certains symboles et 1’unité
centrale consiste en une fonction de transition d’états. En partant d’un état initial, la fonction
de transition change 1’état de 1’automate selon 1’état actuel, le contenu de la mémoire et le
symbole lu. L’automate devrait fournir une réponse si le mot est accepté ou rejeté.
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Série d’exercices |

Exercice 1
Proposer un alphabet pour chacun des langages suivants :
1. Langage des nombres binaires ;
Langage des nombres romains ;
Langage des identificateurs en C ;
Langage des nombres réelsen C ;
Langage d'une calculatrice simple ;
Langage des services d'un opérateur téléphonique mobile.
Langage des chaines d'ADN
Langage de notation de graphes dont les sommets sont des entiers.
Transcription phonétique des sons du francais.

©OoN kDN

Exercice 2

On considere 1’alphabet X = {a,b, c}. On rappelle que |w| représente la longueur du mot w.
Soit deux mots w = ababc et q = caba.

1. Calculez wP, w! et w? , wa?w

3. Calculez |Wlab, [(ab)?| et |(ab)*|aba

4. Donnez les preéfixes, les préfixes propres, les suffixes et les suffixes propres de q

5. Donnez le miroir du mot wq.

Exercice 3

Soit I’alphabet | = {a; b}.

1. Etant donnés les mots u = aa et v = bba, écrire les mots uv, (uv)? et u3v.
2. Donner la transposée de u et v. que peut on conclure?
3. Quel est le quotient gauche de v par b?

4. Enoncer tous les mots de longueur 2 définis sur ).

5. Soient les ensembles :

Ll={uv/ued+,vedt+},;

L2={uv/ueX* veY+};

L3={uv/ued* ved*}

A quoi correspondent ces ensembles ?

Exercice 4

On considere les ensembles de mots E; et E> définis sur I’alphabet A = {0; 1; 2} comme suit :
- E1 est I’ensemble des mots de longueur paire,

- E2 est I’ensemble des mots comportant autant de 0 que de 1 et autant de 1 que de 2.

Définir de facon plus formelle ces deux ensembles et déterminer pour chacun d’eux si la
concaténation est une loi interne et si le mot vide en est un élément.

Exercice 5

15


https://fr.wikipedia.org/wiki/Transcription_phon%C3%A9tique
https://fr.wikipedia.org/wiki/Son_(physique)

Sur I’alphabet A = {0, 1}, on considére les langages L1 et L définis par
L1 = {01"/n e N} L, = {0"1/n € N}, Définir les langages L1 L2, L1 N Ly et L42.

Exercice 6

Sur I’alphabet A = {a, b}, on considére le langage L1 des mots formés de n fois la lettre a suivi
de n fois la lettre b, et le langage L> des mots comportant autant de a que de b.

- Définir formellement ces deux langages.

- Que sont les langages suivants : L1 U L2, L1 N Lz, Li?, L2 ?

- Que peut-on dire de L1" et L2" par rapporta Ly et L ?

Exercice 7

Soient A un alphabet et L, L1, Lo, L3 et L4 cing langages sur A. Montrer que :
1. siLiclyetLscLsalorsLilscLalg

si Lic Ly alors Ly cLo*

Ly =L"

L*=LL"=L*L

LL"+e=L*

S A

Exercice 8
Soient A un alphabet et L, L1, L2, L3 quatre langages sur A. Parmi les propriétés suivantes,
Lesquelles sont vraies ?

l. L+@=0+L=L
Li+Lo=Lo+1Ls
(L1 +L2)+Ls=L1+ (L2 +Ls)
Li.Lo=LoLs
L+A*=A*+L=A*
(L1.L2).Ls=Li.(L2.L3)
{e}L=L{e}=L
L=L =0
Li.(Lo+L3)=Li.Lo+LiL

© oo Nk wd

Exercice 9

Soit A = {a, b} un alphabet. Ecrire les expressions rationnelles (réguliéres) qui dénotent les
langages suivants :

+ L1 = I'ensemble des mots de A" se terminant par a

+ L, = I'ensemble des mots de A" contenant au moins un a

+ L3 = I'ensemble des mots de A" contenant au plus un b

» Ls = I'ensemble des mots de A" contenant un nombre pair de a

» Ls = I'ensemble des mots de A" contenant autant de a que de b

Avez-vous rencontré une difficulté pour décrire I'un de ces langages ? Qu'en conclure ?

Exercice 10
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Montrer que les relations “étre-préfixe-de”, “étre-suffixe-de” et “étre-facteur-de” sont des
relations d’ordre partiel sur A*.

Exercice 11
Soient les langages L1 = {cab, ba} et L2 = {aa, ba, €} sur I'alphabet £ = {a, b, c},. Décrire
chacun des langages suivants L1 N L2, L1 U L2, L1\L2, L2\L1, L1-L2, L2-L1,

L12, L2? L2*, L2", X*.

Exercice 12
Soit I’alphabet £ = {a, b} et soient les langages :
L1={a"bP:n,pe N}
L2={a"b":ne N}
L3={a":neN}=a*
L4={b":n e N}=Db*
1 - Donner des mots de chacun des langages. 2 - Déterminer I’intersection L1 N L2.
3 - Déterminer les mots de L1 qui ne sont pas dans L3 puis ceux de L2 qui ne sont pas dans
L4 (en d’autres termes, déterminer L1\ L3 et L2\ L4).
4 - Pourquoi peut-on écrire que L1 =L3 - L4, c’est-"a-dire que {a"bP : n, p € N} = a*b* ?
Peut-on aussi écrire que L2 est égal aussi a a*b* ?
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Travaux pratigues |

Sous I’EDI DEV C++, créer un espace de travail que I’on appelle TPTHL et dans ce dossier
créer un dossier que 1’on appelle TP1. Créer un nouveau projet console et introduire le code
ci-dessous, puis le compiler.

1) Considérons un langage défini sur 1’alphabet A= {a,b}.
a) Exécuter le programme ci-dessous en introduisant comme input chacun des
mots suivants : aaaba ; bbba ; a

#include <stdio.h>
#include <string.h>
#include <stdlib.h>

int main ()
{
char mot[100];
printf ("Entrer un mot : ");
gets (mot);
printf ("Le résultat est %u \n",strlen(mot));
system("PAUSE");

}

b) Exécuter ce code avec des mots de votre choix.

c) Que fait ce programme ? (modifier alors I’instruction printf affichant le
résultat).

d) Modifier ce code afin qu’il fournisse le nombre de b dans les mots précédents.
Essayer d’autres mots.

e) Soit un L1 le langage défini sur I’alphabet A des mots qui commencent et se
terminent par a.
Ecrire un programme C qui teste si un mot appartient a L1.

f) Méme question pour le langage L2 des mots contenant autant de a que de b.

g) Méme question pour le langage L3 des mots de la forme a*b*.

h) Méme question pour le langage L4 des mots de la forme a"b".

i) Tester chacun de ces programmes en I’exécutant avec des mots bien choisis.

2) Considérons un langage défini sur ’alphabet B={if , x11,y1,z,(,),=, ;}.
a) En s’aidant du programme de la question 1), écrire un programme C
permettant de calculer la longueur du mot u=""if(x11==yl) z=y1;"
b) Essayer ce programme avec d’autres mots définis sur cet alphabet.
3) Taper, compiler puis executer le programme suivant en utilisant comme input
des mots de votre choix.



4)

#tinclude <stdio.h>
#include <string.h>
ttinclude <stdlib.h>
int main ()
{
char mot[100];
printf ("Entrer un mot: ");
gets (mot);
int n = strlen(mot);
for(int i=0;i<n; i++)
printf ( "%c", mot[n-i-1]);
printf ("\n");
system("PAUSE");
}

a) Que fait ce programme ?
b) Modifier ce programme afin qu’il teste si un mot est un palindrome.

a) Ecrire un programme C qui lit deux mots puis les concatene et affiche le
résultat.

c) Ecrire un programme C qui lit un mot puis affiche ses préfixes propres.

d) Ecrire un programme C qui lit un mot puis affiche ses suffixes propres.
e) Tester ces programmes a ’aide d’exemples appropriés.
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1. Exemples introductifs
Exemple 1

En linguistique, une grammaire est un outil de description et d’analyse des langages. Il s’agit

d’un ensemble de régles par lesquelles sont construites les phrases valides du langage. Voici

un exemple trivial de la grammaire anglaise :

sentence — <subject> <verb-phrase> <object>
subject — This | Computers | |

verb-phrase — <adverb> <verb> | <verb>
adverb — never

verb — is|run|am | est | tell

object — the <noun> | a <noun> | <noun>

noun — university | world | cheese | mouse | lies

En utilisant ces régles ou productions, on peut dériver des phrases simples comme :

This is the university.

Computers run the world.

the cheese eat the mouse.

I never tell lies.

Voici la dérivation de la premiére phrase :

<sentence> — <subject> <verb-phrase> <object>

— This <verb-phrase> <object>
— This <verb> <object>
— This is <object>
— This is the <noun>
— This is the university

Exemple 2

Voici une portion de regles de la grammaire du langage C :
<chiffre>—>0 |12 |34 |5]6|7]8]9]

<chiffrenonnul>— 121314516 |7 |8 |9]

<entier> — 0 | <chiffre non nul> <chiffre>

<entier signé> — - <entier> | + <entier>

<affectation> — <variable> = <expression> ;

<if> — if (<cond>) <inst> ;| if (<cond>) <inst>; else <inst>;

Par exemple, Pour vérifier la syntaxe de I’instruction if(x1==10) x23=20 ; on doit rechercher

s’il existe une suite de régles parmi celles citées ci-dessus qui permettent de genérer cette

instruction.
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2. Définitions
Une grammaire "générale" est un ensemble de régles permettant d’analyser et de générer les
mots d’un langage.
Une grammaire formelle G est un quadruplet (T, N, S, R) tel que :

v T est un ensemble fini et non vide de symboles dits terminaux, T est dit vocabulaire
terminal de G.

v N est un ensemble fini et non vide de symboles dits non-terminaux, T est dit vocabulaire
non-terminal de G. T et N sont disjoints et TUN est dit vocabulaire de G, on le désigne par
V.

v S est un élément spécifique de N dit symbole initial ou axiome de G.

v R est une relation finie et non vide de V*.N.V* vers V* (c.-a-d. Rc V*.N.V* x V*) dite
ensemble de regles de production de G. Si (a,)eR on écrit : o—p et on lit : "« produit g"
ou "adonne £'. a—p s’appelle : "régle de production™.

(a—B)eR veut dire ae V*.N.V* et e V* c.-a-d. a et § sont des mots qui pourraient
contenir des terminaux et/ou des non-terminaux mais o doit obligatoirement contenir au
moins un non-terminal. B pourrait étre, éventuellement, ¢ ; ainsi |a[>1 bien évidemment.
Si (a—P)eR et (a—y) <R alors on écrit, pour abréviation : a—p|y.

¥ Exemples

G1=({ab}, {SX},S, {S—»aXa, X—>bX|e}) ;

G2=({ab}, {S},S, {S—»aShle});
G3=({a,+,*,-,/, %} {E} ,E, {E>E+E[E*E | E/E | E-E |E%E | (E) |a});

& Remarque
La regle X—bX peut étre utilisée plusieurs fois, elle est alors dite récursive.

3. Langage engendré par une grammaire
Soit une grammaire G= (T, N, S, R) et V =TUN.
Si a—>BeR etu, vdeux mots de V* tels que u=u’au’’ et v=v’Bv’’ alors on écrit : U=V et on
lit : "u se réecrit en v". u=v s’appelle "production” ou une "réécriture".
C.-a-d. v peut étre obtenu de u par substitution de o par B. (i.e. en appliquant la regle : a—,

7 - k 7 \
on peut alors écrire u = v tel que k est le numero de la réegle a—f dans R.)

Siu=ul=u2=.... =v, alors on écrit : u = v et on lit : "u dérive v". u = v s’appelle une
dérivation.

Une dérivation est alors une suite de productions.

SiveT alors S = v est la dérivation de v par G.

Le langage engendré par la grammaire G est ’ensemble de mots de T* pouvant étre derives

de S par G. Autrement dit : [L(G)={x eT*/ = x }

22



& Exemples

Soit la grammaire G1 = ({a,b}, {S,X}, S, {S—aXa, X—>bX|e}) ;
e Donner la dérivation du mot v=abba par G1.

e Le mot u=ababa admet-il une dérivation par G1 ?

e Calculer L(G1).

&5 Solution
e Dérivation du mot v=abba par G1:
Numérotons les 3 regles de G1de 1 a 3.

1 2 2 3
ona: S= aXa= abXa= abbXa= abba, la dérivation du mot v=abba par G1 est alors
1,2,2,3 ; autrement dit ve L(G1).
e Le mot u=ababa admet-il une dérivation par G1 ?

ona: S -i> aXa é abXa, pour dériver u de S par G1, on doit appliquer une regle qui substitue
X par une chaine qui commence par a, or cette regle n’existe pas dans G1, donc le mot un’a
pas de dérivation par G1 ; autrement dit ug L(G1).

e Calculons L(G1).

ona: S _i,, aXa g ab*Xa ; ab*a;donc L(G1) ={ab*a }.

De la méme maniere, on trouve :

L(G2)={a™b™ }.

L(G3) = langage des expressions arithmétiques en C.

Et inversement, on peut calculer une grammaire G connaissant le langage associé L(G).

Par exemple pour L(G) = {ue A*/ |ula=|u|p} , on aura :

G=({a,b}, {S} ., S, {S— aSb| bSa| abS| baS|e}) ;

Grammaires équivalentes
Deux grammaires sont dites equivalentes si et seulement si elles génerent le méme langage.

G=G’ = L(G) = L(G) |

& Remarques
e Pour toute grammaire, il existe un seul langage engendré par cette grammaire.
e Cependant, pour tout langage, il pourrait exister plusieurs grammaires qui I’engendrent.

&5 Exemples

La grammaire G1 = ({a,b}, {S,X}, S, {S—»aXa, X—>bX|e}) engendre I’unique langage
L(Gl)={ab™a}.

En revanche, le langage L ={ ab*a } peut étre engendré par chacune des grammaires
suivantes :

Gl =({ab}, {S,X},S, {S—aXa, X—>bX|e});

G1’=({ab}, {S,X,Y},S,{S—aY, Y>Xa, X—>bX|e}) ;

G17 =({a,b}, {S.X}, S, {S—aX, X—>bXJa});
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Ces grammaires sont, bien évidemment, différentes, mais équivalentes, puisqu’elles
engendrent le méme langage.

4. Types de grammaires, hiérarchie de Chomsky
Le linguiste américain Noam Chomsky s’est intéressé aux langages formels et les repartit
selon les types de grammaires formelles. En 1956, il proposa alors une classification dite
hiérarchie de Chomsky qui distingue entre quatre types de langages (ou de grammaires) (Fig.
2.1)
Soit une grammaire G= (T, N, S, R) et V =TUN.

Type3

Une grammaire est de type 3 si toutes ses regles sont soit linéaires a gauche soit linéaires a
droite.

Une regle est dite linéaire a gauche si elle de la forme : A—~Ba ou A—atels que acT ;
ABeN;

Une regle est dite linéaire a droite si elle de la forme : A—aB ou A—atels que aeT ;
ABeN;

Une grammaire de type 3 est dite rationnelle ou réguliere.

Type2

Une grammaire est de type 2 si toutes ses régles sont de la forme : A—x tel que xeV*;
(C.-a-d. de la forme a—f avec |a|=1.)

Une grammaire de type 2 est dite algébrique ou hors contexte.

Typel

Une grammaire est de type 1 si toutes ses régles sont de la forme : uAv—uxv tel que xeV* ;
(C.-a-d. de la forme a—f avec |a/<|B].)

u et v représentent le contexte de la régle uAv—uxv, ceci veut dire : A ne peut étre substitué
par x que s’il est placé entre u et v.

Une grammaire de type 1 est dite contextuelle.

TypeO
Aucune restriction sur les régles de la grammaire.
Une grammaire de type 0 est dite générale.

& Remarques

¢ Si R contient des régles linéaires a gauche et d’autres linéaires a droite, la grammaire n’est
pas de type 3 mais plutot de type 2, vu I’exclusion évoquée dans la définition du type 3. Voir
grammaire G1’ ci-dessus en contre-exemple.

o |l est tout a fait clair que : type3 c type2 < typel < type.
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e Laregle de la forme A—e, dite régle vide ou &-réegle, est exceptée des définitions ci-dessus ;
c.-a-d. tout type de grammaire pourrait contenir cette régle.*
e Le type d’un langage est celui de la grammaire réduite qui I’engendre. Par exemple, dans
I’exemple précédent, le langage L est engendré par 3 grammaires : G1 (de type 2), G1’ (de
type 2), G1”’ (de type 3), donc le langage L est de type 3 (linéaire).

Recap.

_ETE——_—-

Générales
Grammaires
Ilff Contextuelles

\I / Grammaires
\

Algébrigues

type

Forme des regles

langage

Automate de
reconnaissance

A—aB et A—a
ou
A—>Baet A—a

Réguliers ou rationnels

Automate fini

a—p avec |a|=1

Algébriques ou hors
contexte

Automate a pile

o—p avec |of<|B|

Contextuels

Automate
linéairement borné

/

Décidables

Machine de turing

1 En fait, Chomsky se pencha uniquement sur les langages formels ne comprenant pas le mot vide.
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Serie d’exercices 11

Exercice 1
On considére la grammaire G = (T, N,Ph,R) ou

T = { un,une,le,la,enfant, garcon, fille, cerise, haricot, cueille, mange }

N= { Ph,GnGv,Df,Dm,Nf,Nm,V }

R= { Ph—->GnGyv
Gn — Df Nf | Dm Nm
Gv—V Gn
Df —une | la
Dm—un | le
Nf — fille | cerise
Nm — enfant | garcon | haricot
V — cueille | mange %

Donner la dérivation de la phrase “une cerise cueille un enfant” .

Exercice 2

1. On considere la grammaire G = (T, N, S,R) ou T={b, ¢} ; N={S} ; R={S — bS | cc}.
Déterminer L(G).

2. On considere la grammaire G=(T, N, S,R) ou T={0,1} ; N={S} ; R={S — 0S | 1S | 0}.
Déterminer L(G).

3. On considere lagrammaire G=(T, N, S,R)ou T ={a, b, 0} ; N={S, U}

R= { S—aSa|bSb| U;U—0U | ¢ } Déterminer L(G).

Exercice 3
1. Construire une grammaire pour le langage L = {abna /n e N}.
2. Construire une grammaire pour le langage L = {02n 1" /n> 0}.

Exercice 4

On considére la grammaire G = (T,N,S,R) ou
T={ab,c,d};N={SU};R={S—aU|c;U—Sb |d}
Donner le type de G et déterminer L(G).

Exercice 5

On considere le langage L des mots sur {a, b, c} qui contiennent au moins une fois la chaine bac.
Définir formellement L et construire une grammaire hors-contexte puis une grammaire réguliére
décrivant L.

Exercice 6

On considere le langage L des mots sur {0, 1} qui représentent des entiers pairs non signés en
base 2 (les mots de ce langage se terminent tous par 0 et ne commencent pas par 0, sauf pour
I’entier nul). Définir formellement L et construire une grammaire réguliére décrivant L.
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Exercice 7
On considére lagrammaire G=(T,N,S,R)ouT={ ab,c };N={ S,D,E }
R={ S—aSDE | c; aD—ab; bE—bc; cD—DE; bD—bb; cE—cc}

1. QuelestletypedeG?

2. Ecrire la dérivation qui, partant de 1’axiome, applique deux fois la premiére reégle et une
fois la seconde, et poursuivre la dérivation jusqu’a obtenir une chaine de terminaux.

3. En raisonnant par récurrence, déterminer L(G).

Exercice 8
Soit la grammaire G = ( V1, Vn, S, R) tels que : Vn ={S,Q,B} ; V1 ={a,b};axiome:S;
Reégles de réécritures : S - aQ ;Q - aQ;Q—bB;B—b
1. Quel est le type de cette grammaire ?
2. Dites si les mots suivants appartiennent au langage engendré par cette grammaire,
Si oui donnez la structure arborescente associée a leur dérivation : baabab ; ab ; aaabb ;
aaab.
3. Apres la suite de symboles a consécutifs on désire pouvoir avoir une suite de plus de 2
symboles b consécutif. Ajoutez une régle qui permette cela.
4. Comment faire pour que la suite de symboles b puisse se réduire a un seul b ?

Exercice 9
Ecrivez une grammaire capable de générer des mots contenant autant de symboles a que de
symboles b de la forme a"b".

Exercice 10
La grammaire suivante est de type 1 car toutes ces régles sont non-raccourcissantes :
Vn ={S,B,C}; VTt ={ab,c}; axiome:S;
Regles de réécritures :
S — aSBC
S — abC
CB — BC
bB — bb
bC —
bc
cC —
cc
1. Exercez-vous a faire des dérivations de cette grammaire.
2. Dites si les mots suivants appartiennent au langage engendré par cette grammaire :
baabab ; abc ; aaabbbccc ; abbccc ; aabcc .

Exercice 11
Soit lagrammaire G = (V,Z,P,S), avecV ={a,b,S}, £ ={a,b} et P = {S — aSa;S — bSh; S
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1. SoitG = W,z p ,S), avec P =P U{S— SS}. Montrez que aabaab € L(G' ).
2. Montrez ensuite que G est ambige.

3. Quel est le langage engendré par G ? Justifier.
4. Pourquoi G n’est pas ambigue ?

Exercice 12
Proposez une grammaire qui permet d’engendrer les formules de la logique des propositions.

Exercice 13
Soit la grammaire G = (V,Z,P,S), avec V = {if then,else,a,b,S}, £ = {if,then,else,a,b} et P
= {S—ifbthenSelseS;S— ifbthenS;S—a}.
1. Démontrez que cette grammaire est ambigie
2. Proposez une solution pour lever I’ambiguité
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Travaux pratiques 11

Sous ’EDI DEV C++, dans le dossier TPTHL créer un nouveau dossier que 1’on appelle TP2.
Créer un nouveau projet console et introduire le code ci-dessous, puis le compiler.

1)
a)

b)
c)

d)

Considérons un langage défini sur 1’alphabet A= {0,1}.
Exécuter le programme ci-contre en introduisant comme input chacun des couples de
mots suivants :

01000001 ; 100

01001000 ; 101

10011101 ;111

10011101 ; 00

10011101 ;1111

10011101 ;010

#tinclude <stdio.h>
#include <string.h>
#include <stdlib.h>
int main ()
{
char mot[100];
char part [100];
printf ("Entrer le premier mot: ");
gets (mot);
printf ("Entrer le second mot: ");
gets (part);
if (strstr(mot,part)== NULL)
printf (" NO \n");
else
printf (" YES \n");
system("PAUSE");
}

Que fait ce programme ? (Modifier alors les instructions printf affichant le résultat).
Rajouter la portion de code qui teste que les mots sont définis sur 1’alphabet A. (voir
TP1).

e Modifier ce code afin qu’il teste si un mot est un préfixe d’un autre mot.

e Modifier ce code afin qu’il teste si un mot est un suffixe d’un autre mot.

e Exécuter ces programmes a 1’aide d’exemples appropriés.

Taper, compiler puis exécuter le programme ci-contre en introduisant comme input
chacun des mots suivants :
1100 ; 10011101 ; 1011000111 ;
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#tinclude <stdio.h>
#include <string.h>
#include <stdlib.h>
int main ()
{
char mot[100];
char part[100];
printf ("Entrer un mot: ");
gets (mot);
for (int k=1 ;k < strlen(mot); k++)
{
memset (part, 0, sizeof (mot));
for (int i=0 ; i< k; i++)
part[i]= mot[i];
printf ("\n");
printf ( "%s" , part);
}
printf ("\n");
system("PAUSE");
}

e Que fait ce programme ? (Rajouter alors les instructions printf affichant le
résultat).

e Rajouter la portion de code qui teste que les mots sont définis sur I’alphabet A.
(voir TP1).

e Modifier ce code afin qu’il fournisse les suffixes propres d’un mot.

e Exécuter ce programme a I’aide d’exemples appropriés.

En utilisant I’opérateur de concaténation de mots, écrire un programme C qui
conjugue un verbe du premier groupe (infinitif er) a I’imparfait de I’indicatif.
Exemple : ce programme devrait lire un mot comme regarder et fournisse en sortie :
Je regardais
Tu regardais
I, elle regardait
Nous regardions
Vous regardiez
s, elles regardaient
Tester ce programme avec d’autres verbes.
Penser a tous les temps, tous les modes et tous les groupes !
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1. Dérivation gauche et dérivation droite
La dérivation gauche d’un mot u par G est une dérivation de u dans laquelle a chaque
production, le non-terminal le plus a gauche est substitué.
La dérivation droite d’un mot u par G est une dérivation de u dans laquelle a chaque
production, le non-terminal le plus a droite est substitué.

& Exemple
G=({a,b,+,x,},{E},E,{E>E+E|ExE|a|b}).
Donner la dérivation gauche et droite du mot a+bxa par G.

1 3 2 4 3
Ona.E=E+E=a+E=>a+ ExE =2a+bxE=>a+ bxa;
La dérivation gauche du mot a+bxc est alors 1,3,2,4,3 .

1 2 3 4 3
Ona:E=>E+E=>E+ExXE=E+ Exa >E+bxa=a+ bxa;
La dérivation gauche du mot a+bxc est alors 1,2,3,4,3 .

2. Arbre de dérivation d’'un mot par une grammaire algébrique
L’arbre de dérivation d’un mot u est une représentation graphique de de la dérivation de u
sous forme d’un arbre ou :
e Laracine de I’arbre est I’axiome S ;
e Les nceuds internes de 1’arbre sont les non-terminaux utilisés dans la dérivation de u ;
e Les feuilles de I’arbre sont les terminaux de u.
On distingue alors 1’arbre de dérivation gauche et arbre de dérivation droite d’un mot par G.

& Exemple
Arbre de dérivation du mot a+bxa de 1’exemple précedent :

E
E + E
a E X E
b a

Dans I’exemple ci-dessus, les arbres de dérivation gauche et droite du mot a+bxa sont
identiques.

3. Grammaire ambigué
Une grammaire algébrique est dite ambigué s’il existe au moins un mot possédant plus d’une
dérivation gauche par cette grammaire.
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&5 Exemple

G=({a,b,+,x,},{E} E,{E>E+E|a|b}).
Donner deux dérivations gauches du mot a+b+a par G.
Que peut-on déduire ?

= Solution

1 1 2 3 2
Ona:EF=E+E=>E+E+E=>a+E+E=>a+b+E=a+b+a;1,1,2,3,2

a b
Premier arbre de dérivation gauche du mot a+b+a.

1 2 1 3 2
Etona:E=>E+E=>a+E=>a+E+E=a+b+E=a+b+a;1,2,1,3,2

E

E + E

a E + E
b a

Second arbre de dérivation gauche du mot a+b+a.

Donc le mot a+b+a admet deux dérivations gauches par G, par conséquent, G est ambigue.

4. Symbole inutile, symbole utile, grammaire réduite

Soit G = (T,N,S,R) une grammaire algébrique.

Un symbole improductif de G est un non-terminal, qui apparait a droite d’au moins une régle
et n’apparait a gauche d’aucune regle.

Un symbole inaccessible ou inatteignable de G est un non-terminal, autre que S, qui apparait a
gauche d’au moins une régle et n’apparait a droite d’aucune regle.

Un symbole inutile est un non terminal inaccessible ou improductif.

La régle contenant un symbole intitule est également dite inutile.

Un symbole utile est un non terminal qui figure dans au moins une dérivation d’un mot de
L(G).
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& Exemple

G={a,b} {SX)Y},S,{S»>abS|aX|b,Y—>abS|a}).

X est un symbole improductif, Y est un symbole inaccessible, X et Y sont inutiles.
S est un symbole utile, en effet, il figure au moins dans la dérivation du mot abb.

Une grammaire réduite est une grammaire sans symboles inutiles.

Théoreme
Pour toute grammaire algébrique, il existe une grammaire réduite équivalente.

Idée de 1’algorithme
Il suffit de supprimer les symboles et régles inutiles.

& Exemple
La grammaire réduite équivalente a G = ({a, b},{S,X,Y}, S, {S—» abS|aX |b, Y— abS|a })
est G’ =({a, b},{S}, S, {S— abS | b}).

5. regle vide, regle unitaire, grammaire propre
Soit G = (T,N,S,R) une grammaire algébrique.
Une regle vide ou e-regle est une régle de la forme A—¢ ou AeN et A=S.
Une regle unitaire est une régle de la forme A—B ou A,BeN .
Une grammaire est dite propre si elle ne contient ni regles vides ni régles unitaires.

& Exemple
La grammaire G = ({a, b}, {SX},S,{S— abS|aX|e, X—>bX|a}) estpropre.

Théoréme
Pour toute grammaire algébrique, il existe une grammaire propre équivalente.

Idée de I’algorithme
Il suffit de supprimer les régles vides et les regles unitaires en substituant le non terminal de
gauche par le membre droit.

s Exemple

La grammaire propre équivalente a :

G=({a b}{S XY}, S, {S—»>abSY | Xa|Ybb, X—> b, Y>¢})
est G’ =({a, b},{S}, S, {S— abS|ba|bb}).

6. Récursivité gauche
Soit G = (T,N,S,R) une grammaire algébrique.
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Une regle est dite récursive gauche (ou a gauche) si elle est de la forme A—Aa ou
oe(TUN)*.
Le symbole A est dit également dans ce cas récursif gauche.

& Remarque
Dans certaines situations, la récursivité gauche pose de sérieux problémes, c’est la raison pour
laquelle on doit I’éliminer de la grammaire.

Algorithme d’Elimination la récursivité gauche :
Remplacer les regles : A—>Aa et A—p par les regles : A—pB et B—>aBle et rajouter le non
terminal B a N.

& Exemple

Eliminer la récursivité gauche de la grammaire :

G=({a, b,c,d}{S,A},S,{S—> Aa|b,A—>Sd|Ac|e})

On fixe un ordre sur les variables : S < A.

Pour S, la premiére variable : rien a faire, S n’a pas de récursivité gauche immédiate.

Pour A, la deuxieme variable, on doit éliminer la production A — Sd : comme S — Aa | b, on
la remplace par A — Aad | bd on obtient : S—>Aa|bet A — Aad|Ac|bd]|e.

On élimine les récursivités gauches immediates de A ce qui donne : S— Aa|b, A—bdB | B,
B—adB |cB | ¢

7. Factorisation gauche
La factorisation gauche consiste a éliminer les productions ayant le méme membre gauche et

dont les membres droits commencent avec le méme préfixe.

Comme par exemple :

Stmt — if Cond then Stmt | if Cond then Stmt else Stmt

Dans certaines situations, ce type de régles pose de sérieux problémes, ¢’est la raison pour
laquelle on doit factoriser ce type de régles.

Algorithme de factorisation gauche :
Remplacer les régles : A— au et A—>av par les régles : A—aX et X—u|v et rajouter le non
terminal X a N.

& Exemple
Factoriser a gauche la grammaire :

G=({a b,c,de}{S}. S, {S— bcdS|bcdSeS|a})

& Solution
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La grammaire G n’est pas factorisée a gauche : deux dérivations de la variable S commencent
par la méme chaine bAdS, On la remplace par une grammaire équivalente factorisée a
gauche :

G=({a b,c,de}{S, X}, S,{S—> bcdSX |a, X—>e|eS})

8. Forme Normale de Chomsky (FNC)
Une grammaire algébrique G = (T,N,S,R) est sous FNC si toutes ses regles sont sous la forme

A—>BC ou A—atelsque:aeT; ABeN.

& Remarque
La regle S—e¢ est exceptée de cette définition.

Théoréme
Pour toute grammaire algébrique, il existe une grammaire sous FNC équivalente.

Idée de I’algorithme

Remplacer toute regle de la forme A—Ba, tels que BeN et a. € (TUN), par les deux réegles :
A—BCetC—a ;rajouter CaN.

Remplacer toute regle de la forme A—aa, tels que a€T et a. € (TUN), par les trois regles :
A—CDetC—a,D—a ;rajouterCetDaN.

9. Forme Normale de Greibach (FNG)
Une grammaire algébrique G = (T,N,S,R) est sous FNG si toutes ses régles sont sous la forme

A— aa telsque:aeT; aeN*.

& Remarque
La regle S—e¢ est exceptée de cette définition.

Théoreme
Pour toute grammaire algébrique, il existe une grammaire sous FNG équivalente.

Idée de I’algorithme

Remplacer toute regle de la forme A—Ca, tels que CeN et o € (TUN)", C— par la regle:
A—Pa.

Remplacer toute régle de la forme A—axba, tels que a,beT, xeN* , ae (TUN), par les deux
regles : A—axBa et B—b ; rajouter BaN .

10.Forme de Backus-Naur (BNF, de I'anglais Backus-Naur Form)
BNF est une notation permettant de decrire les regles syntaxiques des langages de
Programmation qui sont souvent algebriques sous la forme :
Au lieu de la fleche on utilise ::=;

36


https://fr.wikipedia.org/w/index.php?title=Syntaxe_(informatique)&action=edit&redlink=1
https://fr.wikipedia.org/wiki/Langage_de_programmation
https://fr.wikipedia.org/wiki/Langage_de_programmation

Les non-terminaux sont mis entre < et > ;

Le choix est dénoté par | ;

L’elément optionnel est mis entre crochets [et ] ;
L’élément itératif est mis entre accolades { et } ;

Les caracteres spéciaux du langage décrit sont mis entre guillemets " et " afin de distinguer des

symboles de BNF.

& Exemples
<chiffre>::=0(1|2131415|6|7 18 |9]
<chiffrenonnul>::=112 314|516 |7 |8 ]9]
<entier> ::= 0 | [+]-] <chiffre non nul> { <chiffre>}

<affectation> ::= <variable> "=" <expression> ";"
<if>:=if "(" <C0nd> ")" ( <inst> ";" | "{" { <inSt> n;n } u}u )
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Travaux pratiques 111

Dans ce TP, on se propose d’implémenter une grammaire génératrice de type 2. C.-a-d.,
étant donnée une grammaire hors-contexte G ; on demande d’écrire un programme C qui
imprime un mot arbitraire généré par G. Bien évidemment, G pourrait étre alors de type
3.

Principe de ’algorithme de génération :

e Chaque terminal correspond a une constante de type caractére comme a,b,+,=,(,$,...
ou de type chaine de caractéres comme x1,a23, while, if, table, université,... (selon la
grammaire donnée) ;

e Chaque non-terminal correspond a une procédure dont le nom est celui du non-
terminal ;

e Chaque regle A—aB consiste a appeler la procédure A() et dans le corps de A(),
imprimer ‘a’ puis appeler la procédure B() et ainsi de suite;

e Le programme principal doit appeler la procédure correspondant a ’axiome par
exemple S() ;

e Si on trouve plusieurs regles ayant le méme membre gauche, on en choisit un seul
membre droit au hasard ;

Si on trouve une régle récursive, on ’utilise un nombre de fois aléatoire.
Taper, compiler puis exécuter plusieurs fois le programme suivant. (noter bien les
résultats).
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#tinclude <stdio.h>
#include <string.h>
#tinclude <stdlib.h>
#include <time.h>
using namespace std;
/* Notre grammaire: ({a,b,c};{S,A,B}; S;{S — cA; A —baA|Ba; B — c|bc|cc }) */
// LES NON TERMINAUX
void S();
void A();
void B();
// REGLE S — cA
void S() {

printf("c");

AQ); };
// REGLE A — baA |Ba
void A() {

int i=(int)(rand()*2/RAND_MAX);

if (i==0)

{ printf("ba");
A();

else
{ B();
printf("a");
}
}
//B—c|bc]|cc
void B() {
int j=(int)(rand()*3/RAND_MAX);
switch (j)
{
case O:
printf("c");
break ;
case 1:
printf("bc") ;
break ;
case 2:
printf("cc"
break ;
}
¥
// PROGRAMME PRINCIPAL
int main(int argc, char *argv[])
{
printf ("%s\n","LE MOT GENERE PAR LA GRAMMAIRE G EST: ");
srand(time(NULL)); // initialiser le générateur de nombres aléatoires
S();
printf ("\n");
system("PAUSE"); }

39



w N

En déduire le langage L(G) engendré par la grammaire G.
Confirmer votre réponse a ’aide de l1a méthode vue au cours.
Rajouter a ce code les instructions permettant d’afficher le mot généré et sa
dérivation (numéroter d’abord les régles de production)
Modifier le programme précédent afin qu’il corresponde a la grammaire G’
suivante :
S—AB|DaD ; A—AajlaB; B—bB|aA ; C—ABJ|aS; ; D—dD|e
Trouver L(G’)
Etant donnée une grammaire Gfr d’un sous-ensemble du francais.
Gfr = (T,N, <phrase>,R) tel que:
T ={le, un, chat, chien, aime, poursuit, malicieusement, joyeusement, gentil, noir,
blanc, beau}
N =
{<phrase>, <GN>, <GV>, <Art>, <Nom>, <Adj>, <Adv>, <verbe>
}
Axiome : <phrase>
Regles R:
:< phrase >— < GN >< GV >< GN >.
< GN >——><Art >< Adj >< Nom >
GN >——> < Art >< Nom >< Adj >
GV >——> < verbe > | < verbe >< Adv >
Art >—— le | un
Nom >——> chien | chat
verbe >——> aime | poursuit

Adj >—— blanc | noir | gentil | beau

© O o U W N
AN N AN AN ANA

:< Adv >—— malicieusement | joyeusement
En utilisant le programme ci-dessus, écrire un programme C qui génére 10
phrases par la grammaire Gfr
Mini-projet : Comment peut-on genérer de petits scripts java aléatoires ?
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CHAPITRE IV

LANGAGES REGULIERS

Langages réguliers
a. Définition
b. Propriétés
Expressions regulieres
a. Définition
b. Propriétés
Lemme d’Arden
Théoreme du gonflement
Expression réguliere associée a une grammaire reguliére
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1. Langages réguliers

1.1. Définition
Un langage régulier (ou rationnel) est defini récursivement comme suit :
v et {e} sont des langages réguliers ;
Si a est une lettre alors {a} est un langage régulier ;
Si L1 et L2 sont deux langages réguliers, alors L1+L2 est un langage régulier ;
Si L1 et L2 sont deux langages reguliers, alors L1.L2 est un langage régulier ;
Si L est un langage régulier alors L* est un langage régulier.

ASANENEN

Autrement dit :
Un langage régulier est tout langage obtenu par combinaison des 3 langages de base & , {&},
{a} avec les 3 operateurs rationnels +, ., * ; d'ou le nom de langages rationnels.

1.2. Propriétés des langages réguliers
e La définition ci-dessus implique explicitement que I’ensemble des langages réguliers est
stable par chacun des opérateurs +, . , *.
e L’ensemble des langages réguliers est également stable par chacun des
opérateurs d’intersection, de complémentation et de miroir.
e Si L estrégulier alors ’ensemble des préfixes des mots de L est régulier.
e Si L estrégulier alors I’ensemble des suffixes des mots de L est régulier.
e SiL estrégulier alors I’ensemble des facteurs des mots de L est régulier.
e Tout langage fini est régulier.

& Exemples

Les langages suivants sont réguliers :

e Langage des mots-clés du C ;

e Lainage des entiers signés du C ;

e Langage de mots sur ’alphabet {a,b,c} commencant par a ;

Les langages suivants ne sont pas réguliers :

e Langage des expressions bien parenthésées.

e [angage de mots sur I’alphabet {a,b,c} comportant autant de a que de b
e [Langage de mots palindromes sur I’alphabet {a,b,c}.

2. Expressions régulieres
Par abus, la définition des langages réguliers est restreinte aux mots de ceux-ci, on définit
ainsi la notion d’expression régulicre.

2.1. Définition
Une expression réguliére est alors définie récursivement comme suit :

o et g sont des expressions régulieres ;
e Siaestune lettre alors a est une expression réguliére ;
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e Si u et v sont deux expressions réguliéres, alors u+v est une expression réguliére ;
e Siuetvsont deux expressions regulieres, alors u.v est une expression réguliere ;
e Si u est une expression réguliére alors u* est une expression réguliere.

Autrement dit :
Une expression réguliere est toute expression obtenue par combinaison des 3 expressions de
base &, €, a avec les 3 operateurs rationnels +, . , * ;

& Exemples

Les expressions suivantes sont réguliéres :

e a(a2+h)*

o (a3b)+

e anbm ,n,meN.

Les expressions suivantes ne sont pas regulieres :
e a(ath)*

e anbn ,neN.

e anbm ,nmeN et n<m.

& Remarque

e Tout langage régulier est décrit (ou dénoté) par une expression réguliére.

e Au fait, les expressions réguliéres représentent la restriction de la définition des langages
réguliers aux mots.

& Exemples

a+bc dénote le langage {a,bc} ;

(ab)* dénote le langage {&,ab, abab, ababab,...} ;
ab+c* dénote le langage {&,ab, ¢, cc,cec, ...} ;

2.2.  Propriétés des expressions réguliéres
En utilisant la définition récursive des expressions réguliéres et les propriétés ensemblistes, on
peut aisément prouver la validité des propriétés suivantes :
Pour toutes expressions réguliéres x,y,zon a:
* X+ty=y+X;
(X+y)+z=x+(y+2)
(x.y).z =x.(y.2);
X.0=0x=0;
* XETEXTX,;
X+Q=0+x=X;
X “X= XX *;
X+e)ry=x~y;
X *X*=X*=X";
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e X * =g+ XX*;

° *= g;

(X ) =x";

(X r+y) = (X+y) = (X "y~

3. Lemme d’Arden
Si A et B sont deux langages réguliers alors le langage A*B est solution de 1’équation
d’inconnue L : L=AL+B et si A ne contient pas ¢ alors cette solution est unique.

Démonstration

Vérifions que A*B est solution de I’équation en remplagant L par A*B dans I’équation
L=AL+B.

Le premier membre : L= A*B.

Le second membre : AL+B= A(A*B)+B= A"B+B=(A"+¢)B= A*B.

Il est donc clair que A*B est solution de cette équation.

SiegeAalors:

L=AL+B < L= (¢+A’) L+B (en posant A= ¢+A’)

L=AL+B < L=L+ (A’L+B) (A’L+B est un langage incluant B)

L=AL+B < L=B+X ( X langage quelconque).

Tout langage incluant B est solution de 1’équation (I’équation admet une infinité de solutions).

Résolvons maintenant 1’équation quand ez A:
L=AL+B < L=A(AL+B)+B

L=AL+B < L=A’L+AB+B

L=AL+B < L=A?(AL+B)+AB+B

L=AL+B < L= AL+ A’L+AB+B

L=AL+B < L= ...+A"B+ A"'B+...+AB+B
L=AL+B < L=(...+A™ A"+ +A+c)B
L=AL+B < L=A*B

& Remarque

Par analogie, on peut vérifier aisément que Pour 1’équation L=LA+B, la solution devient

BA*.

&5 Exemples

Résoudre chacune des solutions suivantes :
L=abL+c

L=bL

L=bL +¢

L=(a+b)L+bb

L=L+ac
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L=La+c

Résoudre le systéme d’équations suivant d’inconnues L1, L2, L3 :
L1 =aal2 + bal3 + ¢
L2 =alL2+ bL3 + ba
L3 =bL3+a

Solutions

Résolution des équations :
L=abL+c < L=(ab)*c

L=bL < L=b*0=9

L=bL +& < L=b*e=b*
L=(a+b)L+bb < L=(a+b)*bb
L=L+a*c < L=¢*a*c=a*c
L=La+c < L=ca*

Résolution du systeme d’équations :

L1 = aal2 + bal3 +¢ (1)
L2 =al2+ bL3+ba (2)
L3 =bL3+a 3)

(¥«

(2) & L2=aL2+bb*a+a

(2) & L2=a*(b*a+a)

@<

(1) & Ll=aaa*b*a + aaa” + bab*a + ¢

(1) < [L1=a"h™a + a* + bab*a + ¢ ; n>2, m>1 ; k>3

4. Théoreme du gonflement ou de pompage (ou lemme de I’étoile).
Si L est un langage régulier alors il existe un entier n tel que tout mot u de L tel que |u[>n peut
étre factorisé sous la forme xyz avec 1<|y|<n et VieN : xy'zeL.

Autrement dit :

Tout mot suffisamment long d'un langage régulier peut étre "pompé"”, au sens qu'une partie
centrale du mot peut étre répétée un nombre quelconque de fois, et que chacun des mots ainsi
produits est encore dans le langage.

&5 Exemples
L ={e+b+ab*c}={¢, b, ac, abc, abbc, abbbc, abbbbc,...}
Il est clair que L est régulier puisqu’il est dénoté par une expression régulicre.
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Tous les mots de L de longueur supérieure ou égale a 3 (n existe bien et est égale a 3) peuvent
étre mis sous la forme xyz avec 1<|y|<n et les mots obtenus par itération de y restent dans L.
Pour le mot abc, on peut prendre y=b et alors VieN : ab'cel ;

Pour le mot abbc, on peut prendre y=b ou y=bb et alors VieN : a(bb)'ceL;

Pour le mot abbbc, on peut prendre y=b, y=bb ou y=bbb et alors VieN : a(bbb)'ceL ; et ainsi
de suite, les mots de L peuvent étre "pompés™ tout en restant dans L.

& Remarque

Le lemme de I'étoile est couramment utilisé pour montrer qu'un langage donné n'est pas
rationnel (en raisonnant par I'absurde ou preuve par contraposée). En revanche, il ne peut étre
employé pour démontrer qu'un langage est rationnel. En effet, il énonce une condition,
nécessaire certes, mais non suffisante, de rationalité.

Ainsi, de I’implication :

L est régulier = Ine N : Yuel et jul>n : 3x,y,z : u=xyz et 1<|y|<n et VieN : xy'zeL.

On en déduit par contraposition I’implication suivante :

S’il n’existe aucun n Vérifiant ces conditions = L n’est pas régulier.

& Exemples

L3={0M1"/ m e N}, démontrons par I'absurde que L3 n'est pas régulier.

Supposons que L3 est régulier, il existe alors, selon le lemme du pompage, un entier n tel que
tout mot u de L3 de longueur > n, s'écrit u= xyz (1<[y|< n).

Si y ne contient que des 0 (y=0X), alors xy'z contiendrait plus de 0 que de 1 donc xy/z¢L3 ;

Si y ne contient que des 1 (y=1¥), alors xy'z contiendrait plus de 1 que de 0 donc xy'z¢L3 ;

Si y contient des 0 et des 1 (y=0%1"),alors xy'z ne serait pas de la forme 0™1™ et donc xy'z¢L3 ;
Ainsi il n'existe aucun y vérifiant ce lemme, et par conséquent il n'existe aucun entier n associe,
et ceci contredit I'nypothese. Ainsi selon le lemme du pompage, L3 n'est pas régulier.
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Série d’exercices 1V

Exercice 1
Déterminer tous les mots de longueur maximale 4 qui appartiennent au langage dénotépar
chacune des expressions réguliees suivantes :

(i) (b+ba)* (ii) ab*+b (iii) (a+b)*abb

(iv) (x +¢g)*dd* (V) (xd+ g)*d* (vi) a*(b+c)d*
Exercice 2

Donner une description en fran@is des langages sur I’alphabet {a, b} décrits par les expressions
régulieres suivantes :

(i) (a+b)* (i) a(a+b)* (iii) (a+b)*a (V) (b+ab)*@+e)
(v) a* +b* (i) (aa+b)*  (vii) (ab*a+b)*

Exercice 3
Décrire sous la forme d’une expression régulieée les langages suivants
le langage des mots de longueur 2.
le langage des mots de longueur au plus 2.
le langage des mots ayant au moins une occurrence de a.
le langage des mots ayant au moins une occurrence du facteur ab.
le langage des mots ayant au moins une occurrence de a puis ensuite une occurrence d’un b.
. le langage des mots commengcant par a, finissant par b et n’ayant pas deux a ou deux b
consécutifs.

No ok~

Exercice 4
Pour chacun des langages suivants, donner une expression réguliée représentant son complément:

() (@+b)*; (i) ((@+Db)(a+h)™

Exercice 5

En vous servant des équivalences suivantes vues en cours :
a+(B+y)=(a+p)+y
a+p=p+a
aB +y) =of +ay
(a +B)y =ay + By
a+J=a
ata=a
Jo. =afd =0
a(By) = (ap)y
E0 =0& =OA

Prouver les équivalences suivantes :
e+aa* =a*

a*(Ba*)*= (o + )"
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(e+a)* =a*
(af)*a = a(Ba)*
@B o =(a+ )"
e+a*a =a*

7t =e

aa® =a*a

@+b)+@+b)@+h)*+ec=(@+h)*
a(cc* +¢) + (a+h)(c* +(c*)*) =(a+h)c*
(X +y)+ (X +y)e +((x +Y)"e)* =(x+y)*
0(c + 00)*(1 + 01) + 1 = 0*1

Exercice 6
Donnez une définition récursive a la syntaxe des expressions arithmétiques qui portent sur des entiers et
qui utilisent les opérateurs +, —, /, *, et les parenthéses ().

Exercice 7
Donnez une expression réguliere qui décrit les mots possibles pour une horloge numérique sur 24
heures ou les heures, les minutes et les secondes sont séparées par « : ».
On admet qu’un systéme d’exploitation A impose que le nom des fichiers réponde aux conditions
suivantes :
— ils sont formés sur ’alphabet {a,b,c, ...,z,0,1,2,...,9,.} ;
ils sont constitués par une chaine de 1 a 8 caractéres qui sont des lettres ou des chiffres, suivi du
caractere « . » suivi de 3 caractéres qui sont des lettres ou des chiffres ;
— ils ne peuvent commencer par un chiffre.
Représentez par une expression réguliére la syntaxe de ces noms de fichiers.

Exercice 8

Dites si les langages suivants définis sur I'alphabet {0,1} sont réguliers :
L1= Ige de mots commencant par O.

L2={0"1"/ n, m € N}

L3={0"1"/ n e N}

L4={0"1>"/ n e N}

L5= Ige de mots contenant autant de 0 que de 1.

L6= Ige de mots contenant au moins un 0.

L7=langage des mots de longueur paire.

Justifier votre réponse en utilisant le lemme de I'étoile.

Exercice 9
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En utilisant le lemme du gonflement, Montrer que les langages suivants définis sur l'alphabet
{0,1} sont irréguliers :

L1={a"/ n premier}

L2={a"b™/ n<m }

L2={a"ba"/ ne N}

Exercice 10
Démontrer que tout langage fini est regulier.

Exercice 11

1) Résoudre chacune des équations suivantes d'inconnue le Ige L:
L=0L+1

L= (atb)L

L=0L+0+1

L=L +¢

L=aL+L+b+®

2) Reésoudre le systeme suivant d'inconnues L1, L2, L3:
L1=alL2+bL3
L2=bL3+a
L3=alL3+b+e

Exercice 12

Imaginez que vous, en tant que brillant hacker, souhaitiez connaitre le nom de connexion d’une
personne particuliére. Vous avez trouve, sur un systéeme Unix, un répertoire avec plusieurs
fichiers journaux que vous pensez contenir les informations que vous recherchez. VVous vous
souvenez que Vous pouvez
utiliser I'utilitaire grep pour rechercher des modeles de texte. Par exemple, vous pouvez entrer
la commande : grep -E "abc" * pour rechercher dans tous les fichiers des lignes contenant la
séquence de caracteres abc. (L'option -E est utilisé pour indiquer que vous utilisez la syntaxe
étendue pour les expressions régulieres.)

(@) Quelle commande entreriez-vous pour rechercher dans tous les fichiers des lignes
commengcant par un potentiel identifiant ? (N'oubliez pas qu'un nom de connexion se compose
uniguement de lettres et de chiffres, et doit commencer par une lettre.).

(b) Vous réalisez que vous obtenez beaucoup trop de hits avec la commande ci-dessus.
Laissez-nous ainsi
supposons que le nom de connexion que vous recherchez comporte au moins 5 caracteéres.
Comment

voulez-vous affiner votre commande en conséquence ?

(c) Comment pourriez-vous affiner votre commande pour rechercher des potentiels
les noms de connexion qui ne sont pas nécessairement au début de la ligne, mais qui sont soit
au début ou a la fin de la ligne, soit précédé ou suivi d'un espace personnages ?
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AUTOMATES FINIS
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1. Introduction

Supposons que I’on désire concevoir une machine abstraite dite automate permettant de
reconnaitre les mots d’un langage. En d’autres termes, un programme qui prend en entrée un
mot de ce langage et fournit en sortie une décision portant sur ce mot : accepté ou rejeté, c-a-d,
ce mot fait partie de ce langage ou non respectivement (Fig 5.1).

. Automate Accepté ou rejeté

Input Traitement Output

Fig 5.1. Fonctionnement d’un automate.

Ainsi, un automate doit étre composé d’au moins trois éléments : une bande d’entrée pour
contenir le mot a reconnaitre ; une téte de lecture pour balayer le mot et une unité centrale qui
consiste en une mémoire dont le contenu définit 1’état de 1’automate, ainsi, le changement du
contenu implique une transition de 1’automate d’un état a un autre en fonction de son état
courant et du symbole lu en partant d’un état initial déterminé, une fonction de transition est
alors indispensable pour déterminer son nouvel état. Si le mot tout entier est ainsi traité en se
retrouvant dans un état final, le mot est accepté, autrement, le mot est rejeté (Fig 5.2). Si sa
mémoire est finie, le nombre d’état est forcément fini (par exemple, avec une mémoire de 3
bits, on peut définir un automate d’au plus 8 (2%) états (selon sa fonction de transition).

Ruban | | | | [ | ][]

Téte de
ctu

Unité centrale

Fig. 5.2. Schéma logique d’un automate.

A tout instant, la configuration de 1’automate est déterminée par son état courant et la chaine
restante du mot a reconnaitre.

2. Définitions & terminologie
Définition.
Un Automate Fini déterministe (AF) est un quintuple (Q, X, 8, o, F) tel que :
e Q est un ensemble fini et non vide, dit ensemble des états de I’AF ;
e X estun ensemble fini et non vide, dit alphabet d’entrée de I’AF ;
e 3 est une fonction de QxX vers Q, dite fonction de transition de I’AF ;
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Jo est un état de Q, dit état initial de I’AF ;
F est une partie de Q, dite ensemble des états finaux de I’AF.

Remarque
Le qualificatif fini désigne ici que le nombre d’états de I’ AF est fini.
Cette définition est restreinte a un AF déterministe ; celle de I’AF indéterministe sera

donnée plus loin dans ce chapitre.

&5

Exemple

Soitun AFA=((Q, Z, 8, qo, F) tel que :

Q=1{1,2,3,4};

> ={a,b};

O est défini par 8(1,a)=1, 8(1,b)=2, 8(2,a)=3, 8(3,b)=3, 8(3,a)=4;
O peut étre également défini par une table comme suit :

)
-1

2
<3

AWl kLo

4

Les fleches entrantes et sortantes illustrent les états initiaux et finaux respectivement.
Cette définition tabulaire est plus intuitive et plus appropriée ; elle est faisable puisque
les ensembles Q et X sont toujours discrets et finis.

La transition 6(1,b)= 2 veut dire : si I’AF se trouve dans I'état 1 et sa téte de lecture
pointe sur le symbole a du mot a reconnaitre, alors I’AF passe a |'état 2 et sa téte de
lecture se déplace au symbole immédiatement a gauche de a dans le mot.

go =1 (état initial) ;

F={2,4} (ensemble des états finaux) ;

2.1. Représentation graphique

Afin de faciliter la notion d’automate et de comprendre son fonctionnement, une
représentation graphique standard est adoptée de la manieére suivante :

Q)

Un état initial g est représenté par un cercle et une fleche entrante :

@

Un état final q est représenté par un double cercle :

Un état g est représenté par un cercle :
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Une transition 8(ql,a)= g2 est représentée par :

Deux transitions de la forme 6(gl,a)= g2 et 3(gl,b)= g2 peuvent étre représentées

comme suit :
(@)

Une transition de la forme 3(g,a) = q est représentée par une boucle :

a

& Exemple
L’AF A de I’exemple précédent peut étre représenté graphiqguement comme suit :

2.2. Exécution et configuration d’un AF, langage reconnu par un AF
Soitun AFA=(Q, %, 8, qo, F).
L’exécution d’un AF pour un mot u consiste a lire les symboles de u de gauche a droite en
transitant d’un état a un autre selon sa fonction de transition.
Lors de cette exécution :
- Si I’AF se trouve dans 1’état q et la téte de lecture pointe su le premier symbole a de la
chaine restante o de u alors le couple (g, o) est appelé configuration (courante) de I’AF.
- Sionad(g,a) =q et a=aa’ alors la configuration suivante de I’AF A est (q°, o’) et on
écrit: (q, o) 2 (q’, &’) et on dit que I’AF a lu le symbole a (c’est la lecture du symbole a
par ’AF A).
- Si la configuration (q’’, a’’) se résulte aprés plusieurs lectures de symboles successifs de
u, on écrit : (g, o) —" (q”’, o).
- Saconfiguration initiale est, bien entendu, (qo, u) ; si sa configuration finale est (gr, €) avec
greF, alors le mot u est accepté par I’AF A, c.-a-d., le mot u appartient au langage reconnu
par A noté L(A), autrement, le mot u est rejeté par ’AF A ouu ¢ L(A).
Ainsi : le langage reconnu par I’AF A est : ‘L(A) ={ueX*/(q,u) — (g, &) avec gre F}|.
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& Remarque
Le mot est rejeté dans deux cas :

- Sila configuration finale est (gr, €) avec gr ¢F , c.-a-d., aprés avoir lu le mot tout entier ,
I’AF se retrouve dans un état non final ;

- Si I’AF se retrouve dans la configuration courante (q,au’) et que o n’est pas défini pour
le couple (g,a) (0(g,a) n"existe pas, comme le cas de 5(2,b) de 'exemple ci-dessus), on
dit dans ce cas que I’AF se bloque en reconnaissant ce mot.

& Exemple
Exécuter ’AF A de I’exemple précédent pour chacun des mots : aababa ; ababb ; aabb.

Solution
(1, aababa) —* (1, ababa)
2 (1, baba)
> (2, aba)
(3, ba)
(3, a)
(4 ¢)
Le mot aababa est accepté par I’AF A (mot lu et 4 est un état final).
(1, ababb) I (1, babb)
" (2, abb)
(3, bb)
" (3,b)
(3, ¢)
Le mot ababb est rejeté par I’AF A (mot lu et 3 n’est pas final).
(1, aabb) —* (1, abb)
(1, bb)
" (2,b)
Le mot aabb est rejeté par I’AF A (blocage en 2).

Langage reconnu par un AF a partir d’un état :

Soitun AFA=(Q, %, 3, qo, F) et g un état de Q.

Le langage reconnu par I’AF A a partir de q est le langage noté Lq(A) ou Lq tout court (s’il
s’agit d’un seul AF) défini récursivement comme suit :

sionad(q,a)=q’ et 8(q,b) =q’” alors Lg= a. Ly + b. Lg>

etsigeF alors ony ajoute g, c.-a-d., Lg=a. Ly + b. Ly + &.

En généralisant :

Le langage reconnu par I’AF A a partir de q est le langage noté Lq défini récursivement
comme suit :

Lg=Xaesa Ls(q,a) siq€&F;
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Lq = ZaEZ a. L?S(q,a) +¢ i qEF

Résultat :
On peut ainsi déduire que : L(A) = Lg, ce qui permet de calculer le langage reconni par

I’automate A.

& Exemple
Calculer le langage L(A) reconnu par ’AF A =

Solution
D’apres la définition ci-dessus, on a :
L(A) = L1= aL1 + bL2

L2= aL3 + ¢
L3= bL3 + aL4_
Ly= ¢

= L= bL3 + a = b*a (en appliquant le théoréme d’Arden)
= L2= ab*a+¢ (en remplagant L3)
= L(A) =L;= aL; + b(ab®a + ¢ ) (en remplacant Lz2)

=al, + (bab*a+b)

= a*(bab*a + b ) (en appliquant le théoréme d’Arden)

2.3. Etat puits, état poubelle

Définition.

Un état puits est un état g tel que : Va € X : 6 n’est pas défini en (q,a), c.-a-d., il n’y a aucune
fleche qui part de q, il ne pourrait y avoir que des fleches entrantes.

Un etat poubelle est un état puits non final.

Exemple.
Dans I’exemple ci-dessus, I’état 4 est un état puits.

2.4. Automates équivalents
Définition.

Deux AFs A et A’ sont dits équivalents si et seulement s’ils reconnaissent le méme langage,
soit : |A= A’ < L(A) = L(A)
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Exemple
Les deux AFs A et B suivants sont équivalents :

DD, O DO
et

En effet, en utilisant la méthode précédente, on aura : L(A)=L(B)= ba".

Remarque

Un AF reconnait un seul langage, en revanche, un langage peut étre reconnu par plusieurs
AFs. Dans I’exemple ci-dessus, A et B deux automates différents reconnaissent le méme
langage L = ba".

2.5. AF complet
Définition. Un AF A=(Q, %, 8, qo, F) est dit complet si et seulement si : V(g,a) € QxZ,
dg9’eQ: d8(q,a)=q’, c.-a-d., f est une application (toutes les cases de la table de o sont
remplies. Graphiguement, de chaque état g, et pour chaque symbole a, il part une fleche
étiquetée par a).

Exemple
L’automate de I’exemple précédent n’est pas complet.
L’automate ci-dessous est complet :

a a,b

Théoreme
Pour tout AF non complet, il existe un AF complet lui est équivalent.

Preuve.

Il suffit de rajouter un état poubelle.

Exemple.

Compléter ’AF A= ({1,2,3,4}{a,b}, 5,1, {2,4})

0 a b
-1 1 2
2 3

3 4 3
«4
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Solution
A complété = A’ = ({1,2,3,4,5},{a,b}, 6’ ,1,{2,4}) ; (5 est un état poubelle.)

o a b
-1 1 2
2 3 5

3 4 3
4 5 5

5 5 5

Remarque

Le fait de compléter un AF est une tache trés simple mais aussi trés importante, ceci évite le
cas de blocage de I’AF et facilite ainsi son implémentation. En effet, pour un automate complet,
on arrive toujours & lire tout le mot, c.-a-d. a une configuration de la forme (q,¢), ainsi, si qeF
le mot est accepté ; sinon, il est rejete.

3. Operations sur les AFs

3.1. AF complémentaire
L’AF complémentaire d’un AF A est I’AF noté A tel que :
L(A) = L(A)
= Complément de L(A)
= langage de mots n’appartenant pas a L(A)
= langage de mots non reconnus par A.
Remarque
A peut étre calculé en complétant A puis en y convertissant les états finaux en non
finaux et vice versa.
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Exemple.
Calculer I’AF complémentaire A de I’AF A= ({1,2,3,4}{a,b}, 5,1, {2,4})

)
—1

AW R |D

4

Solution
L’AF complémentaire de A=A = ({1,2,3,4,5},{a,b}, 5,1, {1,3,5})

3.2. Somme de deux AFs
La somme (1’union) de deux AFs A et B est I’AF noté A+B tel que : L(A+B) = L(A) + L(B).

Exemple

.Y
A baw@%" @

<>a’b

Construction de A+B :
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Deux methodes sont possibles, une méthode directe, sans calculer les langages respectifs
des automates A, B et A+B et I’autre, indirecte, en passant par ces langages.

Méthode directe :
SIA=(Q,X,0,q0 FetB=(Q, %, 8, qo F)alors A+B = (QuQ’, ZU%’, 8", q”0, FUF)
telsque:g”o=qoouqg”o=9q’; sid(qg,a) =q ou d’(g,a) =q" alors 6”’(qg,a) = q’.

Méthode indirecte :
Pour calculer A+B :

- Calculer L(A) a partirde A ;

- Calculer L(B) a partirde B ;

- Calculer L(A) + L(B) a partir de L(A) et L(B) ;
- Calculer A+B a partir de L(A) + L(B).

3.3. Produit de deux AFs
Le produit (la concaténation) de deux AFs A et B est I’AF noté A.B tel que :
L(A.B) = L(A) .L(B).

Exemple

a- @%a’b b %

Construction de A.B :
Deux méthodes sont possibles, une méthode directe, sans calculer les langages respectifs
des automates A, B et A.B et I’autre, indirecte, en passant par ces langages.

Méthode directe :
SIA=(Q,%,06,q0 FetB=(Q, %, 08, q, F)alors AB = (QuQ/, ZUX’, 8", qo, F) tels
que :sid(g,a) =q ou d'(q,a) =q’ alors 8”’(q,a) =q’.

Méthode indirecte :
Pour calculer A.B :

- Calculer L(A) a partirde A ;

- Calculer L(B) a partir de B ;

- Calculer L(A) . L(B) a partir de L(A) et L(B) ;
- Calculer A.B a partir de L(A) . L(B).
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4. Automate fini indéterministe

L’AF étudié jusqu’ici est dit automate fini déterministe, ce concept peut etre
généralisé au concept d’automate fini indéterministe satisfaisant d’autres propriétés en
plus.

Définition.
Un Automate Fini indéterministe (AFI) est un quintuple (Q, Z, A, |, F) tel que :

Q est un ensemble fini et non vide, dit ensemble des états de I’AFI ;

2 est un ensemble fini et non vide, dit alphabet d’entrée de I'AF ;

A est une relation de QxX* vers Q, dite relation de transition de I’AFI ;
| est une partie de Q, dite ensemble des états initiaux de I’AF.

F est une partie de Q, dite ensemble des états finaux de I’AF.

Remarque
Différences entre AF et AFI :

L’AF posséde une fonction de transition, alors qu'un AFI posséde une relation de
transition, c.-a-d., A(g,a) est une partie de Q (dans la table on peut avoir plus d’un
état, graphiquement, d’un état q, il peut y avoir plus d’une fléche étiquetée par a qui
pointent vers des états différents.).

La relation de transition s’étend aux mots y compris ¢ (on peut avoir par exemple :
A(g,aba) = g’ ou bien A(q,e) = q').

L’AF posseéde un seul état initial, alors qu'un AFI pourrait en avoir plus.
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Série d’exercices V

Exercice 1
Construire un automate fini dont le langage soit £*aaX*, ou’ £ = {a, b}.

Exercice 2
1 - Soit A ’automate fini ci-dessous :

U/

/a
\/

alb

0

Démontrer que : L(A) = {a, b}* {aa, bb} {a, b}*.

2 - Déterminer un AF dont le langage soit {a, b}* {aa, bb} {a, b}*. L’automate fini sera
déterministe complet, bien siir, mais rien n’interdit de passer d’abord par un automate fini
non déterministe, de le rendre déterministe, et enfin de simplifier I’AFdc obtenu.

Exercice 3
Constructions d’automates sur £ = {a, b, c}. Proposer des automates (AFdc, puis, si ¢’est plus
simple, AFd) reconnaissant chacun des langages suivants :
Zx, {e}, X, X2, langage des mots de longueur au plus 2, langage des mots de longueur 2 ou plus, @,
langage
des mots commencant par a, langage des mots sans voyelle, langage des mots ne contenant pas deux
lettres différentes, langage des mots ne contenant pas deux fois la méme lettre.
Pour chacun de ces langages, proposer une expression réguliere.

Exercice 4
Soit £ = {a, b, c}, on désire construire un AF, le plus simple possible, qui reconnaisse le langage des
mots sur

X qui contiennent le mot bac et se terminent par a.
1 - Donner une expression réguliere de ce langage.
2 - Dessiner un AF, le plus simple possible, qui reconnaisse ce langage.
3 - Indiquer comment votre AF lit chacun des mots suivants (plus pr’ecis’ement, on
demande d’indiquer toutes

les lectures de chaque mot) : abaca, abach, abacbaca, bcaa, bcab, e.
4 - Donner la définition mathéematique compete de votre AF.

5 - Transformer votre AF en un AFD qui reconnait le méme langage.

6 - Indiquer comment votre AFD lit chacun des mots propos’es "a la question 3.

Exercice 5
Soit £ = {a, b} un alphabet et soient les langages suivants : L1={a" :n >0}, L2={b" :n=>0},
L3=L1L2.

1 - D déterminer un automate fini dont le langage soit L1.

2 - Le langage L3 est-il le langage d’un automate fini ? Si la réponse est oui, construire un
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tel automate.
3 - Construire une grammaire dont le langage soit L3.

Exercice 6

Reprendre les questions de 1’exercice 11 pour le langage sur ¥ = {a, b, ¢} des mots qui contiennent le
mot bac ou se terminent par a.

Exercice 7
Soit £ = {a, b, ¢} un alphabet. Déterminer un automate fini associé aux langages suivants construits

surX:

1 - le langage L1 des mots contenant au moins la suite de 3 lettres abc,
2 - le langage L2 des mots contenant exactement 4 b,
3 - le langage L3 des mots commencant par (a ou c), et se terminant par b.

Exercice 8
Soit I'automate ({0, 1,2},{a,b},56{0F,{23}) oud est donnee par sa table de transition :

) a b
0 o)1 1
1 2
2 01)2 1
1. Pourquoi cet AF n’est-il pas deterministe complet ? Construire un AFdc qui
reconnaisse le méme langage.
2. Mémes questions pour 1’automate ({0, 1, 2},{a, b} ,5, {0, 1, 2}, {2}).
3. Mémes questions pour 1’automate ({0, 1, 2},{a, b} ,5 , @, {2}).
4. Mémes questions pour 1’automate ({0, 1, 2},{a, b}, §, {0} , {0, 1, 2}).
EXERCICE 9

Déterminer le langage de chacun des automates suivants :

~N

O——0—-0—20

@@/,b/ \ | @ak?

O alb 5
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EXERCICE 10
Pour chacun des deux automates représentés
reconnaisse le méme langage :

ci-dessous, construire un AFDC qui
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1. Introduction

Grammaires hors contexte : génerent des langages algébriques ;

Les automates finis acceptent (exactement) les langages réguliers ;

Langages réguliers : sous-ensemble strict des langages algébriques ;

Comment construire des automates qui acceptent les langages algébriques non réguliers ?
Un automate fini dispose par définition d’une mémoire finie ;

= L’ajout d’une pile permet d’étendre les possibilités de mémorisation ;

— Garder en mémoire les étapes de calculs passées

— Conditionner les étapes de calculs a venir

Automate fini : défini principalement a partir de sa fonction de transition Automate a pile :
enrichi la fonction de transition par un nouvel alphabet fini qui contient les symboles qui
peuvent étre empilés et dépilés des transitions conditionnées par le symbole en haut de la pile
lors d’une transition dans 1’automate, il est possible d’empiler ou de dépiler un symbole dans
la pile.

Un exemple introductif

Soit I’automate suivant qui reconnait le langage {a"b™ | n, m > 0}
Cet automate ne peut pas reconnaitre le langage {a"b™ | n =m > 0} : impossible de compter
le nombre de a lus.

= solution : Automate a pile :

e Empiler un symbole (T ) a chaque passage dans la boucle de I”’état 1 Dépiler un
symbole a chaque passage dans la boucle de I’état 2

e Dépiler un symbole (T ) a chaque passage dans la boucle de I’état 2 Dépiler un
symbole a chaque passage dans la boucle de I’état 2
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e Calcul réussi : pile vide

Trace du calcul pour w = aaabbb

Entrée Etat Pile
aaabbb 0 Pile vide
aabbb 1 Pile vide
abbb 1 T
bbb 1 TT
bb 2 TT
b 2 T
€ 2 Pile vide

De maniere imagée, un automate a pile est composé de trois unités :
Une unité centrale, dont la configuration est symbolisée par un état O
Un canal de lecture qui contient un mot a analyser
Une unité centrale dont la configuration est représentée par un état ;
Un canal de lecture qui contient le mot a analyser ;
Un canal de lecture-écriture qui est organisé en pile, et qui sert a contenir de I’information
auxiliaire, en quantité non bornée.

2. Piles. Rappels
Pile : Type P
strategie: LIFO (Last In First Out)
constructeurs:

e constante pilevide € P

e cmpiler: ExP — P

e depiler: P\ {pilevide} — P

e sommet: P\ {pilevide} — E

e est_vide:P—B
On introduit un alphabet de pile I' ;
Une pilepestunmotp € T
Opérations sur les piles :
Tester si la pile est vide : déterminersip =¢
Empiler un élément x € I" dans une pilep €™ : p — xp
Si la pile est non vide, elle est de la forme xp, oux €T etp € I
Dépiler I’élément x : xp — p
On peut etendre ces notions a des mots. Ainsi, empiler un mot
u=ulu2...ul revient a empiler successivement les lettres ul, ..., ul €T.
Partant de la pile p € T+, on obtient
p—ulp—uw2ulp—...—ul...v2ulp=uRp
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Remarque : On obtient le miroir du mot u dans la pile.
3. Définition
Un automate a pile non déterministe (en anglais pushdown automaton) est un septuplet M =
(%, T, Zo, Q,qo, F, ), 0ou:
e X est ’alphabet d’entrée
e [ est’alphabet de pile
e Z0 €T est le symbole initial de la pile Q est un ensemble fini d’états
e (0 € Q est I’état initial de I’automate
e F < Q est’ensemble des état finaux (on peut avoir F = @)
e J est une fonction de Qx(Z U {e})x(I" U {e}) vers I’ensemble des parties de Qx(I" U {&}).

Automate a pile : automate fini non-déterministe, a la différence pres que la fonction de transition
0 comporte trois arguments :

e [’état courant ;

¢ le symbole d’entrée courant ;

e le symbole courant en haut de la pile, appartenant a 1’alphabet de pile.

Si(r, T)Ed(q,a, Y) (on peut écrire aussi (g, a, Y ,r, T)Edou(q,a, Y)— (r, T)),alors
I’utilisation de cette transition conduira a :

e dépiler Y, Si Y = ¢ la transition a lieu indépendamment du symbole en haut de pile, qui
reste inchangée ;

e empiler T, Si T = ¢, aucun symbole n’est empilé ;

e lire le symbole a;

e transiter dans I’état r ;

Remarque : un Automate fini “traditionnel” est un automate a pile particulier, defini sur un
alphabet de pile vide (I' = @) et dont toutes les transitions laissent la pile inchangée.

Transition (r, T)€ d(q,a, Y)

a,Y/T

Exemple 1
Soit I’automate a pile suivant qui reconnait le langage {a"b" / n > 0}
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a,e/T b, T/s
a,efe b, e/e
—> 5 > >

Exemple 2
Soit I’automate a pile suivant qui reconnait le langage {w € X|w est un palindrome}

a,e/Ta
b, e/e a, Ta/e

b, Tb/e

4. Configuration et Exécution
Une exécution est une suite de configurations.
Une configuration est définie par :

e Lemotrestantalirem e x”
e [ ’¢tat courantq € Q
e Le contenu de la pile, I’élément le plus a gauche étant le sommet de pile
Exemple : (abbb, g, TaTbThZ0)
La pile contient, a tout moment, un mot h sur I'. L’automate se trouve dans un état q, et doit
lire encore le mot m € ¥~
Le couple (m, g, h) est appelé une configuration de I’automate.
L’ensemble des configurations est £ x Q X I".
La configuration initiale (m, q0, Z0) € £ x Q x I' est formée de 1’état initial et du symbole
initial de la pile.
Un “mouvement” de I’automate représente le passage d’une configuration a une autre.
Passage d’une configuration a une autre
Le passage d’une configuration cl a une configuration c¢2 dans un automate M s’écrit :
cl -y C2
On note F*y; la cl6ture réflexive et transitive de Fy
Il'y a deux modes de transition pour changer de configuration :
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e Sur une Z-transition

e Sur une e-transition
X-transition :
Transition (q1, b, TA) — (ql, TB ) Configuration (bba, q1, TAZ0) On aura alors :
(bba, q1, TAZ0) -M (ba, g1, TB Z0)

e-transition :

Transition (g1, &, Ta) — (q2, Tb ) Configuration (bba, g1, TaZ0) On aura alors :
(bba, g1, TaZ0) -y (bba, g2, Th Z0)
On ne touche pas a la téte de lecture.

>-transition : exemple
Soit I’automate a pile qui reconnait le langage {a"b"|n > 0}
(aabb, 0, Z0) +y (abb, 1, Z0)

Fum (bb, 1, TZO)

Fum (b, 2, TZ0)

Fum (g, 2, Z0)

e-transition : exemple

Soit ’automate a pile suivant qui reconnait le langage {w € X|w est un palindrome}
(baaab, 0, Z0)-M(aaab, 0, ThZ0)

Fwm(aab, 0, TaTwZo)

Fm(ab, 1, TaTwZo)

Fwm(b, 1, TvZo)

Fwm(e, 1, Zo)

5. Les critéres d’acceptation
Dans nos exemples, on accepte un mot si le ruban vide, on est sur I”état final et la pile vide
Ce sont des cas particuliers
Il'y a deux critéres d’acceptation possibles :

e Acceptation par état final (quelle que soit la pile quand on s’arréte) ;
e Acceptation par pile vide (quel que soit I’état dans lequel on s’arréte) ;
Mais le ruban doit toujours étre vide ! Ces deux criteres sont équivalents

Acceptation par état final

Un mot m € X+ est accepté par état final par un automate a pile
M=(Z,T, Zo, Q, qo, F, 8) si pour la configuration (m, qo, Zo), il existe
un étatqgf e Fetunmotz e ' tel que : (m, q0, Z0) F+M (g, gf , 2).

Langage accepté par état final

Le langage accepte par état final par un automate a pile est I’ensemble des mots acceptés par

cet automate. LF (M) = {m € £*|(m, q0, Z0) M (g, qf , 2 )}
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Acceptation

par état final : exemple

Soit I’automate a pile suivant qui reconnait le langage {a"b"|n > 0}

Acceptation

b, T/e

g, ZO/ ZO

par pile vide

Un mot m € Zx* est accepté par pile vide par un automate a pile M = (£, I', Z0, Q, q0, F,
d) si pour la configuration (m, q0, Z0), il existe un "état q € Q tel que

(m,q0, Z0)

F+M (g, q, €)

Langage accepté par pile vide

Le langage accepté par pile vide par un automate a pile est I’ensemble des mots acceptés par

cet automate.

LV (M) ={m e Xx|(m, g0, Z0) -+ M (g, q, €)}

Exemple

Soit I’automate a pile suivant qui reconnait le langage {a"b"|n > 0}
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g, Z0/e b, T/e

b, T/e

a, Z20/T

a, T/TT

Les deux critéres d’acceptation (par état final et par pile vide) sont equivalents

Théoréme

Un langage est accepté par un automate a pile avec le critére d’acceptation sur pile vide si et
seulement s’il est accepté par un automate a pile avec acceptation par état final.

= Chaque transition dans laquelle Z0 est dépilé est remplacée par une transition vers un
nouvel état final
< Aprés avoir atteint un état final, on vide entierement la pile.

6. Automates a pile déterministes
Les automates a pile que nous avons définis jusqu’a maintenant sont indéterministes.
Un mot est accepté s’il existe au moins une suite de configurations qui conduit a I’acceptation
Mais il peut y en avoir plusieurs
Et il peut il y avoir plusieurs suites de configuration qui ménent a I”échec
= Automate a pile déterministe ?
Un automate a pile M est deterministe si :

e pour un état g donné, pour un symbole d’entrée x donné, pour un sommet de pile z
donné, il existe au plus une transition partant de (g, X , z)
e pour un état q donné, pour un sommet de pile z donné, s’il existe une transition partant
de (q, €, z ), elle est unique et pour toute lettre x , il n’en existe pas partant de (q, X , z).
= Dans une configuration donnée, on ne peut pas avoir le choix sur la transition a appliquer
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7. Automates a pile et langages algébriques (hors-contextes)

Théoréme

Un langage est algébrique si et seulement s’il est reconnu par un automate a pile.
Théoreme

Tout langage algébrique n’est pas nécessairement reconnu par un automate a pile
déterministe.

Langages algébriques non
déterministes

Langages algébriques
déterministes

Langage algébrique déterministe

Un langage algébrique L est déterministe s’il existe un automate a pile M acceptant par état final
déterministe tel que LF (M) =L

Par exemple, {m € (a + b)*|m est un palindrome} est un langage algébrique non
déterministe.

Intuitivement, on ne sait pas deviner ou est le milieu du mot.

{mlcm2imim2 € (a + b)* est un palindrome} est un langage algébrique déterministe.

Forme normale de Greibach

Une grammaire algébrique G = (V , X, P, S ) est sous la forme normale de Greibach si toute
production est de la forme :

A—aAr ... Aq

A—a
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aveCc A,AieV\X eta€eX

Algorithme de passage d’une grammaire algébrique sous forme normale de Greibach vers un
automate a pile non déterministe

ldée :

Empiler I’axiome

A chaque symbole lu de la chaine d’entrée, remplacer la partie gauche de la production
concerneée par le reste de la partie droite

8. Grammaire algébrique vers automate a pile
Soit L = L\ ¢ le langage engendré par G = (V, X, P, S ) sous forme normale de Greibach.
On construit I’automate a pile M= (Z, I, S, Q, q0, F, d) tel que
r=v\z
Q ={q0}
F = @ (reconnaissance sur pile vide)
S le symbole initial de la pile
On construit 3 itérativement de la fac,on suivante :
1.6<0
2. Pour toute regle A — aAl1A2 ... An,
§«— 35U {(q0, a, A) — (q0, AIA2 ... An)}
On lit a, on dépile A et on empile A1A2 ... An (Al est en sommet de la
pile)

Grammaire algébrique vers automate a pile : exemple
SoitG=(V, X% P,S)avec

V ={ab,S,B}

2 ={a, b}

P={S — aSB|aB; B — b}

On construit I’automate M = (Z, I, S, Q, q0, F , d) tel que
r={S,B}

Q={q0}, F=9

& contient

(q0, a, S) — (q0, SB)

(90, a,S ) — (q0, B)

(q0, b, B) — (q0, €)

Grammaire algébrique vers automate a pile : exemple
SoitG=(V,% P,S)avecV={a, + *(,),S,A B, C}HLZ={ab + ()}

S—a S —(SC
S — aAS A —+
S — (SCAS B —x

S — aBS C—)
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S — (SCBS
On construit I’automate M = (£, I,S,Q,q0,F,d)telque '={S,A,B,C},Q={q0},F=
@ et 3 contient

(90,3, S) — (00, €) (90,(;S) — (90,SC)
(90,3, S)— (0, AS) (90, +,A) — (00, ¢)
(@0, (, S) — (g0, SCAS ) (@0, *,B) — (g0, €)
(90,3, S) — (0, BS) (90,),C) — (00, ¢)

(0, (;S) — (g0, SCBS)

9. Automate a pile vers grammaire algebrique
On présente un algorithme de passage d’un automate a pile a une grammaire algébrique
A tout couple (p, q) d’états de I’automate, et a tout X de la pile, on associe un non terminal de
la forme (p, X, Q).
On associe toutes les lectures possibles dans 1’automate pour obtenir la grammaire sans savoir
a priori lesquelles vont vider la pile
A la fin, on nettoie la grammaire obtenue

Automate a pile vers grammaire algébrique : algorithme

Soit M = (X, T, Z0, Q, q0, F, 8). On veut construire G = (V , Z, P, S ) équivalente.

V={(@ X,p)petgeQ, XeT} U{S}

P20

Pour tout étatq € Q, P — P U {S — (q0, Z0, q)}

Pour toute transition (q, a, X ) — (p, €) de d faire P <P U {(q, X, p) — a}

Pour toute transition (q, a, X ) — (p, Bm . .. B1) de & faire Pour tout m-uplet d’états g1, . . .,
gm de Q faire

P —PuU{(g, X, gm)— a(p, Bm, ql)(ql, Bm—1,q2) ... (qm—1, Bl, gm)}

Automate a pile vers grammaire algébrique : exemple
g, Z0/e b, Tle

b, T/e

a,Z0/Ta T/TT
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V={@ X,ppetgeQ, Xel'} U{S}

V = {S ) (qov ZO’ CIO), (qo, ZO! q1)1 (ql’ ZO, qO), (ql’ ZO, ql),
(0, T, q0), (90, T, q1), (91, T, q0), (a1, T, q1)}

P—2o
Pour tout état g € Q, P «— P U {S — (q0, Z0, q)} P — { S— (q0, 20, q0) , S— (q0, Z0,
ql) }

Pour toute transition (q, a, X ) — (p, €) de d faire

P—PU{{Q,X,p)—a} P
(q0, 20, q0)— ¢
(@0, T,gl)— b
(913, T,gl)—b

Pour toute transition (g, a, X ) — (p, Bm . . . B1) de & faire Pour tout m-uplet d’états q1, . . .

gm de Q faire
P —PU{(q X, qm)—a(p, Bl, ql)(ql, B2, q2) ... (qm~1, Bm, qm)}

Pour toute transition (g, a, X ) — (p, Bm . . . B1) de & faire Pour tout m-uplet d’états q1, . . .

gm de Q faire
P —PU{(q, X, gm)— a(p, Bl, ql)(ql, B2, q2) . .. (qm—1, Bm, qm)}

(90, Z0, q0)— a(q0, T, q0)
(90, Z0, q1)— a(q0, T, ql)

Pour toute transition (q, a, X ) — (p, Bm ... B1) de 8 faire Pour tout m-uplet d’états g1, . . .

gm de Q faire

P«—PuU{(q,X,qgm)— a(p,Bl, ql)(ql, B2,q2) ... (gqm—1, Bm, qm)}
(90, T, q0)— a(q0, T, q0)(q0, T , q0)

(q0, T, q0)— a(q0, T, q1)(q1, T, q0)

(90, T, ql)— a(q0, T, q0)(q0, T, g1)

(q0, T, ql)—a(q0, T, q1)(ql, T, ql)

On récapitule :
AV ={S, (qo, Z0, q0), (q0, Z0, q1), (91, Z0, gO), (q1, Z0O, q1),
(qo’ T 1 qo)’ (qo’ T 1 ql)’ (ql’ T 1 qo)7 (ql’ T 1 ql)}

S—(qo, Zo, qo)
S—(qo, Zo, q1)
(9o, Zo, go)—¢
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(4o, T, q1)—b

(d1, T, q)—b

(9o, Zo, go)—a(do, T , qo)

(o, Zo, g2)—a(do, T, q1)

(do, T, go)—a(do, T, o)(qo, T , o)
(%o, T, go)—a(do, T, g1)(q1, T, do)
(%o, T, g1)—a(do, T, go)(qo, T , 01)
(%o, T, g1) — a(do, T, q)(qs, T, 01)

Automate a pile vers grammaire algébrique : exemple

On renomme :
VvV = {S ' (q01 ZO’ QO), (q01 ZO! q1)1 (ql’ 201 qO), (qlv 201 q1),
(qO’ T 1 qo)’ (qO’ T 1 ql)’ (ql’ T 1 q0)1 (ql’ T 1 ql)}

S—(qo, Zo, qo)

S—(Qo, Zo, g1)

(do, Zo, Go)— €

(%o, T, g1)—b

(q1, T, g1)—b

(9o, Zo, go)—a(do, T , qo)

(o, Zo, g1)—a(do, T, O1)

(do, T, go)—a(do, T, o)(qo, T , do)
(9o, T, go)—a(do, T, q1)(qz, T, do)
(9o, T, g1)—a(do, T, do)(qo, T, 0fa)
(9o, T, g1)—a(do, T, q1)(qs, T, 1)

Automate a pile vers grammaire algébrique : exemple

On renomme :
vV={S,ABC,DE,F,G,H}

S — A B — aF
S — B E — aEE
A — ¢ E — aFG
F — b F — aEF
— b F — aFH




Symboles productifs : {A, F,H, S, B}

& OnsupprimeC,D,E,G

On nettoie :

Symboles productifs : {A, F,H, S, B}

& OnsupprimeC,D,E,G

V={S,A B,F,H}
S—A

S—B

A—e

B—aF

F—b

H—bF — aFH

& On nettoie :

V={S,A BF,H}

S—A B—aF
S—B F—b
As F—aFH
H—b

Symboles productifs : {A, F,H, S, B}
& OnsupprimeC,D,E, G

Symboles accessibles : {S, A, B, F, H}
Suppression des régles unitaires

& On nettoie :

V ={S,A B,F,H}
S—e

S—aF

F—b

F—aFb

Symboles productifs : {A, F,H, S, B}
— OnsupprimeC,D,E, G
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Symboles accessibles : {S , A, B, F, H}
Suppression des regles unitaires

Automate a pile vers grammaire algébrique : exemple
g, Z0/e b, Tle

b, T/e

a,Z0/Ta, T/TT

On obtient :
S — €
S — aF
F — b
F — aFb

10. Cloture des langages algebriques

Cldture par union
Soient L1 et Lo deux langages algébriques.
Alors L1 U L est un langage algébrique.

Preuve par construction :

Soient G1 = (V1, X1, P1, S1) et G1 = (V2, £2, P2, S2) engendrant L1 et L2 et tels que (V1 \
1) N(V2\X2)=0etS/e V1 UV 2 (etsinon on renomme)

On construit G=(V, X, P, S) telle que :

V=V1iuV2u{S}

=31UZX2

P=P1UP2uU {S — S1|S2}

Cléture par concaténation

Soient L, et Lo deux langages algébriques.
Alors Li.L> est un langage algébrique.




Preuve par construction :

Soient G1 = (V1, X1, P1, S1) et G1 = (V2, X2, P2, S2) engendrant L1 et L2 et tels que (V1 \
)N (V2\x2)=0etS/eV1uUV 2 (etsinon on renomme)

On construit G=(V, Z, P, S) telle que :

V=V1iuV2u{S}

X=3X1U2X2

P=P1lUP2uU {S — S1S2}

Clbture par opération étoile
Soit L un langage algébrique. Alors L* est un langage algébrique.

Preuve par construction :

Soit G1 =(V1, X1, P1, S1) engendrant le langage L

On construit G = (V, X, P, S ) engendrant le langage L+ telle que :
V=V1uU{S}

=21

P=PluU{S —¢S1S}

Exemple

Peut-on trouver une grammaire algébrique pour L={aibjck [i=jouj =k} ?

L se décompose en I’union de

L1={aibjckl|i=j,k>0}

L2={aibjckl|i>0,j=k}

L1 = {aibjckl|i=j, k> 0} estla concaténation de {ai bj |i = j} et {ck k> 0}
L2 = {aibj ck |i>0, j =k} est la concaténation de {ai |i >0} et {bj ck |j = k}

Exemple, suite

{ai bj [i = j}

S1 — glaS1b

{ck k> 0}

S2 — g|cS2
L1={aibjckl|i=j,k>0}
S1 — glaS1b

S2 — g|cS2

SL, — S1S2
L2={aibjck|i>0,j=k}
S3 — ¢g[aS3

S4 — g|bS4c

SL, — 8384
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{aibj i =]}

S1 — glaS1b

{ck k> 0}

S2 — g|cS2
Ll1={aibjck|i=j,k>0}

S1 — glaS1b

S2 — 8|CSZSL1 — S1S2
L2={aibjckl|i>0,j=k}

S3 — glaS3

S4 — |bS4c

SL, — S354
L={aibjckli=jouj=k}G=(V,X, S,P)
V={81,82,S3,54,5L1,SL,,S}

>={a, b, c}P:

S1 —>8|a81b
S2—  ¢[cS2
Sty — S1S2
Sz —¢[aSs
Sa —>8|bS4C
Sty —S3Ss

S—>SL1 |S|_2

Cldture par intersection
La classe des langages algébriques n’est pas close par intersection
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Série d’exercices VI

Exercice 1.
Donner I’automate a pile permettant de reconnaitre chacun des langages suivants :
a) {a"™ [nm>0etn<m}
b) {a"b™c’(n+m) |n,m >0}
c) {@"b™ |[nm>0etn<m<2n}
d) {a™b*a™b¥/m > letl <k <n}

Exercice 2.

Donner des automates a pile reconnaissant les langages suivants :
a) Li={ue{a b} |ua=|upb}
b) L2 ={u € {a, b}/ |u]a> |ulp}
c) Ls={u e {a, b}/ |ula = 2Julp}

Exercice 3.
Pour chacun des langages des exercices précédents, donner une grammaire qui génere le
méme langage.

Exercice 4

Donner I’automate "a pile qui permet de reconnaitre le langage des palindromes de longueur
paire (non nulle) sur I’alphabet {a, b}. L’automate obtenu est-il d"déterministe ? Justifiez
votre réponse.

Si ce n’est pas le cas, pourriez-vous proposer un automate déterministe qui reconnaisse ce
langage ? Comment modifier 1’automate obtenu pour reconnaitre tous les palindromes (pairs
et impairs) ?

Exercice 5.

On considere I’automate a piles P = ({q,p}, {0,1}, {Z0,X},6,0,Z0, {p}) dont on définit &
comme suit :

8(a, 0,20) = {(a,XZ0)}

8(a, 0,X) = {(a,.XX)}

8(a, 1,X) = {(a.X)}

8(a.&,X) = {(p, &)}

3(p, &,X) ={(p, &)}

8(p, 1,X) = {(p.XX)}

3(p, 1,.Zo) = {(p, &)}

Décrire le comportement de P sur les entrées suivantes : 01 ; 0011 ; 010



Exercice 6.

On considere I’automate a pile P de I’exercice précédent. Soit L le langage reconnu par P par
état final et Lo celui qu’il reconnait par pile vide.

1. Construire un automate a pile P1 reconnaissant L par pile vide.

2. Construire un automate a pile P> reconnaissant Lo par état final.

Exercice 7.

Décrire un automate a piles acceptant les langages suivants (1’acceptation peut se faire par état
final ou par pile vide) :

1.{0"1"/n>1}

2. L’ensemble des mots sur 1’alphabet {0,1} tels qu’aucun de leur préfixe n’a plus de 1 que de
0.

3. L’ensemble des mots sur I’alphabet {0,1} ayant autant de 0 que de 1.
4.{a'blck/i=jorj=k}

Exercice 8.

Soit P un automate a pile reconnaissant un langage L =N(P) par pile vide.

Supposons que € ¢ L. Montrer comment modifier P pour qu’il reconnaisse L U{e} par pile
vide.

Exercice 9.
On considére un automate a piles P = ({00,01,02,03, f }, {a,b}, {Zo, A,B},5,00,Z0, { f }).
Les regles définissant & sont définies ci-dessous :

8 (Go,a,Z0) = (1, AAZo)

8(0o,b,Z0) = (g2,BZ0)

(o, £,20) = (T, &)

d (q1,a, A) = (g1, AAA)

3(qu,b, A) = (a1, €)

8(qs, €,20) = (qo,Z0)

5(02,:2,B) = (g3, €)

8(g2,b,B) = (92,BB)

8(02, &,Z0) = (qo,Zo)

3(0s, €,B) = (02, €)

8(0s, €,Z0) = (d1, AZo)

1. Montrer que le mot bab € L(P)

2. Montrer que abb € L(P)

3. Décrire le contenu de la pile aprés lecture de b’a*
4. Quel est le langage reconnu par P ?
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Exercice 10.

Grammaires ambigués
a) Ecrire une grammaire hors-contexte qui génére le langage L = {a'bicX|i = j ou i = k}
b) Votre grammaire est-elle ambigué? pourquoi?

Exercice 11.
Déterminisme
a) Dessiner un automate a pile déterministe A qui reconnait le langage {m#m™|
me{a,b}+}
b) Simuler le comportement de A sur I’entrée abba#abba
c) Dessiner au automate a pile A° qui reconnait le langage {mm~| m € {a,b}*}
d) Simuler le comportement de AO sur I’entrée abbaabba — Est-il possible de
déterminiser AQ ?

Exercice 13.
Automates et grammaires
a) Dessiner un automate a pile qui reconnait le langage des expressions régulieres sur
I’alphabet {a,b}
b)Donner une dérivation gauche de 1’expression a*(b+c)
¢) Dessiner un analyseur gauche pour le langage des expressions réguliéres sur 1’alphabet
{a,b}

d)Dessiner 1’arbre de dérivation que produit I’analyseur pour le mot a+b*aa

Exercice 14
On considére la grammaire G = ({e,p} ; {S};S;{S —SpS|e}).
1) Quel est le type de cette grammaire ? Justifier.
2) Donner I’arbre de dérivation du mot epepe.
3) Montrer que G est ambigué ?
4) Décrire le langage L(G) engendré par la grammaire G.
5) Mettre la grammaire G sous forme normale de Chomsky.
6) On considére I’automate a pile M = ({0}, {e,p}, {Z0,X},3,1,Zo, &) dont on définit &
comme suit :
8(0, p,Zo) = {(0,XXZo)}
8(0, p,X) = {(0,XXX)}
8(0, e,X) = {(0, &)}
5(0,e, Zo) = {(0, &)}

a) Construire le graphe de M.
b) Exécuter M pour le mot pepee.
¢) Quel est le mode d'acceptation de cet automate. Justifier.
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Exercice 15

Soit la grammaire G1 = ( {c,d} , {S, X}, S, {S—cXd; X —>cSd; Xd—>¢c}).

1) Montrer que G1 est de type 0.

2) Trouver une grammaire G2 de type 2 équivalente a G1.

3) Donner l'arbre de dérivation gauche du mot c>d* par G2.

4) G2 est-elle ambigué ? Justifier.
5) Calculer le langage L(G2) généré par G2.

6) Mettre G2 sous forme normale de Greibach puis construire un automate a pile associé a

G2.
Exercice 16

Soit I’automate a pile ci-dessous.

1. Donner les différentes étapes de reconnaissance du mot baa0Oaab.

2. Quel est le mode d'acceptation de cet automate ?

3. Quel langage est accepté par cet automate ?

a, elA

a,Ale

U

b, /B

0,ele

U

b,B/¢
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