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Module : Formulation variationnelle

Chapitre II : Espaces de Sobolev (1)

1 Notion de dérivée faible et espaces de Sobolev

Soient u € C*(R), v € L (R). On a les deux propriétés suivantes sont équivalentes
1.
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(Montrer cette équivalence). On peut donc adapter la premiére formule ci-dessus comme
définition de la dérivée de u (dés que u est de classe C') et de plus v est la dérivée de
la distribution réguliére T,. Maintenant, si u n’est pas de classe C!, alors l'existence de
telle fonction v € Li (Q) est équivalente a dire que la distribution 7)) € Li (). C’est
a dire u doit étre appartient a l'espace des fonctions {w € Ll _(Q) : T! € Li ()}
Ce type d’espaces est appelé espace de Sobolev. Donc la notion de dérivée donnée par
la formule (1) qui s’appelle dérivée faible, est plus générale que la notion classique, car
il coincide avec la dérivée classique lorsque elle existe et de plus elle garde la formule
d’intégration par partie valable dans un espace plus vaste que C!, & savoir l'espace de
Sobolev. Ce qui est important dans la résolution des équations aux dérivées partielles. De
plus, ces espaces avec leurs normes associées forme des espaces de Banach séparables et
réflexifs, contrairement aux espaces C!, et elle sont commode et serviable pour appliquer
les différentes méthodes dans la résolutions des équations aux dérivées partielles comme
les méthodes variationnelles (I’objet de chapitre III), la méthode de point fixe ...etc.
On précisera maintenant les définitions dans un cadre plus générale et on a :

Définition 1.1. Soient Q C RN un ouvert, u, v € L _(Q).

loc

1. On dit que v est la dérivée partielle faible de uw par rapport a x;, si

/v edr = — / u Ojpdx, Yo € D(Q). (1.1)
Q Q

Autrement dit, si _ Sl n’y a pas de confusion, on écrira Oyu

au lieu de i} ou -

2. Pour a € NV, on dit que v est la dérivée faible de u d’ordre o si

/v pdx = (—1)k / u D%dz, Ve € D(Q). (1.2)
0 Q

Autrement dit, si _ La méme chose, on écrira D% au lieu
- |




Remarque 1.1. Rappelons que les distribution 0;T,, D*T, sont définies respectivement
par

(0T, p) = — / u Oypdx, Ve € D(Q).
Q

(DT, ) == (—1) / u D%dz, Vo € D(Q).
Q

Définition 1.2. Soit Q un ouvert de RY.

1. L’espace de Sobolev d’ordre 1 est ’ensemble

o {u:Q — R mesurable | u,0u € L*(Q), i=1,...,N}. (1.3)

H(Q)

2. L’espace de Sobolev d’ordre k € NU {400}, est ’ensemble

H*(Q) o {u:Q — R mesurable | u,D% € L*(Q), Ya € NV avec |a| < k}.
(1.4)

(Ou d;u, D sont dans le sens de la définition [1.1]).
Dans un cadre plus générale, on définit les espaces de Sobolev comme suivant

Définition 1.3. Soit Q un ouvert de RV, et Soit 1 < p < +o0.

1. L’espace de Sobolev d’ordre 1 est ’ensemble

o {u:Q — R mesurable | wu,0u € LP(Q), i=1,..,N}. (1.5)

wWh(Q)

2. L’espace de Sobolev d’ordre k € NU {400}, est ’ensemble

WhP(Q) &f {u:Q — R mesurable | u,D% € LP(Q), Ya € NV avec |a| < k}.
(1.6)
(Ou d;u, D sont dans le sens de la définition [1.1]).
Exercice 1.1. Soit u la fonction définie sur | — 1,1[ par u(z) = |x|. Montrer que u €

H'Y(—1,1).

Solution. Il est claire que v € L?(—1,1). Calculons sa dérivée faible v si elle existe.
On a pour tout ¢ € D(—1,1) :

1 1 0 1
/ vodr = —/ 2| da = —/ edz + / edx  (aprés intégration par partie).
_ 1 1 -

1 1
d’ot ( [
—1 si z€(-1,0
v(z) _{ 1 si x€]0,+1)

et onau,v € L*(—1,1) (évident). Donc u € H*(—1, 1), mais elle n’est pas dans C*(—1, 1).
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Remarque 1.2. On peut montrer facilement que les fonctions continues et C* par mor-
ceaur appartiennent auz espaces de Sobolev WHP(Q).

_ 1.2. Trouver les valeurs de o de sorte que la fonction u(x) = x% soit dans
H'(0,1).

Solution. On a
1
u € L*0,1) <:>/ r*dr < 00 = a > —1/2
0

Soit v la dérivée faible (si elle existe). Alors, pour tout ¢ € D(0,1) :

1 1 1 1
/ vodr = —/ up'dr = / vpdr = a/ z* Loda.
0 0 a 0

Dot v(z) = ax® L.

1
ve L*0,1) < / 2?0 Ddy < 0o = a > 1/2
0

Donc u € H'(0,1) <= a > 1/2.
IEXereicel 1.3. Soit QO = Bi(0) la boule unité de RN . Considérons la fonction suivante

u: Q) — Ry
r — u(x) = |z]*

Trouver les valeurs de « telles que u € H'(By(0)).

Solution. On utilise le changement de variable polaire z = rw ou 0 < r < 1 et
|lw| = 1. On a dz = ¥~ !drdw. D’ou

1
/]u(x)|2dx:/\x|2adx:/ dw/ r2etN=1qp,
0 Q Jwl=1 0

On a f\w\:1 dw < oo (car c’est le volume de la boule unité). Et on a

1
/ P2t Ny < 400 <= a > —N/2.
0

Donc u € L*(Q) si et seulement si @ > —N/2. D’autre part, on a dyu(z) = o|z|* 2z,

Vo € Q\ {0}. Donc

N
(Vi:0u e L*(Q)) — Z/ |Oul’dz < 00 <= a/ |z|**2dr < oo
i=1 79 Q

1
N
= a/ dw/ T2“+N_3dr<:>a>—5+1.
|w|=1 0

Dot u € H' () si et seulement si @ > 1 — N/2.
Quant a la structure de ces espaces, on a les résultats suivants :
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Théoréme 1.1. Pour 1 < p < oo, l'espace W'P(Q) est un espace de Banach avec la
norme sutvante

1/p
[ullwre@) = <IUH )+ZH<9UHLP(Q> ~ (1.7)

Remarque 1.3. 1. La norme définie ci-dessus est équivalente aur normes suivantee

N
lull = llullr@ + Y 9l ooy
i=1

[l = max{[|ul| o), 1Oiull o), i = 1, ..., N},
2. Si la suite {u,}, est convergente vers u dans W?(Q). alors
N 1/p
[un = ullwir@) = (Hun = ullZaqy + D 0 - 3@'1&!\2(9)) — 0.
i=1
Ce qui implique que
[n — ullfp) — 0, 10un — OullTpiq) — 0, Vi=1,...,N.

Par conséquent

U, — U

D
Oy — O, Vi dans LP(52).

(up — u dans WHP(Q)) <= {

Théoreme[L 1. Montrons que ||.||w1r(q) définit une norme sur W#(Q). La propriété
de la séparation et de I’homogénéité sont évidentes. Pour l'inégalité triangulaire,
appliquer l'inégalité de Minkowski :

N 1/p N 1/p N 1/p
(Z | + ?/z’|p> < (Z ‘$i|p> + (Z |yi’p) (1.8)
i=1 i=1 i=1

2. Montrons que W1?() est un espace complet, c’est a dire toute suite de Cauchy est
convergente. Soit {u,}, une suite de Cauchy dans W'?(Q). Alors Ve > 0, Ing €
N,Vm,n > ng :

N 1/p
Hun — um||W1,p(Q) - <Hun - Um”ip(g) + Z Hazun - azum”iﬁ(())) S €.
i=1

D’ou Ve > 0, dng € N,Vm,n > ng :

|tn, — U ||r() < € et ||0stn — Oti || L) < €, Vi=1,...,N.



Donc les suites {uy, }, et {0;u,}n sont de Cauchy dans LP(€2) qui est complet, elles
sont convergente respectivement vers u, v; € LP(Q2) pour ¢ = 1,..., N. D’autre part,
I'espace LP(§2) < D'(€2). On a donc

<un 5 u dans LP(Q)) = (un % u dans D’(Q))
— (&un 5 9;u dans D’(Q))
et onapourz=1,...,N.
<8iun 5 v; dans LP(Q)> — <8iun 5 v; dans D'(Q)) :

Par unicité de la limite, on en déduit que d;u = v;, pour tout ¢ = 1,..., N. Donc
{u,} est convergente vers u dans WP (Q).

]

Théoréme 1.2. L’espace de Sobolev H'(Q) est un espace de Hilbert avec le produit
scalaire sutvant

(U, v) g1 () == /Q (uv + Vu.Vo)dz. (1.9)

La preuve est immédiate.
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