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Module : Formulation variationnelle

R 1. Soit {1}, une suite des distributions converge vers T dans D'(). Montrer
que {D°T,}, est convergente ver DT dans D'() pour tout multi-indice o € NV,

Solution :
Rappelons que

T, — T dans D'(Q) <= Yo € D(Q) : (T, p) — (T, ¥).
Soit ¢ € D(2). On a
(DT, ) = (=1)I°UT;,, D) — (=1)'*(T, D) := (DT )

_ 2. Soit f : R — R une fonction définie par

x six € [0,1]
fle) =9 —o+2 sizell,4]
0 atlleurs

1. Montrer que f € L*(R).
2. Est ce que f € H'(R).

Solution :

1. On a
+oo 1 4
/ fide = / r?dw +/ (—x +2)*dz < oco.
—00 0 1

Donc f € L*(R).
2. On calcule la dérivée v de f (au sens des distributions). Soit ¢ € D(R). On a

1 4
/Ugodx = —/fgp’dx = —/ J;gp’dx—/ (—x +2)¢'dx
R R 0 1

1 4
T / o — (2 + 2)g]! — / ol
0 1
1 4
= /godx—/ wdz + 2¢(4)
0 1
= <w+254790>

ot w = 1sur (0,1), w= —1sur (1,4), et w = 0 ailleurs. Donc v = w — 244 ¢ L*(R).
D'ou f ¢ H'(R).

RS 3. soit f:(0,1) > R, 2 f(z) = 2°.
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1. Montrer que f € L'(0,1) si et seulement si o > —1.
2. Montrer que f € H'(0,1) si et seulement si a > 1/2.
3. Montrer que f € H1(0,1) si et seulement si o > —3/2.

Solution :
1. On a 1
0
car
1/2
! _ 1 o 1 .
/ r%vdz| = |Oé-1‘r1| <[1’ +1]0) sia# —1
’ (I]p)"” G- 1
400 sia<—1
= ﬁ sia>—1
+oo sia=-1
2. On a

1
f€L2(0,1)<:>/ r?dr < 00 = 2a > —1 <= a > —1/2
0

Soit v la dérivée faible (si elle existe). Alors, pour tout ¢ € D(0,1) :

1 1 1
v, Q) = — 'de = —[fold +a [ 2 tpdr = [ 2% lpda.
(v, ) fe lo @ @
0 0 0
D’ou v(z) = ax® L.

1
v e L*0,1) <= / 220 Vdr <00 = 2(a—1) > —1 <= a > 1/2
0

Donc u € H'(0,1) <= a > 1/2.

3. On a d’apres le théoréeme de Riesz

1 1
fe HY0,1)| < 3Fwe H0,1): / fedx = / w'¢'dz, Vo € D(0,1)
0 0

—w" = f =z dans D’'(0,1)
w e HY(0,1)

£E&+2 . _

— we H(0,1), wx)={ (ath+2)’ vz €0, 1] s?a# !

zlnx —x, Vo €]0,1] sia=-1

= a+2>12|a>-3/2|

IR 1. Soit f une fonction continue sur Q0 et de classe C* par morceauz et
support borné dans 2. Montrer que f € HY(Q).
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Solution :| Comme f est continue sur €, et a support compact, alors elle appartient
a L?(Q). Comme f est C' par morceaux et a support borné, par définition, il existe une
famille finie d’ouverts {€; : i = 1, ..., m} deux a deux disjoints, telle que U™ ,Q; = suppf C
Q et f = f; est de classe C! sur chaque ;. Pour tout i # j, on pose I';; = 9Q; N ALY,
n'(z) est le vecteur normale unitaire extérieur en x € 9€;. On a
Vo € Ty i n'(z) = —n! ().

Do, en posant v := Jif (au sens des distributions), pour tout ¢ € D(2), on a

(v, ) = —/f@kgodx:—Z/ f Oppdx
Q i=1 /%

= Z (— fvnidS—l—/ Okf gpdx)
1 09 Q

D’autre part, on a

f: fonidS = i /fvnfgdS
i=1 v 0% TaRY

i =1, ¥ Vi

= Z /F fo(ni +nl)dS =0

1<i<j<m

Donc .
(v, ) = Z/ O f pda.
i=1 /S
Donc v(x) = Ok fio,(x), Vo € Q;, i = 1,...,m. D’autre part, on a

/v2d:c = Z/ vidr = Z/ 8kf‘29idx < 00
L i=1 /& i=1 /&

Dot v € L*(Q). Part conséquent f € H(Q).



