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Module : Formulation variationnelle

Exercice 1. Soit {Tn}n une suite des distributions converge vers T dans D′(Ω). Montrer
que {DαTn}n est convergente ver DαT dans D′(Ω) pour tout multi-indice α ∈ NN .

Solution :
Rappelons que

Tn −→ T dans D′(Ω)⇐⇒ ∀ϕ ∈ D(Ω) : 〈Tn, ϕ〉 −→ 〈T, ϕ〉.

Soit ϕ ∈ D(Ω). On a

〈DαTn, ϕ〉 := (−1)|α|〈Tn,Dαϕ〉 −→ (−1)|α|〈T,Dαϕ〉 := 〈DαT, ϕ〉

Exercice 2. Soit f : R −→ R une fonction définie par

f(x) =


x si x ∈ [0, 1]
−x+ 2 si x ∈ [1, 4]
0 ailleurs

1. Montrer que f ∈ L2(R).
2. Est ce que f ∈ H1(R).

Solution :

1. On a ∫ +∞

−∞
f 2dx =

∫ 1

0

x2dx+

∫ 4

1

(−x+ 2)2dx <∞.

Donc f ∈ L2(R).
2. On calcule la dérivée v de f (au sens des distributions). Soit ϕ ∈ D(R). On a∫

R
vϕdx := −

∫
R
fϕ′dx = −

∫ 1

0

xϕ′dx−
∫ 4

1

(−x+ 2)ϕ′dx

= −[xϕ]10 +

∫ 1

0

ϕdx− [(−x+ 2)ϕ]41 −
∫ 4

1

ϕdx

=

∫ 1

0

ϕdx−
∫ 4

1

ϕdx+ 2ϕ(4)

= 〈w + 2δ4, ϕ〉

où w = 1 sur (0, 1), w = −1 sur (1, 4), et w = 0 ailleurs. Donc v = w− 2δ4 6∈ L2(R).
D’où f 6∈ H1(R).

Exercice 3. Soit f : (0, 1)→ R, x 7→ f(x) = xα.
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1. Montrer que f ∈ L1(0, 1) si et seulement si α > −1.
2. Montrer que f ∈ H1(0, 1) si et seulement si α > 1/2.

3. Montrer que f ∈ H−1(0, 1) si et seulement si α > −3/2.

Solution :

1. On a

f ∈ L1(Ω)⇐⇒
∫ 1

0

xαdx <∞⇐⇒ α > −1.

car ∣∣∣∣∫ 1

0

xαvdx

∣∣∣∣ =

 1
|α+1|

(
[xα+1]

1
0

)1/2

si α 6= −1

([lnx]10)
1/2 si α = −1

=


+∞ si α < −1

1
|α+1| si α > −1

+∞ si α = −1

2. On a

f ∈ L2(0, 1)⇐⇒
∫ 1

0

x2αdx <∞⇐⇒ 2α > −1⇐⇒ α > −1/2

Soit v la dérivée faible (si elle existe). Alors, pour tout ϕ ∈ D(0, 1) :

〈v, ϕ〉 := −
∫ 1

0

fϕ′dx = −[fϕ]10 + α

∫ 1

0

xα−1ϕdx =

∫ 1

0

xα−1ϕdx.

D’où v(x) = αxα−1.

v ∈ L2(0, 1)⇐⇒
∫ 1

0

x2(α−1)dx <∞⇐⇒ 2(α− 1) > −1⇐⇒ α > 1/2

Donc u ∈ H1(0, 1)⇐⇒ α > 1/2.

3. On a d’après le théorème de Riesz

f ∈ H−1(0, 1) ⇐⇒ ∃!w ∈ H1
0 (0, 1) :

∫ 1

0

fϕdx =

∫ 1

0

w′ϕ′dx, ∀ϕ ∈ D(0, 1)

⇐⇒
{
−w′′ = f = xα dans D′(0, 1)
w ∈ H1

0 (0, 1)

⇐⇒ w ∈ H1
0 (0, 1), w(x) =

{
− xα+2

(α+1)(α+2)
, ∀x ∈]0, 1[ si α 6= −1

x lnx− x, ∀x ∈]0, 1[ si α = −1

⇐⇒ α + 2 > 1/2⇐⇒ α > −3/2 .

Exercice 4. Soit f une fonction continue sur Ω et de classe C1 par morceaux et à
support borné dans Ω. Montrer que f ∈ H1(Ω).
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Solution : Comme f est continue sur Ω, et à support compact, alors elle appartient
à L2(Ω). Comme f est C1 par morceaux et à support borné, par définition, il existe une
famille finie d’ouverts {Ωi : i = 1, ...,m} deux à deux disjoints, telle que ∪mi=1Ωi = suppf ⊂
Ω et f = fi est de classe C1 sur chaque Ωi. Pour tout i 6= j, on pose Γij = ∂Ωi ∩ ∂Ωj,
ni(x) est le vecteur normale unitaire extérieur en x ∈ ∂Ωi. On a

∀x ∈ Γij : ni(x) = −nj(x).

D’où, en posant v := ∂kf (au sens des distributions), pour tout ϕ ∈ D(Ω), on a

〈v, ϕ〉 := −
∫

Ω

f ∂kϕdx = −
m∑
i=1

∫
Ωi

f ∂kϕdx

=
m∑
i=1

(
−
∫
∂Ωi

fvnikdS +

∫
Ωi

∂kf ϕdx

)
D’autre part, on a

m∑
i=1

∫
∂Ωi

fvnikdS =
m∑

i,j=1,i 6=j

∫
Γij

fvnikdS

=
∑

1≤i<j≤m

∫
Γij

fv(nik + njk)dS = 0

Donc

〈v, ϕ〉 =
m∑
i=1

∫
Ωi

∂kf ϕdx.

Donc v(x) = ∂kf|Ωi(x), ∀x ∈ Ωi, i = 1, ...,m. D’autre part, on a∫
Ω

v2dx =
m∑
i=1

∫
Ωi

v2dx =
m∑
i=1

∫
Ωi

∂kf
2
|Ωidx <∞

D’où v ∈ L2(Ω). Part conséquent f ∈ H1(Ω).
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