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Module : Formulation variationnelle

Chapitre II : Espaces de Sobolev (2)

IEREIEEE 1 (Primitive d’une fonction de L1 ). Soit u une fonction de L. (I) o I est
un intervalle de R. Sotent ¢ € I et v la fonction définie par

v(x) = /93 u(t)dt, Vx € l.

1. Montrer que la dérivée faible de v est égale a u, et quev € C(I) (v s’appelle primitive

de u).
2. Déduire que si I est borné et u € L*(I), alors v € WH(T).

3. Déduire que siu € WVY(I), il existe une fonction u continue sur I telle que u = u
p.p. sur 1.

Solution :
1. On pose I =]a,b[. Soit ¢ € D(I). On a

Wi =—tog) = - [ o)l (x)de = / b [ / xu(t)dt] o (x)da

_ _/ac [/ju(t)dt] ¢'<x)da:—/cb U;u(t)dt} ¢ (x)da

b [ /t b go’(m)dt} w(t)dz (par Fubini)

Donc v = wu.
Pour la continuité, on a pour tout x € I, h € R assez petit :

z+h
lv(x+h) —v(x)| = / u(t)dt = /X[I,Hh] (t) u(t)dt

1

(o x est la fonction caractéristique). On a

Vh | Xparn (Out)] < u(t), |Xwwin(t) u(t)] =0 p.pte€l, quand h — 0.
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D’otu, d’aprés le théoréme de convergence dominé de Lebesgue
lo(z + h) — v(z)] = / Nowen(£) w(B)dt —> 0 quand b — 0.
I

Donc v est continue sur /.

2. On a v =wu € LY(I). 1l reste & montrer que v € L*(I). On a

/I]v\dx:/l /ju(t)dt

D’ou v € L'(I).

3. Comme u € WH(I), alors u' € L*(I). D’aprés la question 1), la fonction v définie
sue [ par

dz < //|u(t)\dtd$ < lullprry x ] < oo.
1J1

o(z) = / Cwdt, o e T.

est dans C(I), et v/ = u' dans D'(I). (Notons que I'on peut prendre x € I car
v € inL(I), contrairement & la réponse de question 1), ot u est seulement dans
Li.)). Donc u = v+ C p.p. sur I. Il suffit donc de choisir u = v+ C € C(I). Ce qui

loc
donne

u(z) =u(zr) = /r u'(t)dt + C p.p. z € 1.

IEREIEIEE 2> (Prolongation dans Wh1). Soient p > 1, u € WU'P(R%) et Pu la fonction
définie sur R par

Pu(z) = { u(x)  siz>0

u(—x) six <0
1. Montrer que P(u) € W1P(R).
2. Montrer que P : W'P(R%) — WP(R) est linéaire et continue.

1. On a

/]R |PulPdz = /OOO |u(z)[Pda + /_(; |u(—x)|Pdx /Ooo |u(z)[Pdz + /Ooo lu(z) [P

= 2lullzs,, < +oo.

Donc Pu € LP(R). Montrons que la dérivée au sens des distributions de Pu appar-
tient & LP(R). D’aprés la question 4) de l’exercice précédent, on a

u(z) = / o' (t)dt + co, p.p. x>0,
0

u(—x) = /0 o' ()dt + co = /0 —u'(=t)dt + ¢y, p.p. x <O.
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Donc Pu(z) = [ v(z)dz + ¢y p.p. © € R, on

o(z) = { u'(x) siz >0

—u'(—z) siz >0

Ce qui donne (Pu)" = v dans D'(R). On peut vérifie aisément que v € LP(R). D’ou
(Pu) = v € LP(R). Par conséquent Pu € WP(R).

. On a d’aprés la question 1), HPuH’iP( 2||uHLp(]R et de la méme fagon on montre
que

1(Pw) e gy = ol oy = 201 70, -

Par conséquent

1/p
|Pulwis = (1P o + 1Pulltg) = 2" lullwisce.,

Ce qui donne la continuité de P.



