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Exercice 1 Triangle de Pascal
On veut calculer les coefficients binomiaux
n n!

Cp = L] T Fm=hL

Rappelons les propriétés suivantes :

n n—1 n—1
SO sawocken

RHEABR

n
Question 1.1 Donner un algorithme récursif du calcul de 1 ) Evaluer sa complexité.

T
Question 1.2 Ecrire I'algorithme qui retourne ( & ) en utilisant la technique de la programmation dynamique. Evaluer

sa complexité.

Exercice 2 Probleme du stockage
Considérons n programmes P4,P»,..., P, qui peuvent étre stocker sur un disque dur de capacité D gigabytes.
— Chaque programme P;a besoin s;gigabytes pour étre stocké et a une valeur v;
T

— Tous les programmes ne peuvent pas étre stockés sur le disque :Z s; > D.
i=1
Les programmes stockés dans le disque dur doivent maximiser la valeur totale, sans dépasser la capacité du disque dur.
L’objectif est de concevoir un algorithme qui permet de calculer un tel ensemble.
Nous allons construire un tableau T dans lequel les lignes seront indexées par les programmes et les colonnes par les
valeurs. L'élément T[ij] représentera la valeur maximale pour un disque dur de capacité j a I'aide des i premiers
programmes.
Question 2.1 Donner la formule de récurrence.
Question 2.2 Donner l'algorithme utilisant la programmation dynamique.
Question 2.3 Donner la complexité de cet algorithme.

Exercice 3 Probléme Le chemin le plus long dans un graphe
Soit G = (V,E) un graphe orienté avec V = {vy,..,va}. On dit que G est ordonné s'il vérifie les deux propriétés suivantes :
1. Chaque arc de ce graphe est de la forme (i = j) sii <j
2. Tous les sommets sauf le sommet v, ont au moins un arc sortant.
Ici, par souci de simplification, nous supposerons qu'’il existe un chemin allant de v;vers v, pour touti = 1,..,n.
L’objectif est de trouver le chemin le plus long entre les sommets v; et v,.
Question 3.1 Montrer que I'algorithme glouton suivant ne résout pas correctement le probléeme.
1. u«vy;
2. L<0;
3. Tant qu'il existe un arc sortant du sommet u
(a) choisirl'arc (u = v;) tel que j est le plus petit possible
(b) u< s
(c) L«L+1;
4. retourner L
Question 3.2 Donner la formule de récurrence qui permet de calculer la longueur du chemin le plus long commengant
par v finissant par v-.
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Question 3.3 Donner un algorithme qui retourne la longueur du chemin le plus long commencant par v; finissant par
Va.

Question 3.4 Modifier I'algorithme précédent afin qu’il retourne le chemin.

Question 3.5 Donner la formule de récurrence permettant de calculer le chemin de poids maximum commencant par
vi finissant par v,

Question 3.6 En d’déduire I'algorithme.

Question 3.7 Donner la formule de récurrence qui permet de calculer le chemin de poids maximal de "arcs commencant
par v1 finissant par v;. En déduire I'algorithme.

Exercice 4 Planning
Considérons un chef de projet qui doit gérer une équipe en lui affectant un projet qui dure une semaine. Le chef de projet
doit choisir si il prend un projet stressant ou non stressant pour la semaine.
1. Sile chef de projet choisit le projet qui n’est pas stressant durant la semaine i, alors I’entreprise recoit un revenu
j-
2. Sile chef de projet choisit le projet qui est stressant durant la semaine i, alors I'entreprise recroit un revenu h; et
I’équipe ne travaille pas durant la semaine i — 1
Exemple : Si chef de projet choisit de se reposer a la semaine 1, puis de prendre le projet stressant a la semaine 2, puis
de prendre les projets non-stressant a la semaine 3 et 4. Le revenu total est de 70 et il correspond au maximum.
semaine 1 semaine 2 semaine 3 semaine 4

10 1 10 10h 5 50 5 1
Question 4.1 Montrer que I'algorithme suivant ne résout pas correctement le probléme.
1. pour chaque itération i = 1,..,n
(@) sihu1> i+ wialors
i. Choisir ne pas travailler a la semaine i
ii. Choisir le projet stressant a la semaine i+1
iii. Continuer a literationi + 2
(b) sinon
i.  Choisir le projet non-stressant a la semaine i
ii. Continuer a literationi+ 1
Question 4.2 Donner un algorithme qui retourne le revenu maximal que peut obtenir le chef de projet.

Exercice 5 Multiplications chainées de matrices.

On veut calculer le produit de matrices M = M1 M, ---M,. Multiplier une matrice pxq, par une matrice q x r en utilisant la
méthode standard nécessite pqr produits scalaires.

Question 5.1 Considérons 4 matrices A : 20x5, B: 5x100, C : 100x8, D : 5x30. On veut calculer le produit ABCD. En
fonction des parenthétisations, le nombre de produits varie.

D’déterminer le nombre de produits pour calculer ABCD, si on utilise les parenthétisations suivantes : ((AB)C)D ou
(A(BC))D

Question 5.2 Ecrire une formule de récurrence pour calculer c(i;).

Question 5.3 Ecrire un algorithme utilisant la programmation dynamique

Exercice 6.
1. Donner un algorithme de programmation dynamique pour résoudre le probleme suivant :
Entrée : une matrice A de taille n x m ot les coefficients valent 0 ou 1.
Sortie : la largeur maximum K d’un carré de 1 dans A, ainsi que les coordonnées (/, J) du coin en haut a gauche d’'un
tel carré (autrement dit pour toutj, j, I<i</+K-1,J<j<J+K-1,
Ali,j1=1).
2. Quelle est sa complexité ?

Exercice 7.

La bibliotheque planifie son déménagement. Elle comprend une collection de n livres by, by, . . ., b, Le livre b; est de
largeur w;et de hauteur h. Les livres doivent étre rangés dans I'ordre donné (par valeur de i croissante) sur des étageres
identiques de largeur L.
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1. On suppose que tous les livres ont la méme hauteur h = h;,1 <i < n. Montrer que I'algorithme glouton qui range les
livres cOte a cote tant que c’est possible minimise le nombre d’étagéres utilisées.

2. Maintenant les livres ont des hauteurs différentes, mais la hauteur entre les étageres peut se régler. Le critere a
minimiser est alors I'encombrement, défini comme la somme des hauteurs du plus grand livre de chaque étagére
utilisée.

(@) Donner un exemple ou I'algorithme glouton précédent n’est pas optimal.
(b) Proposer un algorithme optimal pour résoudre le probleme, et donner son cofit.

3. Onrevient au cas ou tous les livres ont la méme hauteur h = h;,1 <i < n. On veut désormais ranger les n livres sur k
étageres de méme longueur L 2 minimiser, ou k est un parametre du probléme. Il s’agit donc de partitionner les n
livres en k tranches, de telle sorte que la largeur de la plus large des k tranches soit la plus petite possible.

(@) Proposer un algorithme pour résoudre le probléeme, et donner son cofit en fonction de n et k.
(b) On suppose maintenant que la taille d’'un livre est en 2°¢". Trouver un algorithme plus rapide que le précédent
pour répondre a la méme question.
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