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Préface
Ce polycopié est destiné aux étudiants du semestre 3 des sciences techniques du systéme
LMD pour la spécialité de la physique théorique. Il contient un cours abrégé sur la physique
statistique classique et quantique.
Ce polycopié contient les chapitres suivants:
- chapitre | : Ensemble Canonique et Ensemble grand Canonique

- chapitre Il : Formulation de la statistique quantique
- chapitre 111 : Systeme de bosons

- chapitre IV : Systeme de fermions

- chapitre V : Etude des systéemes quantiques hors équilibre
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Chapitre | : Ensemble Canonique et Ensemble grand Canonique

1-Introduction

La physique statistique permet de faire la liaison entre les mondes microscopiques et
macroscopiques. A notre échelle, on peut définir une configuration particuliére d’un systéme
macrospique (macro-état) en se donnant la valeur de toutes ses variables thermodynamiques
indépendantes (la pression, le volume, la température, le nombre de particules,..).

-Un corps macroscopique est constitué¢ d’un grand nombre de composants élémentaires que
nous appelons : particules (atomes, molécules, électrons, nucléons, ...). Si I’on étudie le
systéme au niveau de ses constituants, on s’intéresse au monde microscopique (micro-état).

2-Ensemble micro-canonique

Nous considérons un systeme de N objet microscopiques identiques : atomes, molécules, ions
ou spins isolés : donc leurs énergie totale E est une constante, N est supposé fixé (systéme
fermé) ; de méme que le volume V du systéme.

Les micro-états qui sont accessibles au systéme sont pour lesquels 1’énergie totale E
appartient a I’intervalle E; <E <E, +JE. Tous les micro-états sont équiprobables puisque il
y a équilibre statistique.

Si Q est le nombre de micro-états accessibles, la probabilité de trouver un systeme dans un

- 7 7 7 Y 1
micro-état donné est égale a o

1)

DIlr

avec Q=0Q(E,V,N)

2.1-L’entropie
Soit ©Q le nombre de micro-états accessibles a un systéme dont I’énergie est comprise entre E
et E + JE; D’entropie est donné par I’équation :

S=KzInQ @)
Remarque
-L’entropie est une fonction extensive : i.e. proportionnelle & N. C’est une propriété additive.
S= Zsi : I’entropie total est la somme des entropies des sous systemes.

1
-Elle a les dimensions de K;,c’est a dire d’une énergie divis€ par la température,
Kg =1.380664x102°J/°K. La distribution de probabilit¢ microscopique s’écrit sous la

forme : Pae3'%e,

3-Ensemble Canonique
Soit un systeme S en équilibre thermique avec un thermostat R. Ce dernier est un systéeme
macroscopique dont la température T est constante malgré d’éventuels échange de chaleur

1



avec S. Comme le systéeme (S+R) est isolé en équilibre statistique, on peut le décrire par
I’ensemble micro-canonique. Soit E,son énergie totale (defini a JE pres). Considérons un

micro-état particulier r{j} du systéme S, d’énergie E, . Nous caractérisons un micro état par :

le nombre r auquel est associé le niveau d’énergie E,, et ’ensemble {j} qui contient les

autres nombres quantiques nécessaires pour definir compléetement le micro-état lorsque le
niveau d’énergie est dégénéré. L énergie totale est :
E,=E, +E,, 3)

E; :énergie de thermostat.
La probabilité d’obtenir S dans le micro-état r{j} vaut :

P — Q(EO’EI'),

s @

avec: P — Py,
et Q(E,, E,):le nombre de micro-état accessibles au systéeme total, pour une partition

particuliére de E, entre les deux sous systemes, est donné par :
O(E,, E,) = (E,)Q,(Eg)
ou Q. (E;) est le nombre de micro-état accessibles au sous systeme i d’énergie E;. (i=1,2).

P — Q(EO’Er) — Ql(Er)'QZ(EO _Er)
r QT QT

L’état d’équilibre est obtenu lorsque Q(E,, E;) est maximum. Cela correspond a :
Q,(E,)=1.D’ou:

P = QR(EO _Er)
r QT

ou Qg (E, —E,) est le nombre de micro-états accessibles a R dont I’énergie est

E; = E, — E,. Laquantité au dénominateur, Q. , est le nombre total de micro-états
accessibles au systeme total (S+R).

Qp ZZQR(EO_Er)zé ®)

C :c’est une constante puisque E,est constante. Donc :



P, =C'Qu(E,-E,) (6)
La distribution de probabilité doit &tre normaliseée :

Y P =1 (7)

Comme le thermostat a une nombre de degrés de liberté beaucoup plus grand que S, on a
E, << Eg. Par conséquent, on a aussi E, <<E,. Ceci va nous permettre de développer la

fonction LogQ, (E, —E,) au voisinage de E; :

oLogQ
LogQ, (E, - E,) = LogQ, (E, ) - (%)E_EO E, +.. (8)

D’apres la relation fondamentale de la thermodynamique :
dE =TdS — Pdv + 0N 9)

La différentielle de 1’énergie interne est la somme de termes qui sont le produit d’une fonction
interne (T, Poug), par la différentielle de la fonction conjuguée (S,V ou N) :

1 oS

=Gl (10)
etona: S=K;logQ.d’ou:
. a1
donc :
log(E, — E,) =logQ (E,) — fE, (12)
soit :
Q. (E,—E,)=Q,(E,)e ™ (13)
La quantité Q(E,) est une constante, donc :
P =Ce/ (14)

C : est une constante déterminée par la condition de normalisation :



% = Ze—ﬂEr (15)

En physique statistique, on appelle la quantité % la fonction de partition du systeme notée

par :
Z=>e'" (16)
On peut alors écrire :
1
P=C_e’™ 17
=2 (1)

P, est la probabilité d’obtenir le micro état r, d’énergie E,, lorsque le systeme S est en
équilibre statistique avec le thermostat T. Un ensemble canonique est une collection de
systéme en équilibre statistique avec un thermostat a la température T. Le terme e se
nomme le facteur de Gibbs. La probabilité de trouver S avec une énergie E, estégale a:

1w o
P(Er)=2%:e s :g?e 2 (18)
i

ou g, : est la dégénérescence du niveau d’énergie E,.

Nous avons supposé€ jusqu’ici que le spectre en énergie du systeme est discret. S’il est
continu, la probabilité d’obtenir une énergie comprise entre E et E + JE est égale a :

P(E) = @eﬁ (19)

ou: Q(E): est le nombre de micro-états compris entre E et E + JE.

3.1-La fonction de partition
La fonction de partition joue un rdle tres important en physique statistique :

Z=> >Ye'& (20)
ro i}

ou la somme porte sur tous les niveaux d’énergies (somme sur 1’indice r) et sur tous les
niveaux micro-états ayant 1’énergie E, (Somme sur {j}). Si g, est la dégénérescence du
niveau r, on peut écrire Z comme :



Z=Y g, (21)

Si le spectre des niveaux d’énergie est continu, ou si ceux-Ci sont tres rapprochés les unes des
autres, Z s’écrit :

Z=[g(e)e™de (22)

ou g(&) est la densité d’état d’énergie.
La quantité g(g)de est le nombre de micro-état dont 1’énergie est comprise entre ¢ et
&+ &, joue le role du facteur de dégénérescence g,.Z=Z(T, V, N).

3.2-Relation entre La fonction de partition et les grandeurs
thermodynamiques

a)L.’énergie interne

L’énergie interne est la valeur moyenne de 1’énergie prise sur I’ensemble canonique.

U=<E>=)EP(E,)

(23)
oYY Ee”
25
En remarquant que :
0 0
DY Ee ==Vl =-—7 (24)
0 OB T B
On trouve :
1 0z olog Z
<E>=—— ()=~ (25)
Z op op
b) La pression
. L . _ OE,
Lorsqu’un systéme de I’ensemble est dans un micro-état d’énergie E. © P, =—(—");, , la

oV
pression mesurée a I’échelle macroscopique est la valeur moyenne de cette quantité prise sur
I’ensemble canonique :

P=<P>=)PP(E)

1 E (26)
:EZZ_(
ro{

0 r )e—ﬂEr
oV



0 oE
En remarquant que : — e & = — e /& (=—1),
quant que : - pe (av)
il vient :
1 0 _ 1 oz
< P>:——{22e ﬂEr}:— — ) (27)
A ALY,
<P>=£ 8IogZ)TN
B v

¢) L’entropie
Supposons le nombre de particules constant. La fonction de partition dépend alors de deux
variables T (ou g)etV:

Z=2(BN)=2(T.V)

dIogZ=alogZdﬂ+alogZdV (28)
op oV
Soit :
dlogZ =—<E>dg+p<P>dV (29)
ou:
d(f<E>)=<E>df+pd <E> (30)
Si I’on additionne (29) et (30), on obtient :
d(logZ+ <E>)=pBd<E>+<P>dV) (31)
ou:
d<E>=TdS—-<P>dV (32)
d’ou :
ds
d(IogZ+ﬂ<E>)=ﬂTdS=K— (33)
B
Ce qui conduit, apres intégration, a :
S=Kgz(logZ +p<E>) (34)



d) L’énergie libre

L’équation (34) peut s’écrire sous la forme :

<E>-TS=-K;TlogZ

ou le premier membre représente la définition de 1’énergie libre F :

F=-K;TlogZ

ol Z=g KT

e) Le potentiel chimique

Nous avons supposé jusqu’ici que le nombre de particules, N, du systéme était constant.

Supposant a présent qu’il puisse varier. Alors, Z=Z(T,V,N).
En différentiant 1’équation (36), on obtient :

dF =—-d(K;T logZ)

0 0 0
=-K; a—_l_(l' log Z), , dT - KBT(a_VIOg Z); dv - KBT(E)_N

(37)
oU nous savons que .
dF =-SdT - PdV + 2N

En identifiant (37) et (38), on trouve :

OT logZ ologZ
S=KB(—g)v,N:K log Z — KT (——— g — v
oT
dlogz 0 , O
|O Z 1_=_K ~,
{ 9Z-pB(—— 35 )VNLT Ly,
B[IogZ+,B<E>]T‘N
alo Z
P=KeT(“ )
et
alo Z 1 ologZz
=-K T( g )Tv - Ig(a—S)TV

logZ);,dN

(35)

(36)

(38)

(39)

(40)

(41)



Remarque : le potentiel chimique peut étre calculé par la méme méthode que celle utiliser

pour calculer la pression moyenne. En effet, le potentiel chimique, associé au micro-état r est
aEr)

aN TV:®

donné par : u=—(

4- Ensemble grand canonique

Considérons un systeme S en contact avec un réservoir R trés grand. Le petit systéme (micro-
état N, r{j} du systéme S peut échanger a la fois de 1’énergie et des particules).

Le réservoir est caractérisé par une température T et potentiel chimique . Le systéeme (
S +R) est isolé et en équilibre statistique. Son énergie est E;, son nombre de particules N, .
Lorsque I’énergie de S est égale a E, ,, celle du réservoir R est égale a E,. Dans la limite

thermodynamique nous avons :

E, =E\,+Ex (42)

D’autre part, si N et N, sont respectivement le nombre de particules contenues dans S et R,
nous devons avoir :

N, =N+ N, (43)

La probabilit¢ P,

1y dobtenir S dans le micro état N,r,{j} est obtenir en appliquant

I’ensemble micro-canonique au systéme s+R qui est isolé :

P :QR(ER’NR)

N} Q (44)
T

ou Q.(E;,N;) est le nombre de micro-états accessibles au systtme R. Q. : est une
constante égale au nombre total de micro-états accessibles au systéme total (S+R) :

1
Q; = ZQR(EO_EN,HNO_N)Z_. (45)
N C
donc :
PN,r,{j} :CIQR(EO _EN,r’NO_N) (46)

Les probabilités P, (;, sont normalisées :

ZZ{Z}:F’N,r,{j} =1 (47)



Pour obtenir I’ensemble grand canonique, on procede de maniere analogue a celle qui a été
utilisée pour ’ensemble canonique. (avec E,, <<E; et N <<Ng). On peut développer

logQ, (E, —E,, N, —N) au voisinage de E;, N, :

ologQ olog Q
l0g 2 (Ey — By Ng — N) =109 Q4 (B, No) = (o) ¢ By, — (o) +... (48)
oE oN
Ona:
olog Q3 L, 1
(g e =A< KT
ologQ (49)
R I P
( N )N:NO Bu KT
Par conséquent :
log Q2 (E, —Ey ., Ny —N) =1log Q. (Ey, Ny) — BB, + BN (50)
et
QFe(Eo_EN,WNO_N):QR(EO’No)e_ﬁEN'rJr/))M\l (51)
ol Qg (E,,N,) est une constante. L’expression (46) peut alors s’écrire :
P = Ce (52)

ou C est une constante que 1’on détermine par la condition de normalisation Par analogie avec
I’ensemble canonique, on pose :

(1]

— ZZZe—ﬁ(yN—EN‘,) (53)
N Uj

r

—

La quantité = s’appelle la fonction de partition grande canonique. La probabilité Pyriil
s’écrit :

eﬂ(/’NfEN‘r) (54)

La valeur moyenne (calculée sur I’ensemble grand canonique) d’une quantité X, lorsque le
systéme est dans le micro-état N,r,{j} vaut :

<X >zézz{z}x €N (5)
— N r j



4.1- Fonctions thermodynamiques dans I’ensemble grand canonique
Le grand potentiel thermodynamique W est la quantité extensive définie par :

Y =-K;Tlog= (56)

Cette équation est a rapprocher de celle reliant 1’énergie libre F a la fonction de partition Z.
Ona:

d¥ = -SdT — PdV — Nd
ov oF (57)

=G, dT+ ( )#dV+(a)wdﬂ

On peut écrire :

oY
= —(E)v,ﬂ, P= _(W)T,y’ N = _(E)T,V (58)
Compte tenue des équations (58) et de la formule : W = E —TS — 4N, on décrit :
P=<P>=K,T a'og“)T,ﬂ
N =< N >=K T(a'og“)T,V
5 (59)
S = a_T(KBT log =), ,
Ce qui permit de calculer explicitement 1’énergie interne E :
ologE ologE
E=K T (—— g )V,y + KBT/U(—g)T,v (60)

10



Chapitre Il : Formulation de la statistique quantique

1. Rappel des notions fondamentales de la mécanique classique
Soit un systéeme de (N points matériels) qui se déplace selon la loi de mécanique classique.
L’équation de Lagrange s’écrit :

%%—% =0,k =12,..,s
s : est le dégrée de liberté du systeme.
ou
3I=T-U

3J: fonction de Lagrange, T : énergie cinetique, U : énergie potentiel.
L’équation d’hamiltonien :

¢ - oH
L
0
P =12,....s
o, =
“ 0q,
avec
3 dg,
H = : —S, =—, = —
Zk)pqu Py o %=

Pour déterminer 1’état du systéme, il faut 2s coordonnées généralisées (sq,,sp, ). Un état de
ce systeme est représenté par un point dans cet espace qui est appelé espace de phase.

a. Description statistique du systéme meécanique
Pour décrire 1’état du systéme on utilise quelques paramétres macroscopiques qu’on peut
mesurer expérimentalement. Chaque paramétre correspond a plusieurs états macroscopiques
(I’énergie, I’entropie, pression,...).

b. Densité de probabilité :
On désigne par p(p,q) la densité de probabilité du systeme. La probabilité pour que notre

systéme se trouve dans un volume quelconque dans 1’espace de phase est :

11



W, = [ p(X)dX = [ p(p,q)dpdd, p(P, Q) = POX, Xy s X 1)

dX = dx,dx,...dxg,
avec

[ POX)dX = [ p(p. q)dpda =1

c. Lavaleur moyenne

A= [ p(X)A(X)dX

d. Ecart quadratique
AA=+/(A-A)?

2. Les postulats principaux de la physique statistique
La physique statistique est construite a partir de postulats. Ce sont des hypothéses
raisonnables choisies a priori.

a) Postulat 1
Tous les micro-états accessibles a un systéme isolé en équilibre sont équiprobables. Si Q(E)
est le nombre de micro-états accessibles & un systéme isolé en équilibre, la probabilité pour

qu’il soit dans un micro-état donné est égale a . Si ce n’est pas le cas, le systéme est

hors équilibre et il va évoluer de maniére a satisfaire au postulat d’équiprobabilité.

b) Postulat 2

La moyenne dans le temps d’un paramétre quelconque est égale a la moyenne de ce parameétre
prise sur un ensemble de ce systeme. La moyenne dans le temps de la grandeur y est définie
par :
1%
<y>=lim = j y(t))dt'
0

Considérons a présent un ensemble {g} de N systemes au temps t. La moyenne de la variable

Y, prise sur I’ensemble {5}, est égale a :

1 N
< y>:_zyi(t)
N i3

ol y, (t) est la valeur de y(t) pour le systéme i appartenant & I’ensemble {&}.

12



2.1- Modele quantique de la matiere
A basse température, la statistique classique devient non valable, 1’énergie E en mécanique

- >
classique est continue, alors que 1’expérience montre que E est discréte. (r,p,E,...)

> > A
deviennent des opérateurs r, p,H,...). La solution de I’équation de Schrédinger, nous donne

I’énergie et la fonction d’onde.
H|¥) = B[ %)
A N p2 A
H(p,q) =) —+U
(p.9) ;m1 @)

Hw(a,t) = E,¥(q,1)

A

H : est I’opérateur d’hamiltonien.
|‘I’|2 . la densité probabilité, et la somme des probabilités de toutes les valeurs possibles des

. e A N 2
coordonnées du systéme doit, par définition, étre égale a I'unité. I|‘P| dq=1.
-Si W correspond a un seul valeur de E, , on dit qu’il y a pas de dégénérescence.
-Si W correspond a plusieurs valeurs de E,, on dit qu’il y a de dégénérescence appelé g, . (

g, : ordre de dégenérescence).
Soit ¢, (q) un ensemble complet de fonctions orthonormées, c’est-a-dire :

[on (@0, (@da =3,
1,si,n=m

-
nm 0,si,n#m

o, -le symbole de Kronecker.
On peut développer la fonction W sur la base formé par les fonctions ¢, :

¥(g.t) =Y C,(1)e,(q)

La valeur moyenne au sens de la mécanique quantique d’une grandeur physique I

représente par un opérateur (qui sera désigné par méme lettre dans 1’état ¥ ) est :

<3 >:j‘{1*5\1qu
<3>=) C,()C, O nIe,dg

=3 CoC,(1)J,

13



ol 3, est I’élément de matrice de I’opérateur I entre les états ¢, et ¢, . Il est clair que la

mn

connaissance des 3, et de la matrice d’élément C (t)C, (t) suffit pour déterminer <3 >.

~

Pour avoir I’expression moyenne de I pour un systtme formé d’un grand nombre de
particules, on effectue, en plus de la moyenne quantique, une moyenne sur I’ensemble :

<3>=3"C,(C, 13,
n,m
ou le signe < 3 >. désigne une moyenne apprendre sur I’ensemble. Si on pose
Pm =Cr(C, (1),

la moyenne de 3 s’écrit :

<I>= PonSp =Tr(p3),

ou Tr désigne la trace.

Ona Trp =1, car ¥ doit étre normé a 1. Signalons encore que la matrice densité p(g,q’) est
liée a la matrice p,,, par:

RICHDEDI-N N CPE M ()}

2.2- La matrice de densité

a)Ensemble micro-canonique

La forme explicite de la densité de probabilité o(E) dépend de la nature du systeme que 1’on
décrire. Considérons tout d’abord un systéme isolé. Son énergie interne E est déterminée avec
une incertitude de oE: E, <E <E,+JdE. On décrit un systéme isolé par une densité de

probabilité, constant dans la couche de 1’espace des phases et nulle en dehors de celle-ci :
(Ey, Ep +E):
p(A)=AE,<E<E,+¢JE
= 0, autrement.

On peut I’écrire :

p=A0(E—-E,),J : ladistribution de Dirac.
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b) Ensemble canonique
L’ensemble canonique est définit en se donnant une matrice de densité p sous forme
d’opérateur,

1
p=ex[S(F —H)|= Aexp(-fH), § =
KgT
F : I’énergie libre, F=U-TS, F : est une fonction.
H : L’opérateur d’Hamiltonien.
La condition de normalisation Tr p =1, s’écrit :

Trlexp S(F —H)]=1
Trlexp(BF)|Trlexp(-pH)]=1
exp (BF) Tr[exp(-pH)] =1
exp(—fF) =Trlexp(-pH)]

Dans la base W, des fonctions propres de I’hamiltonien, exp(—/H) est diagonal.

n=o0 Xn
+...;exp(x)=zﬁ.
n=0 '!-

exp(—ﬂ|-|):1—ﬁ+....+ﬂan
il n!

d’ou :

exp(—pF) = Zexp(—ﬁEk), si les E, ne sont pas dégénérées.
k

et exp(—pF) = ng exp(—pE,), siles E, sont dégénérées.
k

On introduit la fonction de partition Z par :

Z= ng eXp(_ﬂEk)’
k
on obtient :

exp(—pF)=2, soit: F :—%Iogz.
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¢) Ensemble grand canonique
Considérant un systéme constitué¢ d’un grand nombre de particules non fixées. Soit H(N)

I’opérateur Ha miltonien du systéme formé de N particules. Soit N 1’opérateur nombre de
particules du systeme, et ‘P, (N) les fonctions propres de I’hamiltonien. On a:

HY, (N) = E,(N)'¥, (N)
E( = angl

Ny — &,
n—é&

n, —»é¢&,

NY, (N)=NY,(N)
En représentation de nombre d’occupation :

W, (N) représente un état du systéme contient N particules, de 1’énergie E, (N).

L’ensemble grand canonique sera représenté par un opérateur densit€¢ p par :
p=exp[B(¥+uN—H)]
avec W : grand potentiel, x: le potentiel chimique.

On peut généraliser I’ensemble grand canonique pour décrire un systéeme formé de particules
de type 1,2,....r.

oo e S )

La valeur moyenne de la grandeur 3 dans I’ensemble grand canonique sera :
< I>=Tr(p3).

Ona:

P (N) =exp[B(¥ + 1N — E, (N))]

L’¢lément de matrice p, . est définie par :

16



PNk N = J‘\PI: (N)¥ (N')dqy,

ou g, est’ensemble des coordonnées de N particules.
'OK,N,K',N' = exp [ﬂ(\P + /lN - Ek (N))]é‘KK'é‘NNv

L’opérateur p est diagonal dans la base W, (N). La condition de normalisation de p s’écrit :
Trp=1
> ep[B(¥ +uN —E,(N))]=1
N,K

exp(A¥). Y exp[B(uN —E, (N))]=1

exp(-p¥) =D [B(uN ~E,(N))]=Z
K,N
= : la fonction de partition de grand systéme canonique.

1. -
‘P:—Elog::—KBT log =

== exp[B(uN —E, (N))]

Comme les particules sont supposées étre sans interaction, on a :

EK(N):Znigi, et N :Zni.

avec
k={n,,n,,...n;,...} un état quantique & N particules est donc déterminé par la donné de

{n,...n;,...; de somme N .

E= {Z;,GXIO{Z,B(#”. - nigi):|

ou nous avons remplacé N par son expression, en fonction de n, : la somme entre parenthése

porte sur tous les micro-états & une particule. Ceux-ci sont numérotés de zéro a I’infini. La
seconde sommation porte sur tous les ensembles {n,} des nombres d’occupations.

L’exponentiel de I’équation peut aussi s’écrire :

exp{ﬂiZ (un, - nisi)} = Hexp [B(un;, —ne)}
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d’ou :

& = é:iN

= :{Z;H eXp[ﬂ(ﬂni _gini)]:

N
-1
avec

& = ;exp [B(un, —&n,)]

ce qui conduit a :

log==>log&,

et nous permet de calculer le grand potentiel ¥ :

¥ =—KTlogZE=-K T log& =-> ¥,

ou P, est le grand potentiel associé au micro état i. Le nombre d’occupation moyen du niveau
micro état est donné par I’équation :

— Y, In¢g
n, :<n>:—L=KBT8 ne

ou ou

L’équation au dessus est valable si les particules sont identiques mais discernables sans
interaction.

Si, les particules sont indiscernables : la probabilité d’occupation d’un niveau a une particule
est faible, ce qui implique une réduction d’un facteura N !.

3. Systeme de particules indiscernables
3.1lIntroduction a la méthode de seconde quantification
a) Espace de fock
C’est I’espace de Hilbert ¢, formé par une somme directe des espaces de Hilbert:

0 O (N)

En L EN €y, 20,1, N particules indiscernables, bosons ou fermions.

- fermions : particules antisymétriques de spin demi entier.
- Bosons : particules symétriques de spin entier.

Nous choisissons pour base de ’espace ¢ 1’ensemble de vecteurs propres d’hamiltonien a
un corps H®.
Les états de base g et les valeurs propres correspondantes ¢, s’obtiennent en résolvant

I’équation de Schrodinger.
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Passons aux états a deux particules, formant ’espace de Hilbert £”, pour des particules sans
interaction, le ha miltonien a la forme :

H®=H®+H{
ou les deux termes se réferent séparément a chacune des particules 1 et 2. Si on ne tient pas
compte de I’indiscernabilité, les fonctions propres de H® s’obtiennent simplement comme
un produit de deux fonctions, q(1) pour la particule 1 et g (2) pour la particule 2, et leurs
energies vaut &, +E

Cependant pour des fermions, I’espace de Hilbert &£ est celui des fonctions
antisymeétriques :

1 : .
dF =——|q®qg (2)-q(2)q (&
5 10a @~ 90 0]
Pour des bosons, les fonctions de & doivent étre symétrique :

B ___E_ ' '
®_\5h@q@wq@maﬂ

Ce raisonnement s’étend facilement & des états & N particules.
Donc nous avons construit, a partir de la base des états q a une particule de I’espace de Hilbert

&y, une base compléte d’états de I’espace de Fock a un nombre quelconque de particules.
ey =V @ @l @...

dans les deux cas ou les fonctions d’ondes doivent étre antisymétriques (fermions) ou

symétriques (bosons). Chaque état de cette base, noté : nl,nz,...nq,...>, est caractérisé par la

donné des nombres quantiques n,, dont chacun peut prendre les valeurs 0,1 pour les

fermions, ou 0,1,2,... 0 pour les bosons.

Cette base porte le nom de base de Fock associé a la base q des états a une particule.

La construction de la base de Fock a partir de I’espace des états a une particule s’appelle ‘la
seconde quantification’.

3.2- Statistique de Fermi Dirac

La fonction de partition s’écrit :

[1]

:]Tlgi

avec

é==;%eﬂ3U%Ami—éﬁm]
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Pour les fermions n, =0,1, d’ou :

& =1+e0 B(u-=s)

Le nombre d’occupation moyen du micro état est :

— oY, 10In¢
n, =<n, >=-— =—

o f ou
nFD ~ 1 ﬁeﬁ(#—f.) 1

i _El_i_ eﬂ(/l_‘€|) - eﬂ(5|_;u) +1
Pour les fermions x peut étre positif, négatif ou nul.
3.3- Statistique de Bose Einstein

Ona:

Pour les bosons n, =0,1,...,0

g = Zeﬂ(ﬂniffini)
n;=0

C’est une série géométrique de raison e”“ %) <1 dont le premier terme est égal a 1.
Le résultat vaut :

0 o 1
Qe =
n=0 1-e™*

d’ou:

1
Gi = 1 e Plua)

Le nombre d’occupation moyen du micro état i vaut :
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10Ing

n = Iné = —In(1—eftu=
=5 e & ( )
_ Plu-s)
n = ﬂfe Bli—z)
—e i
—BE B 1
i T el _q

Cette série converge si exp S(u—¢&;) <1, donc, x <0 pour les bosons.

3.4- Limite classique

La limite classique s’obtient quand < n, ><<1, ce qui impose que les facteur exponentiels
présents dans les formules de Fermi Dirac ou de Bose Einstein soient grand devant 1, quelque
soit ¢;.

e’ 51, cette formule est vraie aussi pour & =0 (I’énergie fondamentale), e >>1,
ou Bu<0.

Dans la limite classique, les deux statistiques (Fermi Dirac et de Bose Einstein) tendent toutes
les deux vers la statistique de Maxwell Boltzmann.

<n, >= e—ﬁ(fi—#) — eﬂ(y—gi)
<n; >= e ra = ﬁe*ﬂgi
Z
3.5- Systéme de particules libres

Considérons un systeme constitué de N particules continues dans un volume V. L’énergie du
systeme est exclusivement sous forme cinétique ;

S
E—;%,

ou m: la masse des particules du gaz et p, : I’impulsion de la particule i. Le nombre Q de
micro états accessibles au systéme, dont 1’énergie est comprise entre E; et E, + JE, est égal

au volume de I’espace de phase auquel peut avoir acces, divisé par le volume de la cellule
élémentaire qui vaut h®".

Q=h%j...fd3'“qd3“p.

L’intégrale est de dimension 6N.

21



{ [d°qd? p} ~[To(pran]

ou g(p)dp : la densité d’état.
g(p)dp— 3 47p*dp .

a) La fonction de partition

D>t

N'h3N ] - ee(=A-L ) rdp,

N,th Hj exp (- ﬂ )drdp.

1 N
:N!haN{xp(ﬂ )drdp}

N,hBN D (- )d P, }

N
== N,h3N<4n> Dexp(ﬂ o) Pl }
On utilise I’intégral :

J.xze""X2 dx = %a%,

B

onpose: ¢ =—, d’ou:
2m

_V.@n)" {\/Z _)_gT

NIh®M 4 2m

1[v 2ms]"
Nl{hs(T)}
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Chapitre 111 : Systeme de bosons

1- Les écarts d’un gaz réel par rapport au gaz parfait :
On peut pas appliquer I’équation d’état du gaz parfait aux gaz réels a cause des interactions
mutuelles entre molécules. Pour trouver les écarts des grandeurs thermodynamiques, on
suppose que le gaz réel est assez raréfié pour qu’on puisse négliger les interactions triples,
quadratiques, etc. entre molécules et considérant seulement les interactions binaires.
Soit un gaz réel monoatomique de N molécules, 1’énergie du gaz est :

E(p.0) =) 2 +U(0)

ou le premier terme est I’énergie cinétique, et le second terme est 1’énergie de leurs

- >

interactions mutuelles. U : ne dépend que des distances entre les atomes ; U =U (I, ;).

La fonction de partition s’écrit :

N|h3N —— o [e = dxdv, 9_ﬁ= KgT

On a divisé par N ! pour tenir compte de I’indiscernabilité des particules :

dX = dx,dy,dz,...dx,dy,dz,
dp = dplxdplydplz"'dexdeydez

zpl U
1
= v )& " 7dp,,dp, dpy,...dpy,dpy, dpy, [ dx,dy,dz,...dx, dy, dz,

Pour un gaz parfait U=0.
a) L’énergie libre

=-0Inz
Zp.
S P s

-u/e
=—-0In dX

Zp.

=-0In{ fe 2 20 X dP — eln—je de 1}

|3N

F=F,.+F

ecart

23



ou F,,, est1’écart de I’énergie libre par rapport au gaz parfait.

F...=-0In V—le'e‘U”’dX ]

En ajoutant et retranchant 1 dans 1’expression placée sous le signe d’intégration. On récrire
cette formule comme suit :

Fo = —eln{viN [ -1dx +1}

L’interaction entre les atomes d’un gaz réel sera considérable lorsque les atomes se trouvent a
une petite distance entre eux. Donc :

N(N -1)
I:ecart =-0 N
2V
ou U,, est I’énergie d’interaction mutuelle de deux atomes.

[J =" —1ydx,...ax,

Comme la valeur de U,, ne dépend pas alors plus que des coordonnées de deux atomes
quelconques, on peut intégrer sur tous les autres atomes, ce qui donne V N2,

Fecart = _0 N (Zl:l/ 2_1) _” (e7U12/9 _1)dxldx2
Comme N est trés grand, on peut remplacer N(N-1) par N , d’ou :

N2 §
Fecart =-0 N 2 J] (e Viz/ 0 _1)dX1dX2

Onpose: R=X,r=X —X,;
On peut Vérifier que le jacobéen de cette transformation est égal a 1.

dx,dx, =|J|d°Rd°r =vd°r; d’ou :

NZ o, 2D .. N2%0
Fecart:_HWI(e _l)d r= v 8(9)7

_u)

1 =2
avec B(H):Ej.(l—e )d3r
b) La pression
oF
VR

Pour un gaz parfait : pvV = N@; d’ou p . = %
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N49 N 26 No N
= v B(6) = {+VB(6’)}

c) L’énergie interne

U=F-0(),
FoFo + NV9 B(6);d"ou
22
ooy, N0 BO)
vV o0

2- Gaz parfait de bosons
Considérant N particules de spins nul ou entier (bosons), de masse m (sauf pour les photons)
et sans interaction, enfermés dans un volume V. Nous supposons que le systeme est en
équilibre avec un thermostat a la température T.

2.1- Comportement thermodynamique
Nous allons étudier quelques propriétés de ce gaz parfait de bosons, nous supposons que le
niveau d’énergie a une particule le plus bas n’est pas trop occupé :

[EY

n=

(1)
ef? -1

comme n ne peut pas étre négatif, on en déduit que le potentiel chimique x doit toujours

étre inférieur a I’énergie le plus bas ¢,. x <0. Le nombre de particules total moyen s’écrit :

1
N=2M =2 e @
1 1
La somme Z portant sur tous les micro-états a une particule peut étre remplacée, lorsque les
i

niveaux d’énergie sont nombreux et rapprochés, par une intégrale sur I’énergie des états a une
particule.

Z—>jg(p)dp=%jd3p,
47ng

[ p?dp 3
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g : le facteur de dégénérescence.

Ona:
_ 2pdp —do— m m
2m 2m p 2me

/m
dp=.,—d
P 258

47\Vg m 27179
Z—) e J‘2m€1,2—gd6‘= e (2m)3/2IJ;d8

donc :

(2 )3/2J‘ \/_ de

e‘g—l

N = 27ng

Posons : x =2, et n=ﬁ,alors:
0 0

w 1/2
dx
om)3'2 g2 X

(2m) Iex’” -1

0

(Zm)3/293/231/2 @)

N =

27Vg
3

27Vg
=73

ou J,(77) est’intégrale de Bose définie par :

o0

Lm=]—

0

x"dx
-1

dans notre cas v =1/2.
L’énergie interne du systéme est donnée par :

2
E:Z =

-1
jag(g)dg
eH
0 3/2
_ 27:3/9 (Zm)3/2-|.gg_#—dg
‘e’ -1

27V
— 3g (2m)3/295/2\]3/2(77)
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La pression du gaz de Bose vaut :

P=-) <n >— 12
. av (12)
2h2
Pour des particules dans une boite cubique (& 5),V = L3, d’ou
L
de 25 (13)
dv 3V
p_2y.n>f_2E (14)
345 vV 3V
donc :
_2E
e G (15)
=3 0235, (1)
L’équation d’état du gaz de bosons parfait est :
PV=(2/3).E (16)
Le grand potentiel a pour expression :
Y =-PV
=—6log=
- S &N,
2= HZexp( Y)
1 -
=[]—=d'ou (17)
l-e”’
H=é&i
¥ = GZIog{l—e g }
47 Vg

= _?_(Zm)yzewz‘]s/z(n)

2.2- Condensation de Bose Einstein

Lorsque la température du systéme est nulle, tous les bosons doivent se trouver dans 1’état de
plus eénergie, & =0. Cet état est exclu dans I’expression (9), et cette derniére n’est donc égale
qu’au nombre de particules qui ne sont pas dans 1’état & =0. Appelons N,_, ce nombre. Nous

avons :

N, = zﬁ\;—%(Zm)?”z [—% e (18)

0




Le nombre de bosons dans I’état £ =0est :

N, ,=N-N_, (19)
Lorsque T est élevé, N, , << N, , et1’équation (9) permet de calculer convenablement le

nombre total de particules (la substitution 3) est une bonne approximation.
A T=0, ce n’est plus le cas car toutes les particules sont dans le micro état correspondent a
& =0, par conséquent :

(20)

d’ou:

7, 1 1
- =log(l+—)=— 21
g = 1oal+) =1 (21)

puisque N est grand. On en conclut qu’a T=0, x=0.

Lorsque T augmente, tout en restant tres base, la majorité des bosons se trouvent encore dans
le micro état £ =0 est le potentiel chimique est négatif, mais trés faible en valeur absolue. On
peut donc considérer x =0 dans ces conditions.

Dans ce cas le nombre de bosons qui se trouvent dans les états excités a une particule est
donné par :

T X

_272Vy 3/2 p3/2
N..o == 5= (@m0 ! o (22)
ona:
| ‘/; dx :£.2,612.
e -1 2
d’ou :
N,, = 2.612\%(2”1119)3’2 (23)

On appelle température de Bose T, la valeur de T pour laquelle N, , = N. Elle est donnée
par :
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N = 2.612\%(27zm95)3’2,05 =K,T, (24)

soit :
h? N 3.31n° , N
05 = —( )*" = )" (25)
272m 2,612\Vg m gV
d’ou:
0 3/2 T 3/2
N - =N(—= =N(— 26
&>0 (98 ) (TB ) ( )
Si T <Tg, le nombre de bosons dans le micro-état ¢ =0, estégal a :
N, = N{l—(i)m} 27)
Oy

Si I’on fait décroitre la température au dessous de la valeur T, , la population des bosons dans
le micro-état £ =0 atendre a augmenter. On appelle ce phénoméne la condensation de Bose-
Einstein (exemple “He).

Lorsque T <Tj, il est intéressant de calculer quelques quantités thermodynamiques associées
au gaz de Bose. Comme x=0,7 =0, 1’énergie interne vaut :

\Y
E- znh—g(zm)3’295’233,2(0) (28)
Comme J,,,(0) :%\/n.1,34; on en deduit :

E=134.-—=(2m)*?0°*
2

0 T @)

= 0,77.N9(9—)3’2 =0,77.NK,T (T—)*’”2

B B

L’énergie varie en dessous de la température de Bose Einstein comme T*2. Ce qui permet de
calculer la capacité calorifique a volume constant.

OE T 5E
Cy=(E), =193NK, (—)¥2 =2Z
0 (=)

B 2T (30)
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L’entropie, qui est reliée au grand potentiel par S = —(Z—\-II-J)V,/J , Se déduit aisément de

I’équation (17) :

SE

oY T
S=—(—)y, =L28NK,(=—)** = 31
(aT )V,,u B(TB) 3T ( )
Elle tend vers zéro lorsque T — 0. La pression est donnée par la formule :
oF
P=_—(—
ik
oY
P= _(E)T
, (32)
F= E—TS=—§E:1P+;1N =¥
2 ,0E m®'?
d'ol:P=>(=—); =0,0851g ——(KT)*?
3(av )T g hg ( B )

3- Thermodynamique du rayonnement du corps noir

Une des applications importantes du gaz de Bose concerne 1’émission d’un rayonnement
électromagnétique par un corps chauffé a la température T (rayonnement du corps noir). Ce
rayonnement est constitué de photons qui sont des particules de spin 1, donc des bosons. La
linéarité des équations de Maxwell implique que ce gaz de photons peut étre considéré
comme parfait. De plus, la théorie de la relativité entraine que les photons ne peuvent avoir
que deux états de polarisation transverse (la polarisation longitudinale interdite pour un
photon réel). Donc le facteur de dégénérescence associé au spin de photon : g=2.

Nous allons considérer une cavité portée a la température T. Celle-ci est peuplée de photons
qui sont émis et absorbés par les parois. La relation entre 1’énergie et ’impulsion d’un photon
est donnée par la relation :

E=Pc (33)

Un photon se propage comme une onde de pulsation @, de fréquence v, et de longueur
d’onde A . Ces différentes quantités sont reliées entre elles par :

E:ha):hv:h%:pc (34)

Comme le nombre de photons contenus dans la cavité maintenue a la température T est
variable, il est tout indiquer d’utiliser I’ensemble grand canonique pour traiter ce probléme. A
I’équilibre, 1’énergie libre du systéme, dont le volume et la température sont fixés, doit étre
minimum. Comme le nombre de particules est la seule quantité qui peut varier, on a :
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oF
(a_N)T,v =u=0 (35)

Ce qui signifie que le potentiel chimique du gaz de photons est nulle : C’est un gaz de Bose
dégenére.

Le nombre moyen de photons, <n, >, qui sont dans un micro état d’énergie ¢, =hv =Pc
est donné par la distribution de Bose Einstein dans laquelle 1 =0 :

<n >= Vl = (36)

Cette distribution, associée aux photons est appelée distribution de Planck.
Le nombre de micro états dont le module de I’impulsion, dans le volume V, est compris entre
P et P+dP est donné par :

Amp? dp = V8p2dp _ 8aVvidy

gV h3 h3 C3

(9=2) (37)

Le nombre de photons dN ,, dont la fréquence est comprise entre v et v+dv est obtenu en

multipliant le nombre précédent par le nombre d’occupation moyen d’un micro état :

8V vidv
dN, = — (38)
o CRE
L’¢énergie associé¢ a ce rayonnement, dans la gamme comprise entre v et v +dv vaut:
dE, =¢,dN, =hwdN,
3
_ v g, (39)

hv
c’(eXm -1)

C’est la formule de Planck. Ella donne la distribution spectrale de I’énergie du corps noir. Elle
permis bien de produire les résultats expérimentaux relatifs au rayonnement du corps noir, et
I’avénement de la mécanique quantique.

On introduit la densité de rayonnement du corps noir U (v)dv qui est I’énergie moyenne par

unité de volume comme :
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3
U@)dy = M (40)

c3(eKT 1)
Calculons a présent quelques quantités thermodynamiques.

a) L’énergie libre
Comme u =0, I’énergie libre peut €tre identifi¢ au grand potentiel :

F=¥= KTZIog{l—exp(—%)}; & =cp, (41)
2
La loi de correspondance peut étre remplacée par : Z—) \/87:—;dp
d’ou :
F =8KT —j p2log(l—e @ )dp (42)
On pose x = % on peut réécrire cette expression sous la forme :
F(V. T)—V(KT) jx log(1—e*)dx 43)

On intégrant par partie :

1% x3%™*

§£1—ex g
(44)

) 0 3 3
[x? log(1—e™)dx = | d(%) log(1—e*) = %log(l—eX) .
0 0

__1]‘-’ x3dx __172'_4
315

On obtient :

FV,T)=—Z2 20 _ 7
V.1 45(hc)3 3¢
avec:
2K4 (45)
TR _ -8 \Watt
0= sy =567x10 (W/n”K“)

o . est la constante de Stephan.
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Nous pouvons a present calculer la pression et I’entropie.
b) La pression

oF do_,
=—(Z);=—T
p (aV)T ™

¢) L’entropie
oF 16
S=—(=), =—oVT?
G =%

d) L’énergie totale
On a: E=F+TS, on trouve :

AV, SIS
C

e) La chaleur spécifique
La chaleur spécifique a volume constant vaut :

oE 160,
C, =(=), =—VT
V=N =T
L’équation d’ état d’un gaz de photons :
PV = E
3

Enfin le nombre total moyen de photons présents dans la cavite est donné par :

82V ¢ vidv
N = 3I [
(eXT -1)
VT3K® % x2 KT
= dx = 0,24(—)%V
ﬂzhscsgex—l (hc)

3.1 Echange d’énergie par rayonnement

(46)

(47)

(48)

(49)

(50)

(51)

Pour vérifier expérimentalement la formule de Planck, nous évaluons 1’énergie transportée par
les photons dont la fréquence est comprise entre v et v +dv, et qui sortent au cours du temps
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dt par le trou d’aire ds dans I’angle solide dQ2 direction faisant I’angle € avec la normale a la
paroi.

La formule de Planck nous donne I’énergie intérieure. Or les photons qui sortent sont
contenus dans une cylindre oblique, de base ds, de hauteur cdtcos&, donc de volume
cdtcos&s. En raison de I’isotropie du rayonnement, le nombre de photons se réduit d’un

facteur d%ﬂ (dQ: angle solide).

La puissance rayonnée par la surface ds, dans I’angle solide dQ) et dans la gamme de
fréquence v,v +dv est définie par :

dQ
dw =U (v)ccos &s - dv (52)

dQ =2zsind@

On mesure U (v) directement par la spectrométrie, et cette expérience a permit de vérifier la

loi de Planck.
La puissance totale rayonnée vers le demi-espace extérieur par unité de surface du trou, ou
radiance :

. %
R:jdwziluw)dv!cosajg )

R=oT"*
Cette expression constitue la loi de Stephan, Boltzmann (1879).

L’accord remarquable entre la formule de Planck et 1’expérience repose sur le fait que les
photons sont vraiment sans interaction mutuelle.
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Chapitre IV : Systeme de Fermions

L’étude de gaz de fermions sans interaction (gaz parfait) est important car il permet une bonne
description de problémes aux divers que ceux qui concernent les électrons de conduction dans
un métal, ou les nucléons qui constituent le noyau atomique. Ces systemes, pour lesquels les
effets quantiques sont importants, n’obéissent pas a la distribution de Boltzmann qui est
purement classique. En effet, cette derniére suppose que les états de particules individuelles
sont faiblement peuplés. Dans le cas d’un gaz de fermions ou de bosons proches de la
température nulle, les niveaux individuelles sont au contraire fortement peuplés.

1- Gaz parfait de Fermions
Considérons un gaz constitué de N fermions de masse m qui s’interagissent pas entre eux.
L’énergie est de nature purement cinétique. Elle vaut :

2 2+ 2+ 2
R Py + Py + P, (1)
2m 2m

Le nombre de micro états a une particule contenus dans le volume élémentaire dVdP de
I’espace de phase vaut :

dvdP
h3

)

ou g=2s+1: est le facteur de dégénérescence di au spin s des fermions, pour un gaz
d’électron,ona: s=3.

La probabilité, pour une particule, d’occuper un micro état particulier d’énergie &, est donnée

par la distribution de Fermi Dirac :

s ou u est le potentiel chimique du systeme.

ek 41
Le nombre de particules dN dont le module de I’impulsion est compris entre P et P+dP est :

©)

nous avons utilisés les coordonnées sphériques (p, &, ¢) et intégrant sur les angles :
p2

dp =4zp°dp et 6 = —

2m

Le nombre total de particules contenues dans le volume V :
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Ona: p®=2ms, d’ou dpzwfzﬂdg,et:
&

7

N = Zﬂgv (2 )S/ZJ‘ de
e KT +1
Posons : x = -2 et n:L,alors:
KT KT
gVv 3/2 s X2
N =27=—(2m KT ——dx
e 0

0

Si nous introduisons les intégrales I (77) dites de Fermi, qui sont définie par :

0 XV
1, (7) = | ————dx
-([e T+1

nous obtenons :

27ng

N = 3IZ(KT)B/ZIUZ(U)

La quantité p = g est le nombre de particules par unité de volume. D’ou :

=229 am)¥* (KT) 1, ()
L’énergie total du gaz :

E:TedN

27ng

PHKT)* 1y, ()

La pression :

4
P= ?ﬂ%(zm)slz(KT)wz )

Le grand potentiel ¥, vaut :

36

(4)

(%)

(6)

(7)

(8)

(9)

(10)



4 gV
¥ =-PV =_?ﬂi—3(2m)3/2(KT)5/2|3/2(77) (11)

L’entropie total du systeme est relié & ¥ par I’équation :

oY
S:_(a_T)V,y
(12)
S, |4r gV 3/2 3/2 4z gV 3/2 512 Al 5, (77)
= 2K| 22T (2m)¥2 (KT)2 | 23V (om)¥?(KT)? 2l
° [“3( Y2 (KT) 3,2(77)}“3( )72 kmys
ou:
dla/z(ﬂ):dls/z(n)'d_ﬂ:_ o dly,
dT dp dT KT? dp (13)
dl,,, 3
W:?l/z(’?)
Ce qui donne :
g_2E_ MmN (14)
3T T

1.1- LegazdefermionaT=0

Un gaz de Fermi dont la température est nulle est dit complétement dégénéré. L’énergie totale
est minimum. Les particules occupent les niveaux a une particule les plus bas. On va donc
disposer les N particules sur les niveaux de particules individuelle en partant de 1’état le plus
bas et en respectant le principe d’exclusion de Pauli : On peut mettre (2s+1) particules sur
chaque niveau de particule individuelle. Le niveau d’énergie occupé le plus haut s’appelle le
niveau de Fermi et I’énergie correspondante est I’énergie de fermi ¢ .

Le nombre moyen de particules dans un micro état donné lorsque T —0:

n=1 pour, & < u

_ (15)
n=0, pour,& > u
Le potentiel chimique :
u(T =0)=¢g. =KT, (16)
Appelons p. I'impulsion associée a 1’énergie de Fermi. D’ou :
Eg = % a7
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Le nombre total de particules est :

Pe
N:jgvmpdpIP gV 4z
0

P3
h® h 3

Ce qui donne :

3 N
P —h(—2 )3 18 5 Y
F (4 Y P o Y

L’¢énergie de Fermi est explicitement :

&k =

2m  2m 4ng
— h2 ( )2/3 2/3

2m - g
L’énergie total est égal a :

27ng Pe

1 Pe )
= dN = ‘d
m-([p mh?® .c[p P
_ 279V p;
mh® 5

Ce qui, compte tenu de I’équation (19) donne :

:§E( )2/3 5/3V

52m 47zg
:§ﬁ( )2/3 5/3V
52m

Soit, en utilisant la définition de I’énergie de Fermi :
3
E= gé‘ FN
L’énergie moyenne par particule vaut donc :

E
N
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(19)

(20)
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L’équation d’état d’un gaz parfait de fermions, permet de calculer la pression du gaz :

2E 2

N 2
3V _5°Fy 5°FF (25)

1.2- Gaz de Fermi a base température

La plupart des quantités thermodynamiques sont exprimées en fonction des intégrales de
Fermi 1 (7). 1l n’est pas possible de calculer celles-ci analytiquement.

Lorsque la température n’est pas trop élevée (KT <<e&¢), on peut utiliser un développement
limité pour 1 ,(77) qui permet d’obtenir des formules analytiques approchées.

Considérons N fermions a température nulle. Leur nombre est reli¢ a 1’énergie de fermi par les
équations (17) et (18). Si I’on chauffe 1égérement le systeme, ce nombre de particules ne
changent pas. Il est alors reli¢ au potentiel chimique par I’intermédiaire de la relation (7) :

e =(KT)"1y,,(n) (26)

avec n = H_ A basse température (7 >>1), on peut utiliser pour 1,,,(7) le developpement

suivant :
J-f(x)dx T r 27)
e+l 4 360
d’ou:
2 7 2 2
Im(n)=§f73’2(1+877—2),et,ls,z(n)=g775’2 8 (28)
Soit :
2 2, u KT
- — KT 3/2 3/2 S 29
3% = (KT) 3(KT) { —( )} (29)
donc :
7° KT
ei’z—us’{ (—)} (30)

KT . \ . . .
Le terme (—)? est une correction par rapport a I’unité. Donc a I’ordre zéro, on a : &, oc L.
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A ’ordre deux en T il suffit donc de remplacer ., dans le terme correctif, par ¢, ce qui
donne :

2
g2 :ﬂ3/2|:1+%(g)2:| (31)
F

“= e v 1- 2 (KL (32)

2 2/3 12 e

T KT 2 F

1+—()
8 &

En utilisant cette équation, ainsi que les développements limités de 1, (), on trouve :

3 57% KT
E=SNe |1+=—(—)? 33
c 8{ 12(&)} (33)
2
s =% nk (X (34)
2 Er
2 N 57° KT
= e |1+ = (—)? 35
p 5\/8{ 12(EF)} (35)

et,

2
C, :ﬂ—NK(ﬁ)
2 £

F

2- Gaz réel de Fermions
Considérons un gaz complétement ionisé (plasma, dont la température est suffisamment base
pour gue sa composante electronique soit dégénerée) :

2

N

T<—p* p=— (37)
am® PV

Ou m est la masse de 1’électron. Grace a la grande masse des ions, la composante ionique peut

étre loin de sa dégénérescence.

Le plasma dégénéré sera peut différent d’ un gaz parfait :

m22/3e2
hZ 1/3

P

<<1 (38)

e : la charge élémentaire.
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Cette condition de la neutralité électronique du plasma :

> Z.N, =0, (39)

N, : nombre de particules.

Z . : nombre entier positif et négatif.

a

Ona:
N, =2 (40)
ou,
ou: Q : le grand potentiel.
4, - le potentiel chimique.
d’ou :
>z, 2 ) (41)
= OM,
Utilisons la formule :
o0 oH
— =<—> 42
(aﬂv)T,V,,ua aﬂ, ( )

qui permet d’exprimer la dérivé de W par rapport & un paramétre A en fonction de la valeur
moyenne de la dérivé de 1’ha miltonien du systéme par rapport a ce méme paramétre.

Ici nous prendrons pour paramétre A le carré de la charge e®. D’ou :

o)
(&T)T’V’”a =<< 87 >= e_2 <U > (43)

Le calcul de W se ramene au calcul de la valeur moyenne <U >. Les corrections qu’il faut
apporter aux grandeurs thermodynamiques d’un gaz parfait sont déterminées principalement

par la partie des interactions électriques figurant dans I’opérateur U . La méthode de second

quantification conviennent le mieux au calcul de <U >.
Nous introduisons un systéme de fonctions d’ondes normalisées ‘¥, décrivant les états des

électrons libres se déplacant dans le volume V avec des impulsions p et des projections du
spin o(o =+1), et nous formons les opérateurs :
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+

VoYW, b =¥, A (@4)
po po

AT

oU ap, et aps, les opérateurs de création et d’annihilation des électrons se trouvent dans les
etats ¥,

L’interaction Coulombienne des particules s’écrit sous la forme de I’intégrale :

== H\{J (r)\y (r,) ——W(r,) ¥(r,)dV,dV, (45)

|z|

On prend la moyenne de cette intégrale en deux étapes successives, d’abord par rapport a
I’état quantique du systéme, puis par rapport a la distribution statistique d’équilibre sur les
différents états quantiques. Le moyen nage quantique se raméne au calcul de 1’élément de
matrice diagonal correspond.

+ +

A

U:

A A A

z< pl p2|U12|p1 pZ > apioa aplzo'z apzo'z aplo'ﬂ (46)

N |-

ou la sommation se fait sur toutes les impulsions et les projections du spin ;

<p, p'2|U12| P, P, > sont les éléments de matrice de 1’énergie d’interaction de deux €lectrons :

2

U, =¢ : (47)
=]
Comme I’interaction Coulombienne est indépendante des spins, on prend les fonctions
purement orbitales :
1 ivvm
Y=—e (48)

5

Parmi touts les termes de la somme (46) ne possédent des éléments de matrices diagonaux que

N /\+

les termes qui contiennent deux couples d’opérateurs ap-,aps ayant les mémes indices. Le
/\+

produit aps aps pouvant étre remplacé par le nombre d’occupation de 1’état quantique
considéreé des électrons.

En posant p1 pl,p2 pz,ontrouve les termes :

dv, dV
1 V2 Z Z P10y pzo'z_[ (49)

P1#P2 0103
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eton pose p, = p,, P, = P,, 0, = C,; On trouve les termes :

—g)/h dVldVZ

(50)
=]

2
__ € i(p—pa)(n
l,==——5 . D NyoN,, [ e
2\/ p.

1#P2 O

+ A
le signe moins apparait par suite de la permutation des opérateurs app et ap,o-
Les termes (49) représentent simplement 1’ énergie de I’interaction Coulombienne directe des
¢lectrons uniformément répartis dans I’espace. Ces termes s’¢éliminent identiquement avec les
termes analogues représentent 1’énergie d’interaction d’autres particules (ions) entre elles et
avec les électrons.
Les termes (50) contient les éléments de matrice non diagonaux.

: : : d®pd?®
On peut passer de la sommation sur p,, p, a I’intégration sur V ° %
L’intégrale figurant dans (50) vaut :
Vjei(pfpz)r/hd_v (51)

r
. - 1 - - - - -
par changement de variable, r = E(rl+ R),r=r—r,.

N
Pour intégrer par rapport a r , on utilise la formule de transformation de Fourrier :

ikr dv  dr
e—l Kr - _ " 52
Je =1 (52)
n n 3 3
|, =27’V Y [[ o d pldﬁ P. (53)
? (pl_ p2)2 (27[) f
On prend la moyenne statistique :
< np1o'np20' >= np_o_@ (54)
ou :
— 1
po e-IKT 4 (55)
d’ou :
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planpza d’ pld P,
vﬁ p p) 2 (56)

Dans le cas limite d’une dégénérescence forte du gaz €lectronique : T << ( )2/3

Ny =1 pour p< p.,ny =0,p=> p, (57)
donc :

4’V d*®p,d®p,

X)=— h4 N N lplvaS pF (58)

(p1_ p2)2(27z')6

Onpose p,—p, =q et (p,+p,)/2=s, on obtient :
ij [[a-2d%qd®s (59)

(P p2)*

cette intégrale étendu a une domaine ‘s + %‘ < Pe-

jdas:%zhz(SpF —h), avec h=p, —%.

En intégrant ensuite sur d®q dans le domaine 0 <q <2 Pe On obtient :

| =47°p} (60)
soit :
e S
Ona:
Mo =& = (37r2)2’3%p§’3 (62)

avec p, = Nev, d’ou:
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4/3
2 1/3

3
A =-N, 7575 €P

La correction dii a I’énergie total et 1’énergie libre :

(éE)s,v,N :(a:)T,V,,u :(&)T,V,y

d’ou:

34/3e2 U3
e 472_1/3 Pe

&F =-N
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Chapitre V : Etude des systemes quantiques hors équilibre

La notion de systéeme hors équilibre fait toujours intervenir une interaction avec le milieu
extérieur. Lorsque cette interaction cesse, le systéme évolue vers une situation d’équilibre. Le
temps nécessaire pour atteindre cet équilibre s’appelle le temps de relaxation du systéme.

Il existe deux types d’approches des phénomeénes hors équilibre, 1’une macroscopique ( la
thermodynamique des systémes hors équilibre ), I’autre microscopique ( la physique
statistique hors équilibre). Un gaz dilué en représente une bonne approximation.

On s’intéresse a 1’équation de Boltzmann qui consiste une excellente introduction aux
équations cinétiques. Ces derniéres font le lien entre les propriétés des particules et les
grandeurs macroscopiques qui résultent souvent de mouvements collectifs.

1-Collisions et section efficace

a) Libre parcours moyen
C’est la distance moyenne entre deux collisions. Il est défini par :

| =<v>t 1)
ou <v> est la vitesse des particules. t :le temps moyen entre deux collisions.

Le libre parcours moyen des molécules d’un gaz dans les conditions normales de température
et de pression varie de 0.1zm a 1um.

b) Section efficace
Considérons un flux de particules arrivent sur un ensemble de particules au repos (cible).

[ [ ]
00— o —> °o—>

00— o o
00— o —>

00— o o
0— °o— o —>

[} [ ]

Flux incident cible flux sortant

Le flux @ est un nombre de particules par unité de surface et par unité de temps.
Le flux sortant nous permet de calculer le nombre n de particules qu’a eu une interaction :

n=oN® (2)

ou o est la section efficace d’interaction qui a la dimension d’une surface.

Le rapport n/® =oN, qui est sans dimension, représente la probabilité d’interaction par
unité de surface entre le projectile et la cible.

Il peut y avoir plusieurs types d’interaction lord du bombardement d’une cible par un
faisceaux de particules : la section efficace totale est la somme des sections efficaces de tous

les processus (o = _o;).
i
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Nous allons généraliser la définition de la section efficace : soit dn le nombre de particules par
unité de surface et de temps qui sont défléchis lors de I’interaction selon une direction dans
I’espace.

do
dn = (—)N®dQ 3
( dQ) @)
dQ2: un élément d’angle solide.

La guantité j—g s’appelle la section différentielle de la réaction. D’ou :

a:j(j—g)dngdef(j—g)sine 4)

2- L’approximation du champ moyen

Lorsque on veut traiter un ensemble de particules en interaction (probléme dit & N corps), on
utilise souvent I’approximation de champ moyen.

Les particules sont considérées comme indépendantes. Chacun d’entre elles évolue dans le
champ moyen crée par les autres. Le potentiel moyen ne dépend que de la position r et non
des coordonnées de chacune des particules. Le probleme a N corps est ramené a N problémes
a 1 corps.

2.1- La fonction de distribution a un corps
Pour décrire complétement un systeme de particules indépendantes, il suffit de connaitre la

fonction de distribution f (r, p,t) dans I’espace de phase. f,(r, p,t)d?dB représente a

I’instant dt, le nombre moyen d particules contenues dans 1’¢1ément de volume de I’espace de

—

phase d rd p centréen r et p.
La connaitre de f (r,p,t) permet de calculer les propriétés du systeme dans le cadre de

I’approximation de particules indépendantes.
Le nombre moyen de particules par unité de volume n(r,t) au temps t est :

n(r,t)= [ f,(r, p,t)dp 5)

Le nombre N de particules :
N =[n(r.tydr ©6)

La valeur moyenne d’une quantité Q(r,p,t) est :
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oot (iptdp

_ iAo
[ fo(rip,tydp n(r,t)IQ(r p.t)f, (r,p,t)d p @

Q(r, p,t)

2.2- Théoreme de Liouville

La description d’un systéme de N particules indiscernables de masse m a 1’aide de la fonction
de distribution & un corps est une approximation car on néglige les corrélations entre les
particules. L’énergie total d’un systéme :

E:i%+V(rl,....,rN):N (8)

i=1

N : I’ha miltonien du systéme.
Les équations de Ha miltonien s’écrit :

r _ N p; BN 9)
op, or,

Elles sont équivalente aux équations de Newton :

r.:&,mr.‘zzpi (10)

Exprimons maintenant les équations de Hamilton sous une autre forme en introduisant la
fonction de distribution a N corps f ™ (r, p,,..... Ty, Py.t). Ona:

[ 1090, pyoes Ty, Py t)drdp, . drydpy =1 (11)

Considérons un élément de volume drdp,...dr dp, centré en r,p,,..ry, py au temps t,

celui-ci deviendra dr,dp,...dr,dp, centréen r, p,,...,r, py autempst+dt. Ona:
dr,dp,...dr,dp, = dr,dp,...dr,dp, (12)

puisque le Jacobien de la transformation est, au second ordre prés, égal al.
Ce résultat est connu sous le nom de théoréme de Liouville.
Nous différentions I’équation (11) :
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d
o) 1 Py, Py Ddrdp,...dr dp,
_I'afW) ot dr - of ™ dp,

+ — .—— [dr,dp,...dr,d
ot 4 oor dt 45 op, dt}lpl VP

8f(N) af(N) ] 'af(N) .

:af(N) of M a8 of M o
= -|- —
I dt — o, op; — op;, o,

On déduit :

oM o™ oaN af™ aN
+ —— =0
ot 5§ on op T oop o

On appelle crochet de Poisson de deux quantités A et B I’expression :

O0A 0B OA 0B
AB;= —_—
{ } Zi:(ari op;  op; ari)
d’ou:
of N _ {N, f(N)}

Cette équation s’appelle 1’équation de Liouville.

3- Mouvement Brownien (Equation de Langevin)

.—}drldpl...drNde =0

(13)

(14)

(15)

(16)

Ce phénomeéne a étée decouvert en 1827 par Robert Brown, alors qu’il observait le mouvement
de pollen dispersés dans ’eau. Il s’aperc¢ut que ceux-Ci avait une trajectoire tres erratiques ne
peut proposer une explication correcte de son observations. Einstein a donné, en 1905,
I’interprétation de ce phénomene qui a pour origine les collisions des mol »cules du liquide

sur les grain de pollen.

Considérons une particule macroscopique de masse M (particule de Brown) immerger dans un

liquide a la température T.

) - dx . . .
Sa vitesse v=x = @ au niveau macroscopique, elle est soumis a 2forces :

1°) 3(t), provient du champ extérieur appliqué (le champ pesanteur, J(t) =mg, le champ

électrique ; 3(t) =eE).
2°) La force de friction, F =—w, y: le coefficient de friction.

L’équation de Newton s’écrit :
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dv
M i R a7
L’équation de Newton est déterministe et ne peut pas decrire la trajectoire de la particule de
Brown.
Une maniére simple de décrire le phénomeéne observé, consiste a partir de 1’équation de
Newton et a lui ajouter une terme aléatoire ou stochastique qui traduit une particule de
I’influence des molécules du fluide sur la particule de Brown (F(t)).
Cette équation appelée 1’équation de Langevin (1908), c’est une équation stochastique. On
peut I’écrire :

%+7v Ft)+3 (18)

La solution général de cette équation différentielle s’obtient en deux étapes : dans la premiere,

7y
on cherche la solution sans second membre. Celle-ci est e ™ . Dans une 2° étape, on varies la

constante K. La solution générale est :

17 o ot
V()= ! e F(r)dz +V (0)e (19

(3=0)

. M
Le 2° terme est négligeable des que t >> —.
v

L’énergie cinétique moyenne < % MV ?(t) > de la particule de Brown est :

1., ,2 1 ¢ —Len G A
<MV (t)>:m<£e F(r)dr.([e F(z)dr >
1
2M

1
2M

<ﬁeM7( F@e " E()ddr > (20)

('D

27tt L(T‘FT') ' .
M”eM <F(@)F(r)ddr
00

Cette expression fait intervenir le moment d’ordre 2 de F. La moyenne sur I’ensemble des
micro états (donc sur des systemes différents ayant les mémes propriétés macroscopiques) et
I’intégration sur le temps sont deux opérations indépendantes que 1’on peut permuter. On
suppose qu’il n’y a pas de champ extérieur (I3 = 0) et le fluide est isotrope, <F(t)>=0.
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De plus on suppose que la corrélation entre deux collisions se produisant I'une a t; , I’autre a
t, est nulle des que la différence t, —t, >z (la durée de collision). Par conséquent, on peut

¢crire, pour le moment d’ordre 2 de F :
< F(tl)F(tz) >= q)(tl _tz) (21)

ol d(t, —t,) est une fonction trés piquée autour de t, —t,, donc ® =0, pour |t, —t,| = 7,. La

fonction de corrélation peut s’écrire sous la forme :

<F(t)F(t,) >=co(t, —t,) (22)
d’ou:
—Z—yttt L‘rﬂ" . .
<Imveys=—C e v [ e 5 —r)dade
2 VR
(23)
¢ o c 2
=—¢€ MIeM dr=—(@1-e ™)
2M 0 4y
2t
Pourt>>—:e M >0, et:
Y
<Imveays=C (24)
2 4y

On peut appliquer le théoréme d’équipartition de 1’énergie (équilibre statistique avec les
molécules du milieu qui jouent le r6le d’un thermostat a température T ) :

<%MV2(t) >=%KT, d’ot: ¢ =2)KT (25)

Etudions les propriétés liées au déplacement effectué par la particule de Brown. Si celle-ci est
en x=0, & t=0. On a par raison de symetrie, <x>=0, en I’absence de champ extérieur.
Calculons les fluctuations autour de cette valeur moyenne (< x* >) : A partir de 1’équation de
Langevin sans champ extérieur (3 =0), on multipliant chaque terme par x. On obtient :

de—*—M i(xx)—xz = —x X+ XF (t) (26)
dt dt

2
Ona: <xF(t) >=<x>.<F(t) >=0, d’autre part, ona : M <x >=KT. Par conséquent :
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|\/|%<XX>=KT—}/<XX>:>M%<XX>+]/<XX>:KT (27)

C’est une équation différenticlle du 1° ordre a coefficients constants pour la variable

Z =< xX>. La solution est la somme de la solution générale de I’équation second membre (

7y
Ae M) etd’un solution particuliére de 1’équation avec second membre ( KT /y). Donc :

s
<xx>_1<x >=Ae M +ﬁ (28)
2 y
A t=0, x=0, d’ou : A——ﬁet
v
N
i<x2 =2£(1_ M) (29)
dt y

En intégrant encore une fois et en tenant compte que < x*> >=0 pour t=0, on obtient :

, 2KT{
y

<X >= 1——(1— )} (30)
4

pourt>>M/y,ona:

<X? >= zﬂt (31)

/4

La particule de Brown diffuse dans le milieu. Ainsi, nous avons affaire a un processus de
diffusion caractérisé par la constante D :

p="T (32)

/4

Cette relation s’appelle la relation d’Einstein.

4- L’équation de Boltzmann sans collision

Considérons au temps t, I’élément de volume d rd p centréen r et p de I’espace de phase.
Il contient en moyenne f (r,p,t) particules. Au temps t+dt, ces particules sont déplacees

sous I’influence du potenticl moyen U(r). Nous négligeons les collisions entre particules.
Chaque particule a soumis une force :
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_ou(r)
or

F=

(33)

I’élément de volume d rd p est devenir dr d p. On déduit r et p des équations du
mouvement des particules.

ar VP Y 7 Py (34)
dt m m
dB - - - -
—=F=p =p+Fdt (35)
dt
Ona:d ? d B =d ?d B , donc la conservation du nombre de particules implique :
fo(r,p,t)drdp =f(r,pt)drdp (36)
soit :
fo(r,p,t)="f(rpt) (37)
ou:
fo(r,p,t)—f,(r,pt)=f (r+dr,p+dp,t+dt)—f (r,p,t)=0
Un développement autour du point (r,p) et la simplification de I’expression conduit a :
of (r,p,t of (r,p,t) - of (r,p,t) -
o (P )dt+ p(%p )dr+ p(%p )dp:O (38)
ot or op
Aprés laquelle nous avons introduit les notions suivantes :
Df (r,p,t)=——"—"""+r—+p—"2=0 39
p(rpD =T e p (39)

Dans laquelle nous avons introduit les notions suivantes :

- dr - dp o :0 0
r=—,p=—,D=—+r—+p— 40
dt P dt ot or pap (40)



Sachant que : p = F, I’équation peut s’écrire encore :

of, podf, of,
pf, =2 P%e g %o g (41)
o4 mor op

C’est I’équation de Boltzmann sans collision. C’est une équation linéaire aux dérivées
partielles.

N
Dans la suite, nous allons prendre comme variables indépendantes la position r et la vitesse

C plutét que la position ? et ’impulsion B Ona:
N = j f(r, p,t)drdp = j f(r, p,t)drdv (42)

Si nous faisons le changement de variables p=mv, nous avons :
dp
[ f,(r p.tydrdp = [ £.(r, p,Odr 5 (43)

Le facteur m® provient de ce que I’intégrale sur les vitesses est triple (V, Vy,V,).

On en déduit que:

f(rpt)= % (44)

L’équation de Boltzmann sans terme de collision s’écrit :

of (r,v,t) +V8f (r,v,t) +Eé’f (r,v.t) _

Df (r,v,t) =
ot or m ov

0 (45)

a) Collision de deux particules

- = S0
Considérons la collision de deux particules (v,,v,). Apres le choc, leur vitesse (v, ,v, ). Soit

o (v,,v, —>V,,V,) la section efficace associé a la collision. Nous supposons que la collision

est élastique et la duré de choc est courte. Si @ est le flux incident et N le nombre de
particules cibles. Le nombre de particules diffusées par unité¢ de temps dans 1’¢lément de

volume dv,dv, est:
d°n

—— =0 NK,o =0 (V,,V, > V,,V,) (46)
dv,dv,

La conservation de 1’énergie et de I’impulsion conduit a :
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V =V etv, =V, (dans le centre de masse) (47)

de plus :
dv,dv, =dv
particules.

dV , V: la vitesse du centre de masse, v, : la vitesse relative des deux

rel

dv =dv.

dv,dv, =dv,, 4dV dv,dv, (48)

La section efficace o est nulle lorsque les conditions (47) ne sont pas satisfaites.
La collision entre deux particules a pour effet de changer leur direction (dQQ — dQY). Par

conséquent, il est commode d’introduire la section efficace o (v,,) associé a la déflection

dans I’angle solide dQ'. Le nombre de particules qui sont défléchies par unité de temps dans
dQ est donné par :

2

d°n .
o =0 (Vg )ND (49)

La relation o(v,,) et o (v,,V, —V,,V,) est:

o(V,y) = J ja'(vl,vz —V,,V,)dv,dv, = I J'G'dvidv'2

" " (50)
= [ [odVidvy = [ [o'60 -V )oWg Vi)V v,y dvi,d0

rel rel
Vo,

rel

Vv

rel rel

o, dv,, =V, dv,,dQ et s estladistribution de Dirac.

= Vrel rel

b) Terme de collisions
Nous allons faire les hypothéses simplificatrices suivantes (hypothése chaos moléculaire) :

-On suppose que le temps moyen entre deux collisions t est trés grand devant le temps de
collision 7, : 7, << At <<t (les collisions peuvent étre considérées comme instantanées).

-On néglige les interactions a 3, 4,...corps.

-La section efficace a une particule est indépendante de champ moyen, i.e de la force F.

-La distribution a une particule f(r,v,t) varie lentement (fonction continue).

-Chaque collision est indépendante des collisions précédentes.

L’équation de Boltzmann sans collision, Df=0, exprime la conservation du nombre de
particules dans un élément de volume de 1’espace de phase.

A cause des collisions, certaines particules vont sortir de cet élément de volume et d’autre y
entrer, d’ou I’équation de Boltzmann s’écrit :

Df (r,v,t) =—10 +1® (55)
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ou: 10 : le terme de perte et 1™ : le terme de gain par unité de volume et de vitesse.
Si on pose :

f="f(rvt),f,=1f(rv,t),f =1f(r,v,t),f =f(rv,t) (56)
Le terme de collision total s’écrit :

1 —10 = I”Vrel(f £, — ff)o (v,v, = V', v,)dv'dv,dv, (57)

V1V A

avec: V,, =V-v, et v, =V —v,.

L’équation de Boltzmann s’écrit :

of (r,v,1) +Vaf(r,v,t) +Eaf (r,v,t)

Df (r,v,t) =
| Iat | or | 'm | av' (58)
= [[ [via (F £, = )0’ (v,v; > V', v;)dv'dv,dv;

Le terme de collision peut étre simplifié en faisant intervenir la section efficace différentielle
o(Q) au lieu de o (v,v, > V,v,). Pou cela on passe de (v,v,) aux variables (v,v.,).
Compte tenue des relations (48) :

j j dvdv, = j j j dv'v, “dv.,do (59)

Vv v Vrel

d’ou :

o (Q)dQ dv, (60)

rel

of of Fof -
V= ”(f f, — ff,)v

v Q

L’équation de Boltzmann est une équation intégrodifférentielle non linéaire que 1’on ne peut
pas resoudre analytiqguement dans le cas général.

¢) Linéarisation de I’équation de Boltzmann
La difficulté pour résoudre I’équation de Boltzmann de ce que c’est une équation
intégrodifférentielle non linéaire. Les approximations les plus usuelles sont basées sur le fait
que cette équation décrit le retour vers 1’équilibre d’un systéme qui souvent a été faiblement
perturbé. Pour cela on utilise la méthode de relaxation :
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On suppose que f(r,v,t) tend vers une fonction de distribution d’équilibre f @ (r,v,t) en un

o - f—fO :
temps 7. L’idée alors est de remplacer le terme de collision par ————. L’équation de
T

Boltzmann devient :

—tV—t = (61)
ot or mov T

C’est une équation différentielle linéaire, donc plus facile a résoudre.
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