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1 Quelques propriétés utiles dans les espaces de Sobo-
lev

1.0.1. Soit w € W'P(Q). Soit H : U — Q un difféomorphisme (i.e. H
est bijective et H, H™' sont de classe C1) telle que :

JacH € L>®(U), JacH ' € L>(Q).

Alors wuo H € WH(U) et on a

z; = H;(y).

8(UOH N a Hj
Vi : ga— ayl (),

Démonstration. Pour p < oo.

i) Par densité (Voir cours 2), Il existe une suite {u, }, de C=() telle que
u, — u dans LP(Q) et Vi : Qju,, — O;u dans LP(K) pour tout compact K C U.
ii) Montrons que si v € LP(2) alors vo H € L?(U). On a
[ weH@Pdy = [ jutz)pdact ds
U Q
< C/ lu(z)|P|dz < 0o (car JacH * € L>®(U))
Q

Donc vo H € LP(U)..



iii) Montrons que si v, — v dans L?(€2) alors v, o H — v o H dans LP(U). D’apreés
le théoréeme de Lebesgue inverse, il existe une sous-suite {v,, } telle que

Up, —> U D.p. T € Qet|v,| <geLP(Q) Vn.
Par conséquent
Uy, 0 H —voHpp yeUet|v, oH| <goHeL\(U) VEk.
En appliquant le théoréme de convergence dominé de Lebesgue, on obtient
Up, © H — v o H dans LP(U).

Montrons maintenant que v, o H — v o H dans LP(U). Par absurde, supposons
qu'il existe € > 0, il existe une sous-suite {v,, o H}j tels que

[vny, 0 H —v o Hlpr) 2 €. (1.1)

Or, la suite {v,, }rconverge vers v dans LP(12), elle admet donc une sous-suite notée
{vp@m } telle que
chp(nk) oH—-wo HHLP(U) — 0.

Ce qui contredit avec (|1.1f).

iv) On est prét maintenant & montrer que que uo H € W'?(U). On a d’aprés i)
U, o H — wo H dans LP(U). Comme u, et H sont de classe C! alors

O(u, 0 H) H iv: 8un 8Hj

K 5, W5,

(). (1.2)

=1 J

D’autre part, d’apreés ii) on a pour tout compact K C U

%:]"(H) = %:]" oH — g—z o H := S—Z(H) dans LP(K)
et comme g—g € L>*(K) alors
Ju 0H,; ou 0H,;
“(H L(y) — —(H 2
5, ) — 5 G
D’ou on peut passer a la limite au sens des distributions dans (1.2]) et on obtient
. 8(un o H) al 8Un 8un
Vi ——— = e L*(U
' ayz i—1 az] 8yz Z 8$] Y; ( )

Pour p = oo. Il est claire que uo H € L*°(Q2). D’autre part, soit {2’ un ouvert borné de
RY tel que ' C Q. Alors u € WHP(€Y') et on a d’aprés ce que précéde :

. O(uo H) Y ou 0H;
P — H(y L™(€2).
v 2 ) = 30 G0 ) < 17(0)
Donc u o H € WH(Q). Ce qui finit la preuve. O
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1.0.2. Soient u € WH(Q), G : R — R de classe C' telle que G(0) = 0
et |G'(t)] < M, Vt € R. Alors

Gouec W' (Q) et 0i(Gou)=G (u)du, Vi.

Démonstration. Pour p < oo, on a d’aprés le théoréme des accroissement finis |G ()| <
Mt, ¥t € R. Alors |Gou| < Mu € LP(Q2), et donc Gou € LP(§2). D’autre part par densité,

il existe une suite {u,}, de C*(Q2) telle que
U, — u dans LP(Q) et Vi : O;u, — O;u dans LP(K) pour tout compact K C U.
Alors, comme G et u, sont de classe C!, on a
0;(G o uy,) = G'(u)du, (1.3)
On montre comme dans la preuve précédente que
G ou, — Gowu dans LP(Q), G'(u)du, — G'(u)d;u dans LP(K),

pour tout compact K C ). D’ol en passant a la limite au sens des distributions dans
(1.3), on obtient
0:(G ou) = G'(u)du € LP(Q).

Pour p = 0o, On procéde comme a la fin de la preuve précédente. O

2 Injection de Sobolev

Théoréme 2.1. Soit Q un ouvert de RN tel que O est de classe Ct. Alors, on a les
mjections [continues| suivantes

LY (Q) si p< N, pout tout 1 < q < oo
WyP(Q) = ¢ LUQ), si p=N, pour tout ¢ > 1 (2.1)

C*(Q)) si p>N,

o p* = N (i.e. 1% = % — % eta=1-— %, pour tout p > 1. En particulier, pour tout

—-p
u € WHP(Q) on a les inégalités suivants :

[ull o @) < Chllullwrae) (2:2)

|ula < Collullwir@) (2.3)
ou C1, Cy >0, dépendent seulement de N, p et le diametre de ().

En dimension 1, on a le résultat important suivant

_ 2.1.1. Soit I un intervalle ouvert de R. Alors pour tout 1 < p < o0
L’espace WYP(I) s’injecte de maniére continue dans C(I). C’est-a-dire

3C >0, Vu e WH(I), v e C(I) :u=v p.p. sur I et [ullwrenllvllem-



Théoréme 2.2 (de Rellich-Kondrachov). Soit Q un ouvert borné de RN tel que 99
est de classe C* et soit 1 < p < oo. Alors on a les injections _ suivantes

L) sip <N, pout tout 1 < g < p*
WhP(Q) —.< LiUQ) sip=N, pout tout 1 < g < (2.4)
C(Q) sip> N,
(ou p* = NN—ZD ).
Un résultat important qui découle de ce théoréme est 'inégalité de Poincaré :

Théoréme 2.3 (Inégalité de Poincaré). Soit Qouvert borné de RN tel que 09 est de
classe C* et 1 < p < oo. Alors il existe une constant C > 0 telle que

ull e () < [IVullzo@y~, pour tout u € WyP(€) (2.5)

3 Espaces W,"(Q) et W~17(Q)

‘Définition| 3.1. L’espace Wy (Q) est Uadhérence de Uespace D(Q) dans WP().
Notation 3.1. Pour p = 2, l’espace Wol’p(Q) sera noté dorénavant par H} ().
L’espace WP(£2) est un sous espace de W'P(Q) et il est caractérisé par :

Théoréme 3.1.
ue WP (Q) < (ue W (Q) et Tu = 0). (3.1)

En particulier, siu € Wy?() NC(Q) alors upq = 0.

_ 3.1.1. L’application

WoP(Q) — Ry
u +— ||VUH(Lp(Q))N

définit une norme sur Wy P(Q) noté par H.ng,p(m, équivalente a la norme ||.||w1.rq). De

plus (W, (Q), ||.||W3,p(Q) est un espace de Banach.

‘Définition| 3.2. L'espace W17 (Q) est lespace dual de WP (Q) (on }17 —i—l% = 1. Autre-
ment dit un élément f de W= (Q) est une forme linéaire continue sur Wy(), et on
note par {, ) le crochet de dualité entre WP (Q) et WP (). Et rappelons que

7.0)
1 fllwsw iy = Sup W: swp  (f,v)
veW, P () W, P () IIvIIW&,p(Qfl

et
(. 0) A Fllw-1a 10]lam i pour tout v e Wy (€).



Notation 3.2. Pour p = 2 alors p' = 2. Alors l’espace W=12(Q) est le dual de l'espace
Wy (Q) == HY(Q). T sera noté par H'(Q).

Théoréme 3.2. (Caractérisation de W=7 (Q)). Soit f € W= (Q). Alors Il existe
f07f17"'7fN danSLp(Q)7

tels que pour tout v € W, P(Q) on a
N
o= | <f0v+2f’vxi> dz (32)
L i=1

et

N ' 1/p
1 w100y = (/Q;|f| ) : (3.3)

En particulier si f € L*(Q) C H*(Q) alors

(f,v) = /vadx pour tout v € Hg(Q).
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