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Module : Formulation variationnelle

_ 1. Soit u € HY(QY). Montrer I’équivalence entre les assertions suivantes
1. uwe (H}(Q))*.
2. —Au+u =0 dans D'().

ISelifionE On a
€ (HM): <L (wv)m@ =0, Yo e HA(Q)

= {/ Vu.Vodr + / uvdr = 0, Yv € Hy(S)
0 0

Pardensite Vu.Vodr + / wodr =0 Yov € D(Q)}
Q Q

— (—Au+ u,v)prxp =0, Yv € D(Q)
<— —Au+u=0, dans D'(Q).

_ 2. Montrer [injection continue suivante
H'Y(0,1) = C([0,1]).

_ D’aprés l'exercice 01 question 3 de la série précédente, il existe u €
C([0,1]) telle que u = W p.p. et u(x) = f;’ w'(t)dt + ¢, Va,y € [0,1], et il est claire que

1
¢ = u(y). Alors, on a

p.p. « €]0,1[: u(z) = /x o' (t)dt +u(y)

En intégrant par rapport a y sur (0, 1), on obtient

1 1
p.p. z €]0,1[: |u(z)| = \/ dt+/ u(y)dy| S/ |u’\dt—|—/ lu|dz
0 0

En appliquant I'inégalité de Cauchy-Schwartz

p.p. z €]0,1[: |u(z)| < [|ull20,0) + 141 22000y = lulla1(0,1)-
D’ou
lullzoo 0,1y < [Jwl| 51(0,1)

ce qui donne l'injection continue de H'(0,1) < C([0, 1]).

(

(T EC(D) telle que w =T pp.sur I




_ 3. Soit I un intervalle borné, u € D(Q)

1. Montrer que
/1 I(u(x) —u(y))dedy < [P0 |[72(r), 0w |I] = mes(I).
X

2. Déduare l'inégalité suivant :

/ )2dz < |2/| 2dt+|7|</\u |dx).

3. Est ce que cet inégalité est vérifié pour u dans H'(I) ?

Solution :
1. On a

(u(w) — u()? = | / WalP < ( / \u’(t)\dt)2
Cauchy Schwartz / 2ar / ey

] 122

En intégrant sur I par rapport a = et y, on obtient
| @) —u)?dedy < [ i1 g dady
IxI IxI
— 11 gy [ oy = |1 g
IxI
2. On a

/I (ula) = uly)*dady = / () + )+ —2u(a)u(y)dody

= /(/ ()de)dy+/(/( 2dy)dx—2/ dx/
- e foo)

En substituant dans 'inégalité de la question 1), on obtient

2
2|1 /Iu(x)de < |I)? ||u'||%2(1) +2 (/Iu(x)dm) ,

en divisant sur |/], on obtient le résultat.



3. Oui. En effet, d’aprés le théoréme de densité (Voir cours 2 chapitre 2), l'espace
C>([0,1]) est dense dans H(0,1). C’est a dire pour tout u € H(0,1), il existe une
suite (uy,), de C*([0,1]) telle que

u, — u, dans H'(0,1).
Ce qui implique que
u, — u, dans L*(0,1), etu, —> u, dans L*(0,1).

Et d’aprés la question 2), comme u,, € C*([0, 1]), alors elle satisfait I'inégalité

117 1 i
/uidx < —/\u;\zdt—i— — (/lunldx) :
I 2 Jr ] \Jr

En passant a la limite, on obtient I'inégalité pour u € H(0,1).
_ 4. Soit Q un ouvert borné de RN et connexe. Montrer l'inégalité de Poincaré
3C > 0,Yu € Hy(Q) : [Jull2() < Cl[Vull 20y~ (0.1)

Solution : On a

(0.1) <= 3C > 0,Vu € H)(Q) : [ullr2()

e < (.
Hvu||(L2(Q))N

Par I’absurde, On suppose que : Il existe une suite (u,), C H}(Q) telle que

un
Vn - Munllzee) > (0.2)
HvunH(LQ(Q))N
On pose v, := S Alors, on a
[unllr2()
[unll 22 () V|2 1
||Un||L2(Q) = W = 17 ||an||(L2(Q))N = W S -, Vn (03)
n||L2(Q2) Un || (L2(Q)N n
Et on a

1
lonllr @) := llonllra@) + 1 Voallza@) < 1+ =<2, V.

Donc la suite (v,), est borné dans H'(Q) qui s’injecte dans L?(f2) de maniére compacte.
Alors On peut extraire une sous-suite de (vy,),, notée encore par (v,), telle que

v, — v, dans L*(€).

D’autre part, d’aprés (0.3)), on a ||v||z2(0) = lim, o [|Un]|22() = 1 et on a Vv, — 0 dans
L*(€2). Donc

v, — v dans D'(Q) et Vv, — Vo = 0 dans D'(Q)".

D’ott Comme 2 est connexe alors v = C dans ©Q et C' # 0 car |[v|;2@ = 1. Mais
v e H(Q), alors la trace de v : Tv := 0 et comme v = C' dans (2 alors v =¥ p.p. dans {2,
ou v = (' dans 2. D’ou

Tv="Tv:=7pq = C car v € C(Q).

Donc C = 0. D’ou on obtient la contradiction.



