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Module : Formulation variationnelle

Chapitre III : Problémes aux limites et formulation variationnelle (2)
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1 Problémes aux limites linéaires de seconde ordre (2)

1.1 Probléme de Neumann homogéne

Soit € un ouvert borné de R" et de classe C!. Le probléme de Neumann homogéne est

donné par

Lu=f dans (2
{ 90 (1.1)

ou L est défini par défini sous forme divergentielle par

%u — () gsur

Lu:—Z(a” T)ug,) . —|—sz )y, + c(x)u (1.2)

et g—z désigne la dérivée normale extérieur de u, c’est & dire 9%(z) := Vu(m)n(m et n(a:b
et le vecteur unitaire de la normale extérieur a Jf) en x.
Dans la suite on va considérer le cas particulier ou

u=—-Au+u

et on étudie la question d’existence du probléme de Neumann suivant

{ —Au+u=f dans () (13)

gz =0 sur 0N

Supposons que u : 2 — R est une solution de ) telle que u € C3(Q) = {ug:u e
C?(R™)} et supposons que f € L*(Q). Soit v € Cl( ) = {7jg : 7 € C'(R™)}. On multiplie
I'équation de ([1.3)) par v et en intégre par partie, on obtient

/Vu Vvd:c—/ —UdS—i—/uvdx:/fvdx
a0 0 Q )
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Comme g—z = 0, alors fm %vd&' = 0. D’ou on obtient

/Vu.Vvdx— a—uvdS—i-/uvdx: / fudx, Yo € CH(Q) (1.4)
Q a0 On Q Q

Comme D'espace C'(9) est dense dans I'espace de Sobolev H'(f2), alors 'inégalité précé-
dente est satisfaite pour tout v € H*(Q) (& vérifier en exercice). On a donc u satisfait la
formule suivante

/Vu.Vvda:—/ @vdS—i—/uvdx:/fvdx, Yo e HY(Q) (1.5)
Q a0 On Q Q

et cette équation a un sens dés que u € H'(Q). [inversement. supposons que u € H'(Q)
satisfait ([1.5)). Si de plus u € C*(Q), alors d’aprés la formule de Green on a

/—Avdx+/ @vds—i-/uvdx:/fvdx, Vv e HY(Q) (1.6)
Q a0 0 Q Q

Q on

Si on choisit v € D(Q), alors (1.6) devient

/—Avdx+/uvd$:/fvda:, Vv € D(Q) (1.7)
Q Q Q

ce qui donne —Au + u = f dans D'(Q). et cette dernier équation est satisfait p.p. dans
Q2. D’ou 'équation (1.6 implique que

ou
—wvdS, Yv € H(Q
., 5, VS, Vv € (92)

c’est a dire % = 0 dans (H'?(Q2))". Donc u satisfait le probléeme (T.3)). On donne alors la
définition suivante

Définition| 1.1. On dit que u est une solution faible de (L.3) siu € H'(Q) et satisfait
la formulation variationnelle (1.5). Siu € C*(Q) alors u s’appelle solution classique.

1.2 Problémes aux limite mixtes
1.2.1 Conditions aux limites mélées

Considérons le probléme suivant :

{ —u" +u= f dans I =|0, 1] (1.8)

u(0) =0, v (1) =0

Supposons que que u € C%([0, 1]) est une solution de (1.8)), alors en multiplions I'équa-
tion par v € C'([0,1]), on obtient

/01 u'v'dz — ' (1)v(1) + ' (0)v(0) + /01 wodx = /01 fodz.
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On a ¥/ (1) = 0 et on choisit v telle que v(0) = 0, alors I’équation ci-dessus devient

/01 w'v'dr + /01 uvdx = /1 fvdz, Vv € C'([0,1]), v(0) = 0. (1.9)

0

On donne le résultat suivant

_ 1.0.1. 1. L’espace {v € C*([0,1]) : v(0) = 0} est dense dans l’espace
H:={ve H'Y(Q):v(0) =0}.

2. L'espace H'(Q) est un espace de Hilbert.

Démonstration. _ [l

D’aprés la densité, 'équation ((1.9) est équivalente a la formulation variationnelle sui-
vante

1 1 1
/ u'v'dx —l—/ wvdx = / fvdx, Yv € H. (1.10)
0 0 0

En appliquant le théoréme de Lax-Milgram, on obtient 'existence d’une solution unique
u € H de (1.10), qui est appelée solution faible de ([1.8)).

EREREEE 1. 5w < C2([0,1] est une solution faible de ([L.8). Montrer qu’elle est solution
classique (i.e. u satisfait ’équation de (1.8) et les conditions aux limites).

1.2.2 Condition aux limites périodiques

Soit a résoudre le probléme suivant

{ —u" +u= fdans [ =|0,1], f€ L?0,1)

1
u(0) = u(1), u/(1) = /(1) (1.11)

Soit u € C%([0, 1] une solution classique de (1.11)). On a pour tout v € C*([0,1]) :

1 1 1
/ u'v'dx —I—/ wodz + u'(1)v(1) — ' (0)v(0) = / fvdz, Vv € C*([0,1]) (1.12)
0 0 0
Si on choisit v telle que v(0) = v(1), alors
u'(v(1) — ' (0)v(0) = v(0)(w'(1) — /(0)) = 0.
D’ou I'équation devient

1 1 1

/ u’v’dx—i—/ uvdx :/ fvdx, Yo € CH([0,1]), v(0) = v(1). (1.13)
0 0 0
IEREREE 2. 1. Montrer que Uespace {v € C'([0,1]), v(0) = v(1)} est dense dans Uespace
H:={ve HY(Q):v(0) =v(1)}.

2. Montrer que [’espace H est un espace de Hilbert.
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D’aprés la question 1 de 'exercice, I’équation ((1.13)) est équivalent a

1 1 1
/ u'v'dw +/ wvdz = / fodz, Yv € H, (1.14)
0 0 0

c’est la formulation variationnelle associée au probléme (|1.11]).

IERERERE 3. Montrer que siu € HNC?([0,1]) et satisfait (T.14) alors elle satisfait le
probleme (1.11)).

On donne alors la définition suivante

Définition| 1.2. On dit que u est une solution faible de (1.3) si u € H et satisfait la
formulation variationnelle (1.14)). Si u € C*(Q) alors u s’appelle solution classique.
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