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Module : Formulation variationnelle

Rappel. Pour tout  ouvert de RY, on note C*(Q) avec 0 < k < oo, I'espace
CH(Q) = {E@ .7 e CM(RM)).

Si Q2 est borné et régulier alors C*°(2) est dense dans H'((2) et en particulier C* Lﬁ) et aussi
dense danse dans H'(2) pour tout 1 < k < oco. si Q n’est pas borné alors C¥(Q) N H'(Q)
est dense dans H'(Q).

_ 1. Considérons le probleme suivant

{ —u" +u=f dans I =]0,1[, f € L*(0,1)
u(0) = u(1), v'(1) = /(1)
1. Soit u € C*([0,1] une solution classique de (0.1). Donner la formulation variation-

nelle satisfait par u, (En acceptant que Uespace {v € C1([0,1]), v(0) = v(1)} est
dense dans [’espace

(0.1)

H:={ve H"(0,1):v(0) =v(1)})

2. Montrer lexistence et l'unicité de la solution faible u (Solution de la formulation
variationnelle).

3. Si la solution faible u € C*([0, 1], montrer qu’elle est solution classique de({0.1))

Solution :

1. Soit w € C*([0,1]) une solution classique de (0.1)). On multiplie I’¢quation de({0.1])
par v € C1([0,1]), et en intégrant par parties, on obtient :

1 1 1
/ u'v'dx —i—/ wodx + o' (1)v(1) — /' (0)v(0) = / fodz, Vv € C'([0,1]) (0.2)
0 0 0
Si on choisit v telle que v(0) = v(1), alors
u'(D)o(1) = u'(0)(0) = v(0)(u'(1) — u'(0)) = 0.
D’ou 'équation (0.2]) devient
1 1 1
/ u"u’dx—l—/ uvdx :/ fudx, Yo € CH([0,1]), v(0) = v(1). (0.3)
0 0 0
Gréace a la densité, I'équation (0.3]) est équivalent a
1 1 1
/ u'v'dx +/ wdr = | fodz, Vv € H, (0.4)
0 0 0
c’est la formulation variationnelle associée au probléme (0.1]).
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2. On applique le théoréme de Lax-Milgram sur la forme bilinéaire a définie sur H par

1 1
a(u, ) ::/ u'v'da:—i—/ uvdz
0 0

et la forme linéaire ¢ définie par

1
0(v) :/ fvdx, Yv € H.
0

Pour la coercivité de a, on a

1 1
a(u,u) = / udzx —i—/ uldr = ||U”12L11(0,1)
0 0

Ce qui implique la coercivité. Pour la continuité, on applique I'inégalité de Cauchy-

Schwartz dans L? et puis dans R?, on obtient
a(u,v) < w2 f[V'llz2 + llullc2[lv]l 22
1/2 1/2
< (IliZe +llellz2) " (101172 + lloliZ2)
< lullon 1ol o)

ce qui donne la continuité de la forme bilinéaire. Pour la continuité de la forme
linéaire, on a

()| < [ fllzzloll < fll ez vl 0,0) = Cllvll o,y

En appliquant le théoréme de Lax-Milgram, on obtient 1'existence d’une solution
faible u € H.

3. Soit u € C%([0,1]) N H une solution faible. Alors u vérifie 1'équation (0.4). On
choisissant v € D(0, 1) dans (0.4)), et comme u € C%([0,1]), en intégrant par partie,

(0.4) devient
1 1
/(—u"+u)vdx:/ fudz
0 0

ce qui implique que —u” + u = f dans Q. Maintenant, on choisit v € C*([0, 1],
v(1) = v(0). et on intégre le premier terme dans (0.4 par partie, on obtient

- /01 u"vdz 4+ o' (1)v(1) — «'(0)v(0) + /01 uvdz = /01 fvdx

Comme —u” + u = f, alors on en déduit que u'(1)v(1) — v/ (0)v(0) = 0. Comme
v(0) = v(1), alors on obtient u/(0) = «/(1). Donc u satisfait le probléme (0.1)).
_ 2. Considérons le probléeme auz limites suivant

{ 0" +u=f dansI=]0,1] (0.5)

u'(0) — ku(0) = 0,u(1) =0
avec f € L*(0,1).



1. Montrer que l'espace H := {w € H'(0,1) : w(1) = 0} est un espace de Hilbert.
2. Siu e C*([0,1]) est une solution (classique) de (0.5]), Montrer que

1 1 1
/ u'v'dz + / wodz + ku(0)v(0) = / fvdz, Yv € C'(]0,1],v(1) = 0.
0 0 0

3. Montrer que lespace {v € C*([0,1] : v(1) = 0} est dense dans H.

4. Déduire la formulation variationnelle du probléme (0.5)) :

1 1 1
/ u'v'dx +/ wodx + ku(0)v(0) = / fodz, Yv € H. (0.6)
0 0 0

5. Pour k > 0, montrer que [’équation précédente admet une solution unique u € H
(c’est la solution faible de ((0.5)) ).

6. Si la solution faible u € C*([0,1]), montrer qu’elle est classique (i.e. u satisfaite

©3)

Solution :

1. Tout d’abord, on montre que H est un sous espace fermé¢ de H'(0,1). On H C
H'(0,1) (par définition). Soit (u, ), une suite de H qui converge vers u dans H'(0, 1).
Montrons que v € H. D’apreés I'injection continue H'(0,1) < C([0, 1], on a u,,u €
([0, 1]

ltn — ulleqoa) < Cllun — ullgr0,1) — 0, quand n — oo.

D’otl u,, —» u uniformément dans €. Donc
Vo e [0,1] : uw) — u(z)

en particulier pour z = 1, on a u,(1) — u(1). Comme u, € H alors u,(1) = 0,
donc u(1) = 0. D’ou u € H. Ce qui implique que H est fermé. Montrons que H est
complet. Soit (u,), une suite de Cauchy de H C H'(0,1) (par rapport la norme
de H'(0,1)) donc la suite est convergente dans H'(0,1), car H'(0,1) est complet,
comme H est fermé, alors la limite de u,, est dans H. Donc la suite est convergent
dans H. D’ou H est complet avec la norme ||.||g1(,1). Comme (H'(0,1), ||||m1(0,1))
est un espace de Hilbert, alors (H, ||||m1(0,1)) est aussi.

2. On multiplie 'équation par v € C!([0,1] : v(1) = 0, et on intégre par partie, on
obtient

/01 w'v'dz — /' (1)v(1) + u(0)v(0) + /01 wvdx = /01 fodz.

Comme v(1) = 0 et u/(0) = ku(0) alors on obtient

1 1 1
/ u'v'dx +/ wvdz + ku(0)v(0) = / fudzx, Vo € C*(]0,1],v(1) = 0.
0 0 0



. Soit w € H alors u € H'(0,1). Comme C'([0,1]) est dense dans H'(0, 1), alors il
existe une suite (¢,), de C*([0,1]) telle que

¢n =3 w, dans H(0,1).

On pose wy, = ¢pMy, ot 7, € C2([0, 1]) et la fonction de troncature définie par

0 si x€|]l—1/2n,1]
m(r) =4 entreOet1l si z€[l—1/n,1—1/2n] (0.7)
1 si xe€0,1—1/n]

Alors w,, € C'([0,1]), w,(1) = 0, et on peut démontrer que w,, — w dans H'(0,1)
(Voir le cours de densité).

. Soit v € H, alors grace a la densité, il existe une suite v, €€ C([0,1]), v,(1) = 0,
convergente vers v dans H'(0,1). D’aprés la question 2, on a

1 1
/ u'v) dz + / uvpdx + ku(0 / fondz, (0.8)
0 0

Comme v, — v dans H'(0,1), alors v,, — v et v/, — v’ dans L*(0, 1) et grace a
I'injection de Sobolev H'(0,1) < C([0,1]), v,(0) — v(0). On en déduite que

1 1 1
/u/vgdx—/ u'v'dw = |/ u' (vl — v")dx|
0 0 0
1
< /|u'\|u;—v’|dx
0

Cauchy—Schwartz , , ,
< ||| 2 ||v), — v'|| 2 — 0.
—_——

—0

ol 1 . N :
D’ou [, w'v,de — [, w'v'dz. De la méme maniére on obtient

1 1 1 1
/ uv,dr — / uvdz, / fo,dr — / fudz.
0 0 0 0

En passant donc a la limite dans (0.8)), on obtient

1 1
/ u'v'dr + / wodz + ku(0 / fodz, Yv € H. (0.9)
0 0

. On applique le théoréme de Lax-Milgram sur la forme bilinéaire a définie sur H par
1 1
a(u,v) ::/ u'v'dx +/ wodz + ku(0)v(0), Yu,v € H
0 0
et la forme linéaire ¢ définie par
1
:/ fvdz, Vv € H.
0
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Pour la coercivité de a, on a

1 1 1 1
a(u,u) = / udx —|—/ w dr + ku(0)? > / u*dx —I—/ uide = ||u||§{1(071)
0 0 0 0

(k > 0). Pour la continuité, on applique I'inégalité de Cauchy-Schwartz dans L? et
puis dans R? et on utilise I'injection H'(0,1) < C([0, 1]), on obtient
a(u,v) < |||z [[v]| 22 + [Jullz2]lv]| 2 + K|u(0)v(0)
1/2 1/2
< (liZe +llellz2) " (10172 + llollz2) " + Kllulleollulleo
< ||U||H1(0,1)||U||H1(0,1) + k‘||u||H1(0,1)||U||H1(0,1)
(L4 E)llwllm o l[vllmo)

ce qui donne la continuité de la forme bilinéaire. Pour la continuité de la forme
linéaire, on a

()] < [ fllzzllvllz2 <[ fllz2llvll 100y = Cllvllar

En appliquant le théoréme de Lax-Milgram, on obtient 1'existence d’une solution
faible u € H.

6. Soit u € C*([0,1]) N H une solution faible. i.e. u satisfait 'équation (0.6). On choi-
sissant v € D(0, 1), devient

1 1 1
/ u'v'dx +/ uvdx :/ fodx
0 0 0

en intégrant par partie, on obtient

1 1
/ (—u" 4+ u)vdzr = / fodx
0 0

ce qui implique que —u” + u = f dans Q. Maintenant, on choisit v € C*([0, 1],
v(1) = 0. et on intégre le premier terme dans par partie, on obtient

_ /0 u"vdx+u’(1:):(1)—u’(o)v(0)+ /0 uvdz + ku(0)v(0) = /O frde

Comme —u” +u = f, alors on en déduit que —u/(0)v(0) + ku(0)v(0) = 0. Comme v(0)
est quelconque, alors on obtient u'(0) = ku(0). Donc u satisfait le probléme ((0.5)).

_ 3. Soit a résoudre le probléme aux limites suivant

(0.10)

—Au+VVu = f dans )
u = 0 surdf

ou f € L*(Q), V est une fonction assez réqulicre a valeurs dans R™ telle que divV = 0.
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. Trouver la formulation variationnelle du probleme (0.10)).

. Montrer ’existence de la solution faible.

. i la solution faible u € H?(Q), montrer qu’elle vérifier le probleme (0.10) dans un

Sens a préciser.

Solution

1. Supposons que u est une solution assez réguliére de (0.10]). Alors on multiplie I’équa-
tion par v € C'(Q qui s’annule sur €, on obtient aprés intégration par partie :

/Vu.Vvd:c—l—/V.Vuvdx:/fvdx.
Q Q )

Comme lespace {v € C'(Q : vpo = 0} est dense dans H}(), alors 'équation
précédente est équivalent a la formulation variationnelle suivante :

/Vu.Vvdx+/V.Vuvdm:/fvdx, Vv € Hy(Q). (0.11)
Q Q Q

. On applique le théoréme de Lax-Milgram sur la forme bilinéaire définie sur H}(€2)
par

a(u,v):/Vu.Vvdx—i-/V.Vuvdx
Q Q

(v) = /Q fodz.

On commence par la coercivité : On a pour tout u € H}(2)

et la forme linéaire suivante

a(u,u) :/Vu.Vudx—i—/V.Vuudx.
Q Q

On a en appliquant la formule de Green

/V.Vuudx—/(uV).Vudx = —/div(uV)u+/ u?V.ndS
Q 0

Q onN
—_——
=0

= —/(uV).Vudx—/diVVqux
0

Q
=0

= - /Q (uV).Vudz

Ce qui implique que [,(uV).Vudz = 0 Donc a(u,u) = [, |Vul*dz = Hqul(Q).

0
D’otlt a est coercive. Pour la continuité, on a par l'inégalité de Cauchy Schwartz et
de Poincaré

la(u, )] < Null ga @I Vollag @) + 1V [sollull g @10l 20
< Nullap I Vollg ) + Cllull g @)llvl g @)
<

(1 + O)lull g IVl g )
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(Rappelons que [|ul|g1(q) := [[Vul|z2(@)~) Pour la continuité de ¢, on a

L) < I fllzz@llvliz2@) < Cllfllez@ vl #y@)-

D’ou on peut appliquer le théoréme de Lax-Milgram et démontrer ’existence d'une
unique solution faible u € HJ ().

3. Si la solution faible u € H?(f2). Alors en appliquant la formule de Green dans la
formulation variationnelle (0.11]), on obtient

/ —Auvdr + / @vdm + / VNuvdx = / fodz, Vv € Hy (). (0.12)
Q o On Q Q

=0
Si on choisit v € D(Q2), alors on obtient

/—Auvdx—i—/V.Vuvdx:/fvdx, Yv € D(Q)
Q Q Q

ce qui implique que —Au + V.Vu = f dans D'(Q2). Comme Au, Vu, f € L*()
alors —Au + V.Vu = f p.p. . D’ou u satisfait le probléme

—Au+V.Vu = f p.p. dans
{ u = 0 p.p.sur 0f) (0.13)
_ 4. Soit a résoudre le probleme de Neumann suivant
—Au+u = f dans )
{ u = g surdfd (0.14)

avec f € L3(Q), g € (HY2(052))'.
1. Donner la formulation variationnelle du probléeme ((0.14)).

2. Montrer l'existence de la solution faible.

3. Si la solution faible v € H?(Q), montrer qu’elle vérifier le probleme (0.14) dans un
Sens a préciser.

Solution

1. Soit u une solution assez réguliére de (0.14)). On multiplie par v € C(Q) et on intégre
par partie, on obtient :

/Vu.V’udx— @vdS—l—/uvdx—/fvda:.
Q a0 On Q Q

Grace a la condition au bord, on obtient

/Vu.Vvdx—l—/uvdx:/fvdx—i—/ gudS.
Q Q Q o9

Comme 1'espace C!(€2) est dense dans H*((2), alors on aura la formulation varia-
tionnelle suivante :

/Vu.Vvdx+/uvdx:/fvdx—i—(g,v)(Hl/g(ag))/XHl/z(am, Vv e H' () (0.15)
Q Q 0



2. On applique le théoréme de Lax-Milgram : La forme bilinéaire associée est définie
sur H'(Q) par

a(u,v) :/Vu.Vvdx—f—/uvdx.
Q Q

La forme linéaire est définie par

() = /Q Foda + /8 guds

La coercivité et la continuité sont immédiat. Pour la continuité de ¢, on a par
I'inégalité de Cauchy Schwartz et de Poincaré :

/ fode < 1z ol < Cllvllaay.
Q

D’autre part, on a comme g € (H2(2))’, alors d’aprés le théoréme de trace, on a

{9, 0)] < Cllvllr2a0) < cllvlla )

Par conséquent
€(0)] < Clolla e

3. Siu € H?(), alors en intégrant par partie la formulation variationnelle (0.15)), On
obtient :

9,
/—Auvdx+ 8—uvd5+/ uvdx:/fvda:—l—(g,U>(H1/Q(BQ)),X}11/2(69), Yo € H'(Q)
0 0 0

aq on
(0.16)
On choisit v € D(R2), (0.16]), devient

/—Auvdx—l—/uvdx:/fvdx, Yv € D(Q)

Q Q Q

D’ou —Au+wu = f dans D'(Q). Comme —Au,u, f € L*(Q) alors —Au+u = f p.p. . et
par conséquent (0.16)) devient

ou

9,V = (9,0) (m/200)y xm/200), Vv € H'().
aq on

Ce qui donne % = g p.p. dans 0f) .



