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Exercicel: (4points)

Déterminer latransformée de Laplace des fonctions suivantes :

1. (262 — DU(E) 2. (e —cos(3t)e™) U(t)
3. tetlU(t) 4. cos® (t)e'l4(t).

Exercice 2 : (4points)

Retrouver |'original des transformée de Laplace suivantes :

1 -1
L e e
(p+1)(p—2) (p—2)°
Sp+10 p=
| pP+3p—4 " p?-14p+50

Exercice 3 : (12 points)

On se propose d'utiliser latransformée de Laplace pour résoudre des égquations différentielles.

1. On considére |'égquation différentielle

y' +y = e'U(t), y(0)=1.

Soit Y une fonction causale solution de I'équation dont on suppose qu'elle admet une transformée de

Laplace F. Démontrer que F satisfait I'équation

P

(p-1)p+1)

F(p) =

En déduirey

2. Sur leméme modéle, résoudre I'équation différentielle

y" — 3y +2y =¥ U(t), y(0) =1, ¥'(0) =0.
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1- D'apres la linéarité de la transformée de Laplace et le formulaire, on a

4 (6)) (o) — a2 _1_4 1
L)) = 2£(EU(®) ) ~ LUO)P) =2 % < -~ == -~ (D)
2- On utilise encore la linéarité. On a d'une part
: Sl
£(eUD) = ~—

L (e* cos(2¢
D'autre part, pour la rechercher de [ [3 ]] , on utilise d'une part le formulaire pour

remarquer que

2
L (cos(—t)) = L4'
3 P+ 5

On utilise ensuite la formule
L(e*tf)(p) = F(p—a)

ou [F = ‘E{f}', On en déduit que
2 — 2
(i) -5y (2
{p — 2] S 7
Finalement, la transformée de Laplace recherché est la fonction

1 p—2
p—-1 (p—2)2+132

3- On procéde comme a la question précédente, en commencant par remarquer que

C(HU(E)) = 1%

TR g, P
De la formule de multiplication par = “on déduit que

C(te™U(t)) = ﬁ




4- On commence par linéariser COS®X. Pour cela, on remarque que

ei:l: +E—ém 3 ]_ 3 : : 2
cos (T) _ (T) = g[e.?m 4 3811' + 38—13 _I_E—‘!gm) — %ms(gmj + gCDS(E) e
Onen dédui'gque ﬁ
1 p 3 p
Llcof (1)) = = iy
( ) 4p2+0 4p*+1

Raisonnant comme a la question précédente, on déduit finalement que

B 3
Elasfle) =505 5 o +4[p—1 i) ‘

Réponse 02 : [04 pts]

1. On décompose la fraction en éléments simples, ie on cherche a et b tels que

1 i1

P2 pri

On trouve @ = —1/3 et b= 1/3. Il vient que l'original recherché est @ @
—1 1
— et U(t) + —€MU(t)
3 i

2. Posons G(p) = 'p+i et F(p) = p‘_—;. Alors G' (p) = F(p). Or, loriginal de G est la fonction
Eith’{t)_ Donc, par la i/ e de multiplication par ¢, on en déduit que l'original de F estla
fonction —te2t ().

3. Le dénominateur setactorise en (p+4)(p — 1) On décompose la fraction en éléments
simples en I'écrivant sous |a forme

¢ b _(atbp+(b—a) @
p+4 p-—1 pP—3p+4
Far identification, on a le systéme
{ a+b = 5 @
—a+4b = 10

qui donne facilement @ = 2 et b = 3. Ainsi, la fonction est
p+4 p-—-1°

L'original recherché est la fonction @
2e~HU(t) +3e'U(t).




4. Le discriminant du trindme du second degré au dénominateur est négatif, donc il n'admet pas
de racines. On le met sous forme canonigue en &crivant

p—1T . p—"T
pt—14p+50 (p—TR+1

L'original de la fonction —— est la fonction cos tld(t). Tenant compte de la formule dg

r+1
multiplication par €™, loriginal recherché est

cos te U (t).

Réponse 3: [12 ptg]
1. Latransformée de Laplace de 7/ est
L(y')(p) =pF(p) —u(0) =pF(p) — 1.
Si on applique la transformée de Laplace 4 I'équation
Yy 4+ = e'llt),
on trouve
Hipl -1 L-Fpl=-—-

pF(p) — 1+ F(p) P

ce qui donne

(o +DFp) = 5 +1= Lo

au encore

B p
P e

On va calculer la transformée de Laplace inverse de cette fonction et pour cela on la décompose
en éléments simples. On trouve que

1/2 1/2
Py = M2 4 12
p—1 p+1
On en déduit que y{t] = %Etu(t:l e %E_tu{t]. Con vérifie ensuite que c'est bien une solution (la
solution!) de l'Equation.

Lal



2. On admet encore une fois que Y posséde une transformée de Laplace F'. On a cette fois

L(y')(p) =pF(p) —1et L(y")(p) = p(pF(p) — 1) —0 =p’F(p) — p.
Appliguant la transformée de Laplace a I'équation, on trouve
1 p? —6p + 10
2
—3p+2)F —i——— [ — ) = —————
@' ~3p +2)F(p) = ——5 + (p—3) = =7
Mais p* — 3p + 2 se factorise en (p—1)(p —2) et on rrouve
2
p* — 6p 4-10
F(p) = :
(p—1)(p —2)(p —3)
On décompose encore une fois en éléments simples, et on trouve que

5/2 9 1/2
F(p) = — i
®) pi==1 p—2+p—3

On inverse la transformée de Laplace, et on trouve que

y(t) = getw[t} — 2¢ HU(E) + legtﬂi{t],

qui est bien une solution (la solution!) de 'équation.



