Chapitre 2 Satique des fluides

2.1 Introduction

La statique des fluides est la branche de la m@uardes fluides qui traite principalement
les fluides au repos. L'étude des propriétés deddbs au repos constitue la statique des
fluides.

2.2 Equation générale de la statique des fluides

Cas 1D

Premierement on va démonter avec une méthode iplpéesque :
o — 0P, 0P, OP.
pg = —gradP = — (&1 +6_y] +£k>

Supposons une particule de fluide sous forme daiit p
cylindre contient de fluide (air atmosphériquegst
soumis a deux types des forces.

La force volumique comme le poids et les forcesasigue 2 F,
Comme la pression. s+dz
Nous connaissons que la pression dégraitec

l'altitude z, plus l'altitude augmenteplus évidement

la pression de l'air diminde Comme la pression

est dépend que de z.

On peut écrire I'équation comme suit : k
OP - dP -
k

5 _ _ob- _d¥ [#
e = 0z dz /
X
Les conditions d’équilibre de petit cylindre deidle
Zﬁext =0 (La somme des forces agir sur le fluide est ndéehme montré sur le dessin ci-
contre.
Cest-a-dire P+F, +F, +F; +F, =0 (¥
Lorsqu’on fait la projection selon Oz :
F
P(z + dz) = =
S
Autrement dit :

—

F, = P(z+ dz) X S X (=K)
F, = P(z) X S x (+K)
P=mxg=px¥xgx(-k)=mxg=pxSxdzxgx (k)

Remplagons dans I'équation (*) :
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Chapitre 2 Satique des fluides

pxSxdzxgx(—K)+P(z+dz) xS x (—K) + P(z) x Sx (+k) = 0
= pxdzxg= —P(z+dz) xS x (+k) + P(z) x S x (+k) = 0
Autrement dit

N P(z+dz) — P(2)\ -
pxg=—< dz )k

Finalement on trouve :
dPK

Xg=——
pxXg 1z
Dans le cas général ou la pression dépend detxz,yoa peut montrer que

. dP%_FdP%_I_dPE ——p

X = —(— —_— B —— = —

pxe (dxl dy dz ) sra

Les forces extérieures sont donc exclusivementilgspet on a alors :

F 1 dPp
= —gra

p
(L 10P

X_E&
_10P
p dy
19P
F,=——

\ _Baz

dp=2dx+ L dy+ 204
p_aX X ay y 92 Z % |

y

dP
F = Fydx + Fydy + F,dz

Formule de Green-OstrogradsKff;, gradfdv = [f, fxidS

Université Mohamed Boudiaf - M’sila
Auteur : Khaled MAHDI



Chapitre 2 Satique des fluides

Cas patrticulier :

Les forces de volume dérivent d’'un potengel

F= —ﬁ¢,pﬁ=—ﬁP:ﬁP+pﬁ=6

dP +pxd@= 0 (statique des gaz, fluide compressibles).
Si en plup = C*®, (C*: constante)> fluide incompressible)
grad(P +p x ¢) = 0, P +px@= C®

F= —grmq) O@= gxz= (champ de gravité)

p=C*

P +pxgxz = C® (Hydraulique)

Pa + pxgxza = Ps + pxgxzs = Pa = Bs + pxgx( zs —za)
z=C*=>P=C=Pr—- Ps=pxgxh

Pour I'atmosphere @ = gxz = dg = gxdz, dP# p x g x dz, [P(z) fonction n’est pas
linéaire]. Az
dP +pxgxdz=0

2.3 Cas particulier de I'hydrostatique
P +pxgxz = C*, p=C*, ¢=pxg

. , z=C(, Po, po
z=C® o P =C¢: surface isobare sont des plans horizon.ww.. BZZZZZZZZ2)

Pression sur le fond horizontal des vases

Quelle que soit la forme des vases, s'ils sont fisndp méme liquide a la méme hauteur h, le
fond de méme surface S est soumis a la méme ferpeedsion, égale au poids d’'une colonne
verticale de fluide de base S, de hauteur h :

F= pxgxth
Surface isoba

Pam [ h 4 h 4
Liguide Liguide Liquide h
2 #)
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Ce résultat a été appelé le paradoxe hydrostatiqaepoussée verticale sur le fond d’un
récipient est indépendante de la forme de la gataitérieur de son contour qui est supposé
fixe.

Principe de barometre (expérience de Torricelli)

Pa = B + pHg Xgxh

Pa = Pumet B = 0 atm (vide)

Patm = PHg Xg*h, Pmercure= 13,5%10° kg/m®

Pam _ 1,01325 % 10°

h = =
Pug Xg  13,59x103 X 9,81

= 0,76 m = 760 mm Hg

io\— Vide (P =0)
B
® | A
Atmosphére h
A - A
v . .
PHg

Principe de manomeétre

Pa = Patm + p2xgxH
A atm * P2%Q } plxgxh :pzxng

Pa = Pa = Pam + p1xgxh

On déduire :
P2 _h
pp H
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2.4 Force hydrostatique sur une surface plane
Soit une paroi de surface S située entre les pdefiars h1l et h2 au-dessous de la surface libre
du liguide. Soit p0 la pression atmosphérique.

Atmosphere

Atmoghacel

On a: dk=pxdS, di = p2xdS

P1 = Pam + pXgxz

et:dF = dk-dR

dF = (Rum + pxgxz)xdS — PamxdS = dF =pxgxzxdS

F= dezprngde
S

F=pgfzdS
1

SZg §deS
S

F=pgSz

hi2 |::> F

F:ngxbxg

Université Mohamed Boudiaf - M’sila
Auteur : Khaled MAHDI
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Détermination du point d’application d’'une force hydrostatique
Il est en général commode de choisir un point Cagppant a la surface. Choisissons le au
niveau de la surface libre du fluide.

v 0 =<
T AN

7 _ h

i & ________
! vl

g \

N

F

h

Il est en général commode de choisir un point Cagppant a la surface. Choisissons le au
niveau de la surface libre du fluide.

L’abscisse x = OA du centre de poussée est défini par :

OAA [, dF = [, OMAdF, soit:

OA.FTAT:f OM.dF TA] = OA.sz OM. dF
S S

OA.FE=f

OM.dF k= OA.F=] OM. dF
S

S

H
F =pghGS=pggS
dF=pghLdhetOM=h

H
h h L dh L H 2 H3 2
OAZI0 ng =H J-hzdh=m?$OA=§H

On constate que le centre de pousseée est situégdugue le centre de gravité.

2.3 Forces de poussée d’Archimede

On cherche I'effort exercé sur un objet immergésta-dire la force totale exercée par le fluide
sur I'obstacle qui occupe le volume V totalemertbareé par le fluide.

On sait que cette force s’exprime par :

Université Mohamed Boudiaf - M’sila
Auteur : Khaled MAHDI



Chapitre 2 Satique des fluides

sz.U—Pﬁ’de

S
Oun’ est la normale unitaire en tout point de la s@f8aqui limite V, orientée vers le milieu

qui agit.La formule du gradient, rappelée ci-contre, pemiegpasser d’'une intégrale de surface

a une intégrale de volume :

.U—fﬁ’XdS=fff—gradde¥
v

S
Dans le cas présent, il vienk = JIf, —gradP x dv

Or, I'équation fondamentale de la statique desléisipermet d'écrirgradP = p X g
Dou: F = —[If, pxgx dv

et, en supposant g constant sur tout le volltwe —g JIf, pxd¥=px¥xg
px\ est la masse de fluide déplacé par le

volume solide. La pouss@en’a pas de ,l g 4
composante horizontale et sa composante

verticale est égale et opposée au poids du fluid

déplacé par le corps (c’est la poussée

d’Archiméde).

On calcule de la méme facon le moment résult

en un point tel que l'origine O par exemple :

6/7\)/\1_7)=ffm/\dﬁ=jfm/\(—pﬁ)ﬁ':.fﬂ.m/\gradeV
s s v

ﬁAﬁzﬂ]W/\gradeszf (WpdV/\g’)
v s

or [ff, OMpdV =m 0G, G désignant le centre de gravité du liquide déptecénasse
m=pV.

Dou :

OAAF=mO0G Ag= 0G AF

Le point d’application de la poussée d’Archimedmelé centre de pousseée, est le centre de
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Chapitre 2 Satique des fluides

masse de la partie immergeée du solide (centrealat@rdu fluide déplacé et non celui du
solide immergé).

2.4 Statique des gaz

D’une facon générale, il s’agit des gaz puisque lensité dépend de la pression. Pour

simplifier I'étude, on prendra le cas d’'un gaz pdrf px¥ = nxRxT.

p= % = % = %P (La masse volumique dépend de la pressiaaompressibilité)
Pour connaitre la pression en tout point du gapaoinde I'équation fondamentale de la statique

des fluides et on l'integre :

dp M dpP M
- PP TRTET B T TRrSH
dpP M
?:— ﬁgdzzCIte

Avec%g constant si la température est homogene.
Soit :
M . . _ M
InP = ——gz + Cte : donc :P(z) = Cte X exp( T gz)
Ou la constantr se définit par rapport a la prespimur un niveau de référence.
L. M
Ainsi, siP =RBen z = galors :Cte = P, X exp (—ﬁgzo)

Donc : P(z) = P, X exp [—%g(z — ZO)]

2, P@)=pyexp|-aTolz-z)|

M
= exp|——9gz
e p( RTg]

Pa
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Chapitre 2 Satique des fluides

En général, on peut considérer comme constantessipn d’'un gaz remplissant un réservoir
de quelques metres de haut. En effet, considéeores| d’un récipient contenant de I'air, d’'une
hauteur intérieure h = 1 m. Supposons que la teatyéry soit uniforme et égale a 0 °C, et la
pression normale a la base (z = 0). Dans les dondinhormales la masse volumique de I'air

estpo = 1,293 kg/m. La formule précédente donne :

P = P, X exp [— pl‘;gz] ~ P, —pogz , (on va utiliser cette approximation : exjp¢ 1+¢)
0
P—Py  pogz 1,293x981x1
~ - = 1,25 x 10~*
| P P 1,013 x 105

Donc, on peut considérer que la pression gardevaleer unique en tout point d’un récipient.
Cette approximation revient a négliger la massamajue du gaz.

Il n’en est pas de méme si on considére des foaiéations de cotes z s, LOMmMe dans I'étude
de la structure verticale de I'atmosphére. Par @tendans les conditions normales, la loi de

répartition des pressions en atmosphére isothel2i8 & est égale a :

Z

P =P, X exp [— —] avec M = 29 g/mole, R = 8,314 J/mole/K et g Z1NF<

7978
Soit a 1000 m d’altitude : P = 0,88 = 0,894 18 Pa.
La température variant en général avec l'altituidaut, avant d’intégrer, se donner la relation
p(p) oup(T). Les études expérimentales de I'atmospherderéat permis de la diviser en un
certain nombre de zones : entre zéro et 10 kilanétialtitude (troposphere), la température
absolue T décroit linéairement : T s Tkxz. Typiqguement a I'altitude zéro, la température es
de 15 °C, la pression de 1,013 105 Pa et la masdamigue est donc de 1,225 kg/rentre 0
et 10000 m : T = 28&(1 — 22,&10°xz). Puis a une altitude z supérieure a 10 kilorsétre
(stratosphere), I'équilibre peut étre représentéupagquilibre adiabatique, c’est-a-dire tel que
le volume v et la pression P sont liés par la i@halPV' = cte. Déterminez la relation P = f(z)

dans cette zone. On appellesdgpression a I'altitudeoz 10 km.

Réponse :

P\T T (y—1) (y = Dpyz]iy
— z - z|1-v

()" :_zl_u:p:poll_u]

Py To YPo YR
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Chapitre 2 Satique des fluides

2 Les conditions normales de température et deipresent : p = 1 atm et T= 273,15 K (0 °C).
Les conditions standards sont : p = 1 atm et T5129K (25 °C).

Exercice 1 :

Que vaut la pression atmosphérigue en Pascal dedraiométre a mercure indique 742 mm .
Solution 1 :

Exercice 2 :

La figure ci-dessous représente un réservoir oueguipé de deux tubes piézométriques et
rempli avec deux liquides non miscibles :

- de I'huile de masse volumigpe= 850 kg/ni sur une hauteurk 6 m,
- de I'eau de masse volumigpe= 1000 kg/mi sur une hauteurk 5 m.

Z A

Tube piézométrique

hl

On désigne par :

- A un point de la surface libre de I'huile,

- B un point sur l'interface entre les deux liqeide

- C un point appartenant au fond du réservoir

- D et E les points représentants les niveaux tensibes piézométriques,

- (O, Z) est un axe vertical tel que z 0

Appliquer la relation fondamentale de I'hnydrostaidRFH) entre les points :
1) B et A. En déduire la pressios @n bar) au point B.

2) A et E. En déduire le niveau de I'huiledans le tube piézométrique.
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3) C et B. En déduire la pressioa n bar) au point C.
4) C et D. En déduire le niveau de I'eauwdans le tube piézométrique.

Solution 1 :
1) RFHentre Bet A :BP—Pa=pixgX(za —z3) Or PA=Pamet z—zs=h
Donc B = Pam + pxgxh
Analyse numérique :Ps = 1 + 850x9,81x6 = 150031 Pa = 1,5 bar
2) RFH entre A et E : P- Pe = p1xgx( Ze — Za) or Pa = P= = Pam
Doncz=za=h+h
Analyse numérique :ze=6+5=11m.
3) RFHentreCetB :P-Ps=paxgx(zs —Z) or 8 — == hp
Donc R = B + p2xgx h2
Analyse numeérique :Pc = 150031 + 100€9,81x5 = 199081 Pa = 2 bar

4) RFHentre CetD :P-Po=pxxgx(zp— ) or B =Pametz=0

Pc—Patm

5) Donczp =
) D P2-8
Analyse numeérique :

199081 — 10°
“D = 71000 x 9,81

Exercice 3:

Soit un tube en U fermé a une extrémité qui cohtienx liquides non miscibles.
Entre les surfaces :

- (1) et (2) il s’agit de I'essence de masse votprapessence=700 kgAn

- (2) et (3), il s’agit du mercure de masse volumipgmercure=13600 kg/fn

La pression au-dessus de la surface libre (1)1esPim= 1 bar.

L’accélération de la pesanteur est g = 9,8m/s

La branche fermée emprisonne un gaz a une preBsiuion cherche a calculer.
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1) En appliquant la RFH (Relation Fondamentale'ldgdrostatique) pour I'essence, calculer
la pression P2 (en mbar) au niveau de la surfacgparation (2) sachant que h £<z) =

728 mm.
2) De méme, pour le mercure, calculer la pressi®ried mbar) au niveau de la surface (3)

sachant que h'= §zz,) = 15 mm.
Solution 3 :

1) RFH pour I'essence 2P P1 = pPessenc¥g*(z1 — 22)

P2 = P1 4Pessenc¥gxh

Application numérique :

P, = 1 + 700<9,81x0,728 = 1,0810° pa = 1050 mbars

2) RFH pour le mercure 2P P3 = pmercur@X (23 — 22)

P3 = P2 = Pmercurexgxh’

Application numérique :

P; = 1050<10° + 1360(¢9,81x0,15 = 1,36¢10° pa = 1030 mbars
Exercice 4 :
Un réservoir de forme parallélépipédique ayantliggensions suivantes :
- hauteur h = 3m,
- longueur L=8 m,
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- largeur 2 = 6 m.

est complétement remplie d’huile de masse volumiga®00 kg /m.

1) Calculer le module de la résultante des foreepréssion sur chaque surface du réservoir
(les quatre faces latérale et le fond).

2) Déterminer pour les surfaces latérales la mosdu point d’application (centre de poussée).

L

Solution 4 :
1) R=RxS

Sur les parois latérales :

h h
R, = pxngXhXL1=wX§XhXL1=O,5><900><9,81><32><8=317844N

h h
Rz = pxgx5XhxLy=@x5xhxL, =05x900x 9,81 x 3% x 6 = 238383 N

Sur le fond du réservoir :

R;= pxgxhxL xL,=®wx xhxL; xL, =900x9,81Xx3X6x8=1271376 N
2) Les points d’application sontgaz 1 m du fond pour les faces latérales.

Exercice 5:

On considere un récipient en forme de parallél@@mte largeur b = 2 m, ouvert a l'air libre et
rempli jusqu’a une hauteur h = 1,5 m avec du merdermasse volumiqye= 13600 kg/m.

On désigne par :

- G le centre de gravité de la surface mouille S.

- (GX,?,?) un R.O.D. oiX est orthogonal a S Etest vertical.

On donne l'accélération de la pesanteur g = 9,8% m/

1) En appliquant la relation fondamentale de hyt@tague (RFH) entre un point M de la surface
libre et le point G, calculer la pressios. P
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2) Déterminer l'intensité de la résultaiieles forces de pression agissant sur S.

3) Calculer le moment quadratique 4y de la surface S.
4) Calculer la position ¥du centre de poussée.

Solution 5 :

"t

1) RFH entre G et M : - R = pxgx (Ym —Yc) or Ym=h/2 , Yc= 0 et Ri = Pamdonc

Pg = Pam + pxgx h/2

Analyse numérique :Ps = 1¢ + 1360(¢9,81x1,5/2 = X1 = 2 bar.
2) Intensité de la résultante : R 4S8 = Rsxb xh

Analyse numérique :R = 2x10°x2 x1,5 = &<10° N

2x1,53

3) moment quadratique g7y = =—— = 0,5625 m*
4) Position du centre de pousség = @
Analyse numérique : Y, = — S220O81X05025 125 m

6x105
Exercice 6 : (Atmosphére isotherme)
Déterminer le profil de pression P, de masse vajueyp
en fonction de z pour une atmosphére isotherme.

Solution 6 :

Pour une atmosphére isotherme T'< Bar I'utilisation de I'équation d’état : PpxrxT

=Po=prTo
P=prT
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Chapitre 2 Satique des fluides

P P P
=2 =>—=@><P
P Po p B

dp
dP+P@><gde = —= —&xgxd2=>P=k>< [exp(—QXg)xZ]
P, P P, P,
Application numérique :
P
Do 1,293 x 9,81 1 1
—_— — PO

J— x [ ~ —_——_—
P,  ®7T T1,01325x 105 8000

P=P0><exp(— - )

8000
Ona:
P z 4
p= P—Opo =P =poX eXp(_SOOO)

Exercice 7 : (Atmosphere adiabatique)
Déterminer le profil de pression P, de masse vajump en fonction de z pour une

atmosphere adiabatique ainsi la limite de I'atmeésplzn. On donney = 1,4.

Solution 7 : A Z= Zim
P el B
pY oY p!
Y
P=Po[1—(u>><%><zr_l z=C Po, po
Y P G

1
-1 y=—1 -1
p:po[l—(y—)><%><z]y =>T=TO[1—<Y—>X%Xz]

Y Py Y Py
Zim — Vide absolue
S )
M=y —1pog

Application numériquey = 1,4, Zm = 28000 m
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