Chapitre 1

Tribus et mesures

Soit X un ensemble non vide, P(X) représente I’ensemble des parties de X.

1.1 Rappel et comlémentaires

Soient A, B deux parties de X, et {A;};c; une famille des parties de X.

Définition 1.1. On définit :

Udi={zex,Fiel:zeA} (JAi={zeXViel:zcA}
el el

A\B={rzeX:xe€ ANz ¢ B} A=X\A

AAB = (A\B)U(B\ A)=(AUB)\ (AN B) Ax B={(z,y);x € ANy € B}

On a les propriétées suivantes :

(U Ai> = ﬂ A !/Ir] Ai) = U Af (régles de Morgane)

el i€l @el el

AuAi=(Aud)  An{J4a=JMAnA4)

icl i€l i€l el

Définition 1.2. La fonction indicatrice x o de la fonction A est la fonction de X dans {0, 1}, définit

comme sutvant :
1 :2z€A

V$EX:XA(:E):{O o d A

Proposition 1.1. On a :
1. ACB= xa<xB-
2. xaup = max{Xx4,XB}
3. XauB =xAa+xp < ANB=0.
4- Xanp = min{xa, x5} = X4-XB-
9. XAe =1—xa.

Définition 1.3. .

i) A et B sont équipotents s’il existe une bijection entre A et B. On dit alors qu’il ont méme cardinal,
et on écrit card(A) = card(B).

ii) Un ensemble dénombrable est un ensemble équipotent a N.



Proposition 1.2. .

1. Si A et B sont deux ensembles dénombrables, alors A x B est ensemble dénombrable.

2. Si {A;}ier est une famille dénombrables des ensembles dénombrables, alors UA,- est dénom-
el
brable.
Exemple 1.1. [4]

1. L’ensemble Z est un ensemble dénombrable, on utilsant la bijection f : Z — N, définit comme

sutvant :
2n—1 :>0
VnEZ.f(n)—{_zn n <0

2. L’ensemble N x N est un ensemble dénombrable, on utilsant la bijection g : N x N — N, définit
comme suivant :

0 nm=m=20
v NxN: = 1
(n,m) € g(n,m) (n+m)%+m . sindn
3. L’ensemble Q est un ensemble dénombrable, on utilsant la bijection h : N x Z* — Q, définit
comme suivant : N
14

V(n,m) € NxZ* : h(n,m) = —.
m

Définition 1.4. La droite réelle achevée est I’ensemble R = R U {—o0, +00}.

On munit R de la topologie d’Alexandrov, basée sur la topologie usuelle de R, ce qui assure la
compacité.
R est muni de la relation d’ordre, prolongeant celle de R, et pour laquelle on a :

VeeR: —o00o < x < +00.

On peut étendre a R les opérations alg2briques de fagon a rédupérer les propriétées de limites de
suites :

VeeR:z+ (+00) = (+o0)+x =400 VreR:z+ (—-00)=(—0)+z=—00

Vo > 0:z.(+00) = (+00).2 = +00 Vo >0:z.(—00) = (—00).z = —0
Vr <0:z.(+00) = (+00).x = —00 Ve <0:z.(—00) = (—00).x =400
(+00) 4 (+00) = +o0 (—00) 4 (+00) = —o0

(+00).(+00) = (=00).(=00) = +00 (+00).(=00) = (=00).(+00) = —0
0.(+00) = (+00).0 =0 0.(—00) = (—0).0 =0

Définition 1.5. Soit (uy)nen une suite des éléments de R. On définit la limite supérieure limu, et
la limite inférieure limu,, de la suite (un)neny comme suivant :

limu, = lim supu, = inf supu, limwu, = lim inf w, = sup inf u,
P—=+00 p>p PEN p>p p—t+oon>p peN n=p

On a : limwu, < limu,.

Définition 1.6. Soit {A,}nen une suite des parties de X. On définit la limite supérieure im A,, et
la limite inférieure lim A,, de la suite {Ap}nen comme suivant :

lim A,, = ﬂ UA”: inf sup 4, lim A,, = U ﬂAn:sup inf A,

eN n>
peNn>p PEN n>p peNn>p peENTZ

On a: lim A4, C lim A,



1.2 Algebres, tribus, et espaces mesurables

Soit A une collection non vide des parties de X.
Définition 1.7. On dit que A est un anneau sur X si et seulement si :
i) VAABe A: AUB € A,
ii) VA, Be A: A\ Bec A
Proposition 1.3. A est un anneau sur X, si et seulement si :
1. 0 e A
2.VA,Be A:ANBecA,
3. VA,Be A: AAB € A.
Exemple 1.2. [14]
1. La collection de toute les parties finies de N est un anneau sur N.
2. La collection de toute les parties bornées de R est un anneau sur R.

Définition 1.8. On dit que A est un algébre (de Bool) sur X si ¢t seulement si est un anneau sur
X, et X e A

Proposition 1.4. A est un algébre sur X si :
1.VABeA: AUBE A,
2. VAc A: A€ A.
Exemple 1.3. [5, 1/]
1. P(X) est une algébre sur X.
2. {0, X} est une algébre sur X.
3. La collection {A C R:[0,1] C Aoul0,1]N A =0} est une algébre sur R.
4. La collection {]a,b[,a,b € R} n'est pas une algébre sur R.

Proposition 1.5. [15] Soit C une collection des parties de X. Alors, il existe une algébre minimale
A(C), contient C, i.e C C A(C), et pout toute algébre A telle que C C A, on a : A(C) C A.

Proposition 1.6. [14, 15] Soit A une algébre sur X, et { Ay, }nen une suite des éléments de A. Alors,
il existe une suite { By }nen des parties de X telle que :

1. VneN: B, C A,.

2.VnmeN:n#m= A,NB,=0.

3. |J An= | B

neN neN

Définition 1.9. On dit que A est une tribu (oc— algébre) sur X si et seulement si :

i) A est une algébre sur X,

ii) Pour toute famille dénombrable {A;}icr de A, on a : U A e A
i€l



Définition 1.10. Toute couple (X, A), ou A est une tribu sur X, est appelée espace mésurable. Les
éléments de A sont appelés des ensembles mésurables.

Remarque 1.1. [15] Soit C une collection des parties de X. Alors, il existe une tribu minimale A(C),
contient C. Cette tribu est appelée la tribu engendrée par C.

Exemple 1.4. [14, 15]
1. P(X) est une tribu sur X.
2. {0,N,2N, 2N + 1} est une tribu sur N.

3. Soit X = [a,b], et soit A la collection composée de toute les réunions finis des intervalles de la
forme o, Bl (a < a < B < D). A est une algébre sur X, mais n'est pas une tribu sur X.

4. Soit (X, T) un espace topologique. La topologie T n’est pas une tribu sur X.

Définition 1.11. Soit (X, 7) un espace topologique. On appelle tribu borilienne sur X par rapport d
T, et on le note par B;(X) la tribu engendrée par 7.
Les éléments de celle tribu sont appelé les ensembles boriliens.

Remarque 1.2. On désigne par Br la tribu borilienne engendrée par latopologie usuelle de R.

Proposition 1.7. La tribu borilienne B (X) est la tribu engendrée par la collection de tous les
ensembles fermés de (X, ).

Définition 1.12. Soit (X, 7) un espace topologique.
oo
i) On dit qu’une partie O de X est de type G, si €lle ecrire O = ﬂ O, ou {Op}22 est une suite

n=1
des ouverts de (X, 7).

)
ii) On dit qu’une partie F' de X est de iype Fy si elle ecrire F' = U Fo, ou {F,}2° est une suite
des fermés de (X, ). "
Remarque 1.3. [15] Soit (X, 7) un espace topologique.
1. Les ensembles de type G, et 5 sont des boriliens.
2. 51 O est de type Gy, alors O° est de type Fy.
3. St F est de type Fs, alors F€¢ est de type G,.
4. Tout ouvert est de type G, et tout fermé est de type Fy.
Définition 1.13. Soit Ay, Ay deux tribus sur deuxr ensembles non vides X1, Xo.

i) On appelle rectangle de X1 x Xo tout ensemble Ay X Ay ou Ay € A1, Ag € As.

ii) On appelle tribu de produit sur X; x Xo la tribu engendrée par R, l’ensemble des rectangles de
X1 X XQ.



1.3 Mesures

Définition 1.14. Soit (X, A) un espace mesurable, et soit la fonction u : A — R. On dit que u et
une mesure positive si et seulement si :

i) VAe A:pu(A) >0,
i) u(0) = 0,

oo oo
iii) pour toute suite {An}o2 | des élémens disjoints deuz & deuz de A, on a : (U An> = Z w(Ay).
n=1

n=1
(cette propriétée est appelée la propriété de o— additivité).

(X, A, p) est appelée un espace mesuré.

Remarque 1.4. Soit (X, A, u) un espace mesuré.

i) Si p(A) < oo, on dit que p est une mesure finie.

ii) Si uw(X) =1, on dit que p est une mesure de probabilités.

Exemple 1.5. [5, 1]

1.

Soit (X, A) un espace mesurable. On définit la mesure . comime suivant : VA € A: u(A) =0. p
est appelée la mesure nulle.

Soit (X, A) un espace mesurable. On définit la mesure ; comme suivant : u(f) =0, et VA € A :
p(A) = 4o0.

Soit Uespace mesurable (N, P(N)), et soit {z, 2 une suite réelle positive. On définit la mesure
w comme sutvant :
VACN: pu(A) = Zazn
neA

wu est appelée la mesure discréte sur N.
Soit (X, A) un espace mesurable, et soit a € X. n définit la mesure de Dirac 6, comme suivant :

1 : z€A
forallA € A:6,(A) = { 0 : zdA
Soit (X, A) un espace mesurable, et soit a € X. n définit la mesure de copmtage 6, comme
sutvant :
card(A) : Aest fini

+00 : sinon.

forallAe A: pu(A) = {

Proposition 1.8. [/, 5, 14, 15] Soit (X, A, 1) un espace mesuré, alors :

W,
2.

VA,Be A: n(AUB) + (AN B) = u(A) + u(B).
VA, Be A: AC B = u(A) < u(B)etu(B\ A) = n(B) — u(4).

oo
Pour toute suite Any2, des éléments de A, on a : (U An> < Z w(Ay). (propriétée de
n=1

n—-+4o00
.

o— sous additivité)

n—-+o0o

o0
. Pour toute suite croissante A,,-, des éléments de A, on a : u (U An> = lim wu(A,).
n=1

(continuité croissante).



5. Pour toute suite croissante Apo° | des éléments de A, s’il existe k € N tel que u(Ay) < oo, alors

[e.e]
ona:pu <m An> = ngrfoo“(A”)‘ (continuité décroissante).
n=1

Théoréme 1.1 (Lemme de Borel-Cantelli). [15] Soit (X, A, 1) un espace mesuré. Apo2; des éléments
de A. Si Z wu(Ay) < oo, alors : pu(lim A,) = 0.

n—-+o0o

Définition 1.15. Soit (X, A, p) un espace mesuré.
i) On dit qu’une partie N de X est u— négligeable s’il existe A € A telle que N C A et u(A) = 0.

ii) une propriétée relative aur éléments de X est vrais presque par tout pour p(u — ppt) si elle est
vrais dans le complémentaire d’un ensemble u— négligeable.

Remarque 1.5. Un ensemble négligeable n’est pas nécessairement mesurable.

Définition 1.16. Soit (X, A, u) un espace mesuré. u est compléte si tout les parties négligeables sont
mesurables. On dit alors que (X, A, p) est un espace mesuré complet.

Théoréme 1.2. [15] Soit (X, A, 1) un espace mesuré, et soit N, Uensemble des parties jp— négligeables.
Alors :

1. La collection A={AUN:Aec AN € Ny} est une tribu, c’est la tribu engendrée par AUN,,.
2. Il existe une mesure unique i sur A prolonge L.
3. (X, A, p) et (X, .,Zl\, i) ont les mémes ensembles négiigeables.

Définition 1.17. Soit une fonction p* : P(X) — [0, +o0]. On dit que p* est une mesure extérieure
sur X si et seulement si :

i) () =0,
ii) pour tous A,B C X, si A C B alors, u*(A) < p*(B),

\

00 00
iii) pour toute suite {A,}5°, des narties de X, on a : pu* (U An> < ZM(A”)' (cette propriétée est
appelée la propriété de o— sous-additivité). i i
Exemple 1.6. [15]
1. Toute mesure positive est une mesure extérieure.
2. On définit une mesure extérieure p* sur un ensemble X comme suivant : p*(0) = 0, et VA C

X :p(4)=1.

1.4 La mesure de Lebsgue

On va construire la mesured de Lebesgue sur R comme une restriction de la mesure de Lebesgue
exterieure sur R.
Soit a € R,a C R. on pose a+ A = {a+z,x € A}.

Définition 1.18. On appelle mesure extérieure de Lebesque \* application de P(R) dans R, définit
comme sutvant :

n

Va CR: A (A) = inf{Z(bn —an),AC U]an,bn[}
n
Remarque 1.6. En remarquant que A* est positive, et il peut prendre 4o0.

10



Théoréme 1.3. [11, 15 La mesure extérieure de Lebesgue \* vérifie les propriétées suivantes :

1. X*(0) = 0.

2. Va € R: X*({a}) = 0.

3. VA, BCR:AC B= \(A) <XB).
4. Va,b e R: X ((a,b)) =b—a.

5. Pour toute suite { A,,}5° | des parties de R, on a : \* (U An> < Z X (Ap)(o— sous additivité)
n=1

n=1

Définition 1.19. On dit qu’une partie A de R est Lebesgue mesurable si et seulement si :
VM CR: A (M) =XN(MnNA)+ X (Mn A9
On désigne par L(R) l’ensemble des parties Lebesgue mesurables de R.
Proposition 1.9. .
1. Toute intervalle est Lebesgue mesurable.
2. Toute partie ouverte est Lebesgue mesurable.
3. Toute partie fermée est Lebesque mesurable.
4. Soi A est une partie Lebesque mesurable, alors a + A est Lebesque mesurable pour tout a € R.
5. Pour toute N C R, si \*(N) =0, alors N est Lebesgue mesurable.
Théoréme 1.4. [15] L(R) est une tribu sur R, conienant la tribu borilienne B(R).

Théoréme 1.5. [11] Pour toute suite {A;;}° , des éléments de L(R), disjoints deux a deuz, on a :

(0) S
n=1 n=1

Définition 1.20. On appelle mesure de Lebesgue sur R, et on le note par A la resriction de la la
mesure de Lebesque extérieure \* sur L(R).

Exemple 1.7. [15]
1. X0) =0.
2. Ya e R: X\({a}) =0.
3. Si A est un ensemble dénombrable, alors \(A) = 0.
4. St I est un intervalle, alors A(I) est sa langueur
Proposition 1.10. [11] Pour tout a € R, et pour tout A C R, on a : A(a+ A) = A\(A).

Remarque 1.7. D’une maniére analogue, on définit la mesure de Lebesgue sur N,n € N* (' voir par
example [4, 8, 15])
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