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Chapitre Q1@ Seéries de Fourier

1 Séries trigonométriques

Définition
Une fonction §f définie sur un ensemble I} & E est dite périodigue de période T € E* (ou

T-périodigue) si pour tout = € I, onax+ T € IJ et

flz+T)=F(a).

Exemple

La fonction §f définie sur E par f (r) = sin r est 27-périodique car sin (xr + 27) = sin .
Dafinition

On appelle série trigonométrique réelle. toute série de fonctions de la forme :

- ]
% Z n COS (nwz) + by, sin (nwzr)] (1)

avec T € X, w >, a,, b, € &, pour tout n dans H.

Les nombres ag, a,, b,, n € M" sont appelées coeflicients de cette série.
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— [ f(z)cos (nwz) dr,
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flz)sin (nwz)dr, n e M.
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Par un changement de variable, ces coefficients peuvent s'écrire

=
(51
a, = — /f (x) cos (nwz) dr, by,
JITI
-
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[y
—

ik

q:h‘-""-,qu

fz)sin (nwez) dr,

n € M.
=
En particulier s1 w = 1. cas des fonctions 27-périodique
m
|‘1n=:/.f|:.‘1' cos (nr) dr, =—/.f:r-..iu (nr)dr, n & M.
)

Exemple

1

La série E — 05 |:I'|!;T est une seérie tl'lgﬂllﬂlI]E'tl'lquE avec i, =
=1 T

—. bp=0et w=1.
n



2 Séries de Fourier

2.1 Séries de Fourier de fonctions Zr-périodiques

=3
Soit f : & — E une fonction périodique de période T = 2w. On suppose que [ |f ()| dt
o
converge pour tout a = &,

Deéfinition

COn appelle série de Fourier assocliée a f. la série trigonomeétrigue notée o f on

LT

2ar 2T
1 1
Ly = — [f (x)ecos (nr)dr et by, = — [f () sin(nz)dr, n
ik ::] ik ::]

i)
Z

Les coethicients a, et b, sont appelés coeflicients de Fourier de la fonction f

—_—

Si la fonetion f n'est pas donnée explicitement sur [0, 2r], mais sur l'intervalle [—7, 7], dans ce

T]

ras le caleul des coeflicients de Fourler de f s'effectue sur I'intervalle [—m,

m

.
: 1

In = :[.f (z)cos (nz)dr et by = —[,f (r)sin (nx)dz, n
.

i .

M.

i
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i
e Si la fonction f est paire a,, = [f (Zlecos(nx)dr et b, =0, n
0

:2 il
e Si la fonction f est impaire a, = 0 et b, = :}rf (x) sin (nx) dx,
s _ﬂ
Exemple
Soit f la fonction 27-périodique définie par :
- ~ | T @
1 §l I b= | 7 E[

sire |l=m =2[U]Z. =
ﬂ .:&lﬂ'.'q,__ . E[L..I_E.lr[.

La fonction étant paire, ses coefficients de Fourier sont donnés par :

—_—

ik
[

. 3
2 2
b, =0, ag=1leta, = :/f[;rr}ms[m}ri:rr= /n:cu: (nz)dr =
[V i

Par conséquent sa série de Fourier est

M

1  — 2sin(nZ) 1 cos ((2n + 1) )
H‘F[I}ZE_Z;TEEDE’[M}:'_Z—(—NH 2 m
=




Théoréme (de Dirichlet)

Soit f : B — E wne fonction periodique de période T = 27 satisfaisant aux conditions suivantes
(appelées conditions de Dirichlet) :

D1) En tout point ry, les limites de f a droite et 4 gauche de 1, existent et les discontinuité
de f sont en nombre fini dans tout intervalle fini.

D2) f admet en tout point une dérivée 4 droite et une dérivée 4 gauche.

Alors la série de Fourier associde a [ est convergente et on a :

= flz) si [ est continue en T
— + » |apcos(nr)+ bysin (nr)] = Flz+0)+ f(z=0)
’ A ’ A

2

n=1

51 f est discontinue en T

\De plus la convergence est uniforme sur tout intervalle o la fonction [ est continue.

Les notations f(z +0) et f (z = () représentent respectivement les limites 4 droite et a gauche

de { au point I.




Exemple

Soit f:]—m 7] — R une fonction périodique, T' = 27 définie par f(z) = .

1. Les discontinuités de f sont les points de la forme o, = (2k = 1), k€ Zet flzp +0) =

=T, f[‘TJf— }= .

2. f est partout dérivable sauf aux points r,. En ces points nous avons :

N = f(m=0) N = f (7 +0)
lim f[‘TJ f[ ~=1et lim f[:r‘; f[ e
T I =T ot I =T

L.

f verifie les conditions de Dirichlet, done sa série de Fourier associée est convergente.

m [

i,

2 | (=1)"
f est impaire donc ag = a, =0 et b, = —/;rr sin (nr)dr = ) ——— et par suite
0

i
=

= (=1)™! flry siz#(2k+1)7 &k

af(z)= EZT} sin (nz) = .
n=1 ( sizr=(2k+1)m k

iTh
=




2.2 Séries de Fourier d'une fonction de période arbitraire

Soit f une fonction périodique de période I’ = 2I. Pour la développer en série de Fourler sur

—

ik

—

ik

. - : . It . It
I'intervalle [—1, ] faisons le changement de variable r = —. La fonction g(t) = f ( ) SETa une

tonetion 27-périodique de ¢, car

[t + 27) It It
gt = (N2 < p (Ze2) = (F) =900

Alors, on peut la développer en séries de Fourier sur U'intervalle [—7, 7). En retournant a la

. T .
variable r. en posant ¢ = o on obhtient

af () = % + i -rln C0S (n}ﬁ") + b, sin (?)] ..
n=1

dves




Exemple

Développer en séries de Fourler la fonction 2-périodique f définie par f(r) = |z sur I'mtervalle
—1,1]. Comme cette fonction est paire, on a b, = ().

lop = n*.

:—/Ims{nm}rﬁzﬁ- -1

d2n4+1 = 7
T (2n+1)
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Alors,




2.3 Séries de Fourier de fonctions non périodiques

Sif:[a,b] = B une fonction non périodique définie sur 'intervalle [a, b], on prolonge f en une
tonction g périodique de périnde T' > b — a telle que la fonction g satisfait les conditions de

Dirichlet.
Exemple

Donner une série de Fourier de période 27 qui coincide sur |, w|[ avec la fonction §f{(x) = &*.
o ) =% 51 x& [—m 0]
a) Choisissons un prolongement pair et posons fi (x) = )
e~ si xe [0, 7]
o eT — 1 —1}"eT =1
Dans ce cas les coeflicients sont ag = 2——, ., = 2[ "2 7 et b, = (L.
T n? +
{n a alors :
e _ . .
e™ — 1 | e 81 T —m.
ogf(z)= —— + E 2[ . cos (nx) = : ] )
™ n? +1 ol s1i x &€ [0, 7]
Tfi— - - — !
—x - — — r
o ) ) —e 51 T & |—m, 0]
b) Choisissons un prolongement impair et posons fa (x) =
e~ si x|l w
. L 1l —=(=1)"e"
Dans ce cas les coeflicients sont agp = a, = 0 et b, = 2n (722 T
m(n? + 1)
(I a alors :
— ) — —_— I
—e 51 T & |—m 0
= 1—(=1)"e" )
afa(x) = E 2 - sin (nr) = e~ si xme |l w]

2 1 3

w(n? +

0onx ==L

-
n
+H
B
I




2.4 Egalité de Parseval

Théoréme

, , , , 2m
Soit f une fonction développable en série de Fourier et de période T =

= (), alors on a

Pow
(&)

[
o

T
n=1

(f (2))* de.

ﬂ:“‘-"“"'-l-

Remarque

Si f est de période 27, on a:

2 L2
a2 x 1 7 1 2
n= 0




Exemple

-1 s z&]-m0]

Soit f la fonction 27-périodique définie par f (z)=

1 & zelln]

f étant une fonction impaire done a, =0 pour tout n € M et on a

9 ; 2 hEn = ﬂ‘.
b, = —/5111 nrjdr=—(1=(=1)") = 1

T nmT B L\ =
: In+1 , .
0 T(2n+1)

as 2 i o -~ ;—-
‘. . g . dssin((2n 1)) 1 st el

La série de Fourier associée est @ 7 f [J" ) == E . =
T~ In=+1 \

=

51 r=lmzr=7

. = . On tire

T 2n =+ 1 Té=3In+1

ni=(] n=(]

B | =

_ 1. sin ([En—l“-:—T) 1% _\n
IPGH]’IZLDHH.H"F(%):]:é "2 EZ( 1)




et l'on tire done
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n=ﬂ['2n—1f B ¥ o 7 I

o Posons S = Z_z série convergente d'apres le critére de Riemann. En séparant les pairs
n
n=1
et les impairs on a

=Y o

i'?=l i'?=':] T4

(On tire alors




3. Transformation de Fourier :

1. Définitions :

A. Transformée de Fourier :
Soit f: R — R une fonction absolument intégrable sur I'ensemble des réels. On définit la
transformée de Fourier de f la fonction notée
F(frR—=C

Far:
1

F(fe))ia) = Fla) = == [CZ fi)e =tdr.

Exemples :

+  Calculer la transformée de Fourier de la fonction (dite signal porte) définie par

_ 11
T[I::_f_:l — 11 Sl E I—E.E
0 =i mon
On a
1 o —LmE _ 1 % — ImE
Fl(e))(a) = Fla) = T,ﬁj_: m(ede " tde = —— j_;e dt
C'od
1 sin[%;l
Flrla) = ——5

Z




¥ Calculer la transformée de Fourier de la fonction

flo)=e
Cn a
1 T .
F(F())(a) = Fla) - ,_j It =it gy
".'E'.T —
1 . te .
= ._[j E:E_"'”ﬂ'f+j e~te =t dr)
VET Jo= 0
1 ( gt1-ig) : g —H(1+iz) By
=——| lim I - + lim |—— J
Vamlaw—=|1—ia| b-+=| 1+ix |
Dol
1 2
Fle ) {a) =

-||I|I_2':l'[' ﬂ'E + 1




B. Transformée de Fourier inverse::
La transformée inverse d'une fonction F(a) est définie par la formule de réciprocité de Fourier :

FHF@)(0) = [2 Fla)e=tda

fle+ 0+ f(e—0)

2f non
z

{f{r}sf f est continue ent

(Cn suppose guef(t + 0)et f(t — O)existent)

C. «Sinus et Cosinus -transformées de Fourier:
Soit f: B — R absoclument intégrable sur I'ensemble des réels.

= Onappelle Sinus-transformée de Fourier de la fonctionf , la fonction définie par :

. |z =
Fla) = |- Jr Fl)sinee de
v o
S5a transformée inverse (dite inverse de sinus-transformée) est donmée par
2 == .
() = 1“|; I, F(a)sinctde.

= Onappelle Cosinus-transformée de Fourier de |, la fonction définie par :

|z o=
Fla)= |- Jlr Fiticoswmt dt
T
Y 0
Sa transformeée inverse [(dite inverse de sinus-transformeée) est donnée par

2
Fit) = N

i

rl‘u_:'G F.lm) cosat de.

T



" 5§ f estunefonction paire alors

Fla) = F{a)
En effet, on a

1

'l.," 2

1

'J(_:';f[t;le—i:!dr = N 'J(_:Ef[tj (cos(wot) — i sin (xt)) dt

Fla) =

= S f est une fonction impaire alors

Fla) = —if(a)




Chapitre 02 : Transformation de Laplace

I. Transformation de Laplace:

1. Définitions et conditions d'existence :
= Définition 01 : une fonction f est dite d'ordre exponentiel, si on peut trouver une constante réelle
Mete > 0tels que |fit)] < Me®™ vt > T.

"  Définition 02 : Soit f: B™ — C continue par morceaux. On appelle transformée de Laplace de la
fonctionf, la fonction : F(p) = L{f(e))(p) = [, ~ flt)e P'dr;p e C.

¥

Trc . Erpuce vecrarial | Erpacy vecroeid dex
e Loploce dex fmctions da remps | - Jorctiony ale phng

i

S Hs)= |e” f(n.d
i

» Conditions d'existence : F(p) est définie par une intégrale généralisée, donc il faut gue :
# Fsolt continue par morceaux sur ™,

# 3F € |01 eel gue limeL o 7 |F () = 0
» La fonction f est d’ordre exponentiel : [f(t)e Pt < Me™ P2t g [ 77 g-(Rep-aity,

converge pour Re(p) > .




* Remargues : Certaines fonctions ne possédent pas de transformée de Laplace, par exemple |a
fonction f(t) = %qui ne respecte pas la deuxiéme condition d'éxistence, ou f(t) = gt qui n'est

pas d'ordre exponentielle,
* Probleme : Comment déterminer le meilleur o pour gue l'intégrale converge @ On admet |e

théorame suivant :

Théaréme : Soit f: BT — Cfonction continue.

1) Aach Re(p) »a= J‘“_;f[tjr?fdt converge simplement
Re(p) < a= [ f(t)e™dt diverge.
2) AbER Re(p)> b= jff[tjg'?'dt converge absolument

Re(p)< b= J‘ﬂ_xf[f:js"?'dt ne converge pas absolument.




* Exemples :

: : o _[l=sitz=0

a) 5oitla fonction de Heaviside : U (L) = {D it el
L{U))(p) =j g Pt dr=%. =i Re(p) = 0.
0

: e®tzsit =0

b) Soitf(t) = Uit)e= = { Qeir g JECE e C
Flp) = L{f(D)(p) = j g=t gTFhdt = ﬁ. 5i Re(p) > Rela).
. —

el Soitfit) = {t;;f:;g aveca > —1

Fp) = L{f())(p)
= o T o —pt _4 U= pt _ 1 = % m iy Ma+ 1)
_ju t= e P de {ﬂ'l.'.=jﬂﬂ|t} p"lju uFe “du pai  Re(p) = 0.




2. Propriétés:
a. Lindarité: Scient f, g: R — C deux fonctions admettant des transformées de Laplace Fip) et G(p), et
solent o et [ deux réels ; alors

Liaf +Fg)(p) = aLif)(p) + BLG ().
Exemple : Grace a cette propriété, on peut déterminer la transformée de sinus et cosinus :
I . o=t

cos{ar) = *—— = L(cos(at))(p) = [L(e™=t) + L(e~™=)] =ﬂ —+—|

p—ia p+ix

P

d'o0 L{cos{at))(p) = gy
Et

: oWt _ =it : 1 - _i 1[ 1 1

sin(at) =——— = L{sin(at))(p) = E[.EI:E'LI:;I —L{e™"| = E[p—i: -t
d'ol L(sin(at))(p) = —

b. Transformée d'une translation :Scit f: ™ — C une fonction admettant une transformée de Laplace
Ap). On note
falt) = {ﬂrﬂ_s?;rlgﬂt:tﬂz :

Alors

LG = | fe-aema=(TITh =)




c. Transformée d'une homothétie : Soit f: ™ — C une fonction admettant une transformée de Laplace
HApl, etsoitk =0

1 1
L(f (k) p) = f fleyertde=( X =¥ )= 2r(r0) (5) =1 F D)

d. Transformée d'une dérivée : Soit f: ™ — C une fonction continument dérivable et admettant une
transformee de Laplace Fip),
. _ [ ertpret pO =1 ul)=fr)
(r@)e = | rwera= (BT L e
= pF(p) = lim f(t) = pF(p) - f(07)

E—+0*

Proposition : Soit f: RY — C une fonction vérifiant :

> fECn(R*,C)
> AM = 0et aréel tel gue vk = nona |[f&I{t)| <= Me=t, alors

L{f @) ) = prFp) — D peirP0e)
E=1

e. Transformée de I'intégrale rI:; Filuldu = hir):
Cnah (t) = Ff(t), dol :
F(p) = L(h'(e))(p) = pH(p) — ph(0~)
mais 2({0) = 0, donc

Hp) =22

P

Flus généralement :
LSy Sy oo Ty Fu)du) = =22
n Ffois
W -




3. Transformée inverse :
La transformée de Laplace étant un opérateur bijectif, sa bijection inverse existe. Elle est unigue et
on l'appelle original de F: on a alors L'I(F(pjl] = f(t). La définition mathématigue de la
transformée ce Laplace inverse se base sur ure intégrale de contour cans le plan complexe,
Futilisation de cette définition exige une connaissance de I'Analyse complexe.
En pratigue :
# 0On gétermine latransformeéa inverse de Fip) cirectement de la table.
# |l faut o'abord exprimer ou décomposer F(p) en une somme de termes dont les transformeéas

inverses sont cans |a table,

# Ltiliser |atable conjointement avec une ou plusieurs propriétés,

# &l yades retards, lestraiter en premier,séparément.

# Pour ges fractions rationnelles, on cécompose dans l'ensemble des réels en éléments simples.
Pour les éléments simples de premiére espéce se traitent facilement. Pour ceux de seconde
gspéce, on doit mettre leur dénominateur sous forme cancnigue, pour retrouver des originaux

& SinUS oU en cosinus.




= Exem ples
=7 e 1

1) FEpJ— e e b by done f(t) = (4e* — e~ (1)
2) FFLPJ—

-EIJ

done f{t)=e -2t - 2)

3 2 | -2 .
i i ﬂ'ﬂm‘f[rj— 2et — 2 cost +sint.

I F) = e =

.t'—l pi+




4. Applications :

A. Résolution des équations différentielles:
Soit donnée une éguation différentielle linédaire d'ordre n a coefficients constants
gyt + @y et gy + agy = f(2)
On demande de trouver la solution de cette éguation y = yitlpour t 2 0 et vérifiant les
conditions initiales : w(0) = v, ¥ (0) = ¥, ... ._y[“‘l:' = _yu[“'l:'. On cherche la transformée de
Laplace des deux membres de |'éguation :
Llagy™ + ay™ 4ot a0y + ay) = Lf (1)
En utilisant les propriétés de linéarité

e L™ (@) + L") (P) + o+ an- 1 LG VP) + an L) () = LIF(E)(R)

Sachant gue

E
L(F900)) () = p*F(p) - ) p 0 0%)
[=1




La transformeée de Laplace permet de convertir une éguation gifféerentielle en une éguation
algébrigue, dont la solution est la transformée de la solution w(t) de notre éguation différentielle
Pour finir, on utilise |a transformée de Laplace inverse pour déterminer la solution.

Espace des phases
(le monde paralléle)

Espace des temps
(notre monde réel)

I

|

|
a{mmh

I

resointion lindaine

Traformamende Lapince onarse Solution des phases
_\_\_—\—|.__—I—'_.-._




Exemple : Résoudrex"(t) = 3x'(£) + 2x(t) = 4™ avec x(0) = 4,2 ()= 9. 0nz

Lix)=X
Lix" =pX=x(0)

+
= ['éguation devient (p* =3p+ 2)¥ = Tg-l' dp =3
L'x") = p2K - px(0) - (0) ¢

_ 1 1 2
Dol X = — + — +F'3 =L +e™ 4 Eeat}lfp'}

Exemple : Soit le systéme difféerentiel & resoudre

|;'x'—y'+x—y= 2 + Fest
(B ix" + 2y —3x = —3 + 2t
x(i=4,vilh= 1

2 3
p X =4 =—=p¥+14+X=—¥Y=—+

(5) = P P2
-3 2
pX — 44 2p¥Y — 2 —3X = -+
P p—2
1 1 2
D‘ﬂu_f.ﬁf =t v Etdﬂﬂ{ﬂc{t}: 1+ ef + 23t
'1?=—1+ 1 (t)= —1+ ef + e3¢




Table des transformées de Laplace

.-iF.I:E:I FI:P:I — Jr_ .Ii;'[:-t:lE,—_l:ltdt
1]
i) 1
B
t"U(t),n EN ml
pﬂ—l
tT U (), e > —1 T(x+ 1)
;J::—l
I':"!tll_-rl:_t:l 1
B — @
sin{at) U(t) -
j—'JE -+ HE
cos(at) U(t) P
FE + HE
shi at) U(t) -
;JE - HE
P

ch{at) U(t)

p2 — g2




Propriétés

f(t—a) e =FF (p)
e (L) F(p+a)
flat) 1_p
- FC)
' F
jflis]ds Fip)
iV P
fe) pF(p) — f(07)
(m) t:l i ]
.-f I: FEF(PJ_ZPL:—II[E—L:JED—:I
=
t® fie (—1)"F " p)
&:j L_:.'T'Iiujdu
de période T T T
[ de période : _E.-PTL e PLE(E)dt
FplG(p)

(f=g)t) = L f(s)g(t— s)ds

Ki lim

Bl o2 4=

fit) existe =

!llt31 Fit) = lln}]pﬂjpj
lim f(¢) = lim_pF(p)




