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Chapitre 1

Espaces de Banach et de Hilbert

L’objet de ce chapitre est de rappeler quelques notions de base des espaces de Banach
(norme, distances associée, boules, équivalence des normes), puis on introduire aussi a les
espaces de Hilbert, qui sont des espaces vectoriels sur lesquels on peut définir une norme
compléete et une notion d’angle, donc d’orthogonalité.

Dans tout ce chapitre, les espaces vectoriels considérés seront des espaces vectoriels sur
R ou bien C. On déesignera toujours par A le conjugué d’un nombre \, et par Re A et Im A

ses parties réelle et imaginaire.

1.1 Espaces de Banach

1.1.1 Normes

Définition 1.1.1 Soit E un espace vectoriel sur un corpsk (k = R ou bien C). Une norme
sur E est une fonction ||| : E — R, définie sur E o valeurs dans l’ensemble R des nombres
réels, vérifiant les quatre propriétés suivantes :

1°-Yu € E: ||u|| >0 [positivité]

2- un élément u de E vérifie ||u|| =0 < u =0

F-Yu e EVA ek || ul| = |\ ||u]| [homogénéité]

4°-Yu e EXNv e E: |ju+v| < ||u|l + ||v]| [inégalité triangulaire]

Pour u € E donné, le nombre réel > 0, ||u|| est appelé norme de u.



1.1. Espaces de Banach

Remarque 1.1.1 e Une application ||.| de E vérifiant les propriétés 1°,5 et 4°, mais pas
nécessairement la propriété 2°, est appelée une semi-norme sur E.

o Pour tout uw € E: ||—ul = [[(=1)ull = [(=1)| [[ul] = [Jul] .

o Soit A € k tel que || # 1,alors:

0[] = IAOF = A0} = (1 = [AD [[0]] = 0 = [Jo]} = O

1.1.2 Espaces vectoriels normés

Définition 1.1.2 Un espace vectoriel normé réel [resp. complexe] est un couple constitué

par un espace vectoriel E réel [complexe] et par une norme ||| sur l’espace vectoriel E.

Définition 1.1.3 Soit E un espace vectoriel surk, et soit ||-|| une norme sur E. On associe

a cette norme une distance d sur E par la formule :
Yu e E\Yv € E:d(u,v) = ||lu—|
Cette distance est dite la distance associée & la norme ||.|| .

On vérifie que d est une distance sur E:
- La positivité

d(u,v) = |lu—2v| >0.

- La séparabilité
Vu,v € E:d(u,v) =0<=|[u—v||=0<=u=v
- la propriété triangulaire
Vu,v,w € E = d(u,w) = |Ju—w| < [Ju—2v| + ||lv—w| = d(u,v) + d(v,w)

Cette distance est appellé la distance associée a la norme ||-||. En plus des trois propriétés

définissant les distances, la fonction d est invariante par translation :

Vo,y,z€ B d(x+ 2,y + 2) = d(z,y)



1.1. Espaces de Banach

et homogene de degré un :
Vr,y € E, VA € k:d(A\x, \y) = |\ d(z,y)
La deuxiéme inégalité triangulaire pour d peut s’écrire en termes de norme :
Va,y € Bzl =yl < [l =yl

Dans tout ce qui suit, on munit ’e.v.n. E de la topologie associée a la distance d: Notons
que les boules et les sphéres peuvent se définir en termes de norme :
4 la boule ouverte Bg(xq,r) de centre xq et de rayon r est égale a {z € E : ||z — xo|| < r};
¢ la boule ouverte By (g, 7) de centre x¢ et de rayon r est égale a {z € E : ||z — zo|| < r};
¢ la sphere Sg(zo,7) de centre xy et de rayon r est égale a {x € E : ||[x — x| = r}.

On abrégera souvent espace vectoriel normé en e.v.n. Un e.v.n. sera noté (£, |-||), ou

By

Définition 1.1.4 Soit (E,|| - ||) un e.v.n. et soit F un sous-espace vectoriel de E. La
restriction || - ||p de la norme || -|| a F est une norme sur F'. Le couple (F, ||-|| ) est appelé
sous-espace vectoriel normé de (E, || - ||).

Définition 1.1.5 Deux normes sur un méme espace vectoriel E seront dites équivalentes
si les distances associées sont équivalentes. Soit : ||-||, et |||, sont équivalentes ssi il existe
a>0etf >0 tels que :

Vue E:ally <, <8l

Exemple 1.1.1 On considéere E = R™ comme [’espace vectoriel produit : E = RxRx.. xR,
n fois, chaque exemplaire de R étant muni de la norme usuelle, i e. la valeur absolue. On
obtient grace a ce qui précéde les normes holdériennes sur R™: pour tout x = (x1, 3, ..,x,) €
R™ et pour tout p réel > 1

|p

n 1
_ P\ — ]
]l,, = (; [i")7 et |lz]lo = max |a;

L’inégalité triangulaire

[z +yll, < ll=ll, + [lyll,
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qui n’est pas triviale si p > 1 est appelée aussi inégalité de Minkowsks.

L’inégalité de Minkowski se montre a l'aide de l'inégalité de Hélder valable sur R™ ou C":
> TiYi
i=1

ot 1 < p< 400 et q estl’exposant conjugué de p défini par la relation

1 1
1=~ +4-
p 4q

< llll, lyll,

(avec la convention = = 0).
Le cas p = q = 2 n’est autre que linégalité de Cauchy-Schwarz. Le cas général repose sur

['inégalité de Young :
ab b
Va,b e RT :ab < — + —
p q

En effet, si l'on écarte les cas triviaur ot x ou y est nul, on peut diviser par ||z||, [yl et
l'on a, d’aprés 'inégalité de Young :

|ZL’1| |y2| 1” Hp
[l=[l, llyll, =

Revenons a la preuve de l'inégalité de Minkowski. En appliquant deux fois l'inégalité de

HyHZ, pour tout 1 < i < n.

Holder, on obtient :

"

M=

|z +ylly = |z + yil |75 + ys

.
—_

3

. ;|x2||xl+%,p 1+z|yz|rxz+yz\p 1
= p*l p—1

n P n P
< Jal, (z 23 + y@-v”) 1wl (z 21 + y|)

p—1
(21, + Nyl ) e+ i

N

IN

ce qui donne par la division sur ||z + yHg_l ’égalité demandée
Iz +yll, < ll=ll, +1lyll,

Exemple 1.1.2 Pour tout p € [1,400]; on peut munir l'ensemble ¢ (k) des suites de k de

puissance p-i eme sommable d’une structure d’espace vectoriel normé en posant :
+o0 L
lzll, = (2 [=:l")7 et ||zl = sup ||
=1 €N

Linégalité triangulaire se démontre comme dans l’exemple précédent en faisant tendre n

vers l'infin.
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Exemple 1.1.3 Soit E = C([a,b],R) l'espace vectoriel réel de toutes les fonctions f :
la,b] — R qui sont continues sur [a,b](a < b).
Les fonctions

E — R

fo—= Al

sutvante:

Il = Jf@)lde
Il = (S 1F@ de)®
Il = max |f(t)

a<t<b

définissent trois normes usuelles sur E appelées respectivement :

norme de la moyenne, norme de la moyenne quadratique, norme uniforme.
Proposition 1.1.1 La norme est une application uniformément continue.

Preuve. On a

Va,y € Bzl =yl < [l =yl

donc la norme est une fonction 1-lipschitzienne. Comme toute fonction 1-lipschitzienne

(donc 1-Holdérienne) est uniformément continue, alors la norme est continue. =

1.1.3 Espaces normés de dimension finie

Théoréme 1.1.1 Sur un espace vectoriel de dimension finie, toutes les normes sont équiv-
alentes.

Dans un espace normé, tout sous-espace de dimension finie est fermé.

1.1.4 Espace de Banach

Définition 1.1.6 On appelle espace de Banach un espace vétoriel normé complet.
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Exemple 1.1.4 o Tout espace véctoriel normé de dimension finie est (en particulier R™)
est un espace de Banach.

e C([0,1],R) est un espace de Banach pour la norme ||-|| . mais pas pour la norme |||, .(

. . nr, 0<z<2
étudier par exemple la suite f,(x) = "

)

L<cr<i1
S ST S

1.2 Espaces de Hilbert

Soit H un espace vectoriel complexe et ¢ une application de H x H dans C :

Définition 1.2.1 On dit que ¢ est une forme hermitienne définie positive sur H, si ¢
vérifie

a) p(ax + Bi,y) = ap(z,y) + Be(Z,y) pour z, &,y € H et o, B € C(linéarité en x)

b) o(z,y) = (y,x) Yo,y € H (symétrie hermitienne)

c) p(z,x) > 0 Vo € H (positivité)

d) p(z,x) =0« x =0 (positivité sticte).

e On notera que l'application z — @(x,y) ol y étant fixé est aussi linéaire dans la
seconde variable, il est “bilinéaire symétrique”. On dit aussi (propriété (d)) qu’ il est défini

positif.

Remarque 1.2.1 Comme une conséquonce de (a) et (b) on a l’antilinéaire par rapport a

la deuxiéme variable
o(x,ay + Bz) = ap(z,y) + Be(z,y) pour a,f € C

Lemme 1.2.1 (Inégalité de Cauchy-Schwarz) Soit ¢ est une forme hermitienne définie

positive sur un espace vectoriel H, alors

Vo,y € H |o(z,y)° < o(z,2) - 0(y,y)

Preuve. Soient v,y € H et \,;u € C. On a

0 < oAz + py, Az + py) = A oz, ) + |l oy, y) + Mgz, y) + ez, y)
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Supposons A réel et prenons p = p(x,y) ; alors linégalité précédente devient

P(\) = Nop(z,2) + 2X [p(z,y)|* + [o(z, ) o(y,y) > 0

Comme cette inéqgalité a lieu pour tout X € R, le discriminant du polynéme du second degré

en A, P(\), est négatif ou nul. Ce qui donne l'inégalité cherchée

lo(z, y)* < o(z,2)0(y, )

Théoréme 1.2.1 Soit ¢ est une forme hermitienne définie positive sur un espace vectoriel

H, alors H est un espace vectoriel normé

lz|| = \V(z, z) pour tout x € H.

muni de cette norme H est appelé espace préhilbertien
St lespace préhilbertien est complet, il est appelé espace de Hilbert. Dans ce qui suivera
o(x,y) sera notée < x,y > .

Preuve. Simple. m

1.2.1 Exemples

1) R™ est un espace de Hilbert muni du produit scalaire

+o0o
<x,y>= Zmnyn pour tout = = (z1,...,%,),y = (Y1, .-, Yn) € R™.

n=1
2) {5 est un espace de Hilbert muni du produit scalaire

+oo
<(xn), , (WYn), >= Z:L‘ny_n pour tout (z,),, , (yn), € Lo

n=1

3) L* (1) est un espace de Hilbert muni du produit scalaire

< fug>= [ fodu pour tout f,g € L2 1),

Remarque 1.2.2 On peut aussi définir une distance d sur H par

dz,y) =|lz —y|| = vV<z—y,xr —y > pour tout v,y € H.
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1.2.2 Projection orthogonale

Définition 1.2.2 Deux vecteurs x et y sont orthogonaux si leur produit scalaire est nul,
c-a-dire:

<z,y>=0
1l revient au méme de dire qu’ ils satisfont au théoréme de Pythagore

<w,y>=0% |lz+y|* = |ll* + [ly[”

Définition 1.2.3 Soit x € H, on appelle orthogonal de x noté x+ ’ensemble des vecteurs
orthogonaux a x. Si F' un sous-ensemble non vide quelconque de H, on appelle orthogonal

de I noté F+ l’ensemble des vecteurs orthogonauz & tous les vecteurs de F.
Ft={xecH:VyecH<xy>=0}

1l est immédiat que

Ft=nat
xeF

C’est un sous-espace fermé de H.

Proposition 1.2.1 Soit H un espace de Hilbert et F' un sous-espace vectoriel.

a) Pour tour A C H, l’ensemble A+ est un sous-espace vectoriel fermé.

b) FL = (F)L.
¢) (FY)L =T,
d) H=F® F*.

Lemme 1.2.2 (Lemme de la médiane ou du parallélogramme) pour tous vecteurs
r,y € H, on a
2 2 2 2
[z +yll” + Mz = ylI” = 2[|z]I” + 2|y

Preuve. Il suffit de remarquer que, par définition de la norme, on a

lz+yl> = |z’ +<z,y>+<ya>+]y|
et
lz—yl* = |zP— <zy>—<y2>+|y|?

Il est clair qu’additionner les deux égalités donne l'identité du parallélogramme.

Si x et y sont orthogonaux on retrouve 1’égalité de Pythagore : m
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1.2.3 Théoréme de la projection orthogonale

Théoréme 1.2.2 Soient H un espace préhilbertien H et F une partie convexe compléte de
H. SixeH,

(1) il existe un vecteur xo € F qui réalise la distance de
d(z, F) = inf ||z — 2| = ||z — ]| .
(@.F) = inf [}z — 2] = [z ]|

i) Vz € A, on a
Re < x — xg,x0 — 2 > est positive ou nulle
i11) Le vecteur xo est unique

On écrit xo = Pp(z). De plus xq est le seul point de F' vérifier x — xq € Ft

Corollaire 1.2.1 Soit F' un sous-espace vectoriel fermé de H. Pour tout x € H, la projec-

tion de x sur I est l'unique point p, de F tel que x — p, € F*+.

1.2.4 Bases hilbertiennes

Définition 1.2.4 Soit H un espace préhilbertien. On dit qu’une famille (x;);c; d’éléments
de H est orthogonale si l'on a

Vi,j €1 :1%# j alors < xz;,x; >=0.
On dit que (;);c; est orthonormale si elle est orthogonale et si de plus ||x;|| = 1 pour tout
iel.

Proposition 1.2.2 Soit (eq, ...,e,) une famille orthonormale de H et v € Vect(eq, ..., e,).

Alors

n
V= E <v,e > ¢
=1

Preuve. Soit v € Vect(ey, ..., e,). Alors il existe (vy, ..., v,) tels que

n
v = E V;€;.
=1

D’autre part

n
<v,€; >= E V; < €4, €5 >= U;.
=1
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Les familles orthonormales vérifient ’inégalité de Bessel suivante.

Proposition 1.2.3 (inégalité de Bessel). Soient (H,< .,. >) un espace préhilbertien et
(e:)icr une famille orthonormale dans H. Pour tout x € H, la famille (|< z,e; >|2)i61 est
sommable dans R et on a

Yo l<ae > < )

iel
Définition 1.2.5 Une partie F' d’un espace de Hilbert H est dite totale si ’ensemble des

combinaisons linéaires finies d’éléments de F' est dense dans H .

Définition 1.2.6 Soit H un espace préhilbertien. Une famille orthonormale totale de H

est appelée base hilbertienne de H.
Voici quelques propriétés d’une base hilbertienne.

Théoréme 1.2.3 (égalité de Parseval). Soient (H,< .,. >) un espace préhilbertien et
(€;)ier une famille orthonormale dans H. Les propriétés suivantes sont équivalentes.
(a) (€;)ics est une base hilbertienne de H.
(b) Pour tout x € H, la famille
< ae > < =)
icl
(¢) Pour tout x € H, la famille (< x,e; > €;);c; est sommable dans H et on a :
xr = Z < x,e; > €
icl
(d) Pour tout x,y € H, la famille (< x,e; > < y, €; >)ics est sommable dans k et on a :
<my>=) <r6><y 6>
el
Théoréme 1.2.4 Tout espace de Hilbert admet une base hilbertienne.

De plus, tout systéme orthonormé d’un espace de Hilbert est contenu dans une base hilber-

tienne.

Théoréme 1.2.5 Tout espace de Hilbert est isométrique a un espace lo(I).

10
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1.3 Quelques exercices corrigés

Exercice 1.3.1 Soient a,b deux réels strictement positifs. Pour tout u = (z,y) € R?, on

note :
ul| = Va2z? + b?y?

1. Montrer que ||.|| est une norme sur R?.
2. Déterminer la boule unité pour cette norme.

3. Déterminer o, 3 > 0 tel que :
Vu € R, B lully < [ull < allull,,

ot |||, désigne la norme euclidienne sur R*.

4. Conclure

Solution 1.3.1 1. ||.|| est une norme
a)- Pour tout u = (z,y) € R?, |[u|| >0, et ||ul] =0 < a*2? + b*y* =0 & (z,y) = (0,0)
b)- Pour tout u = (x,y) € R* et X € R,

I Aul| = \/a2>\2x2+b2)\2y2
= Al

c)- Soient u = (x,y) et v = (2,t) deux éléments de R?, on a

lu+v| = Va2a? + 2azz + a2y® + b2y? + 2byt + b2t

On applique 'inégalité de Cauchy-Schwarz, on trouve

a’rz + byt < \Ja2x? + b2y a222 + b2,

alors

Ju+v| < \/@2:1:2 + 022 4 2v/a2a? + b2y2Va222 + b212 4 a22? 4 D22

<\/(\/6L2x2 + 022 + Va2z? + b2t2)2>

< Va2a? + 02y + Va2 + 022 = |ju| + v,

IN

11
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done ||| est une norme.

2. Pour déterminer la boule unité ouverte, on remarque que
lul| <1 a®2® +b*y? < 1

donc la boule unitée ouverte est l'intérieur de l'éllipse a*x* + b*y? = 1.

3. pour tout u € R?, on a:
min(a, b) [|ull, < ||lu] < max(a,b) [[ul,,

ot |||, est la norme euclidienne sur R?.

4. les normes ||ul|, et ||u| sont équivalentes.
Exercice 1.3.2 Soit N : R? — R une application définie par:
N(z,y) = max(|z +y|, [z — 2y])

1. Montrer que N est une norme sur R2.

2. Déterminer la boule unité fermée associée.

Solution 1.3.2 1. N est une norme

a)- Pour tout (z,y) € R?, N(z,y) >0, et N(z,y) =0& |z +y|=|z—2y| =0& (z,y) =
(0,0)

b)- Pour tout (z,y) € R* et A € R,

N(Az,y)) = max(|Az+ Ay|, [\z — 2Ay|)
= max(|A|lz +y|, [A|z — 2y|)
= [AIN(z,y).

c)- Soient (z,y) et (z,t) deuzx éléments de R*. On a

N((z,y) + (2,t)) = N(x+z,y+1)

= max(|[ze+z+y+t|, |z +2—-2(y+1)|)

IN

max(|z + 2| + |y + 1, [ — 2y + [z — 2t)])

IN

12



1.3. Quelques exercices corrigés

donc N est une norme.

2. Pour déterminer la boule unité fermée, on remarque que

r+yl <1 —1—-z<y<l-—zx
N(z,y) <1l | U & ) _y_l
lz—2y| <1 —5+5<y<s3+3

et l’on représente donc facilement la boule unitée fermée pour N.
Exercice 1.3.3 Montrer que pour tout x dans R" on a hI_El 2]l = ||zl -
p—too

Solution 1.3.3 Pour x = (x1, 72, ..., T,), 0N @

En passant a la limite, on trouve
1
< T < T 1 _
ol < Tim_Jlall, < tim b ], = o]

Exercice 1.3.4 Soit E [’espace vectoriel des fonctions continues sur [0,1] a valeurs dans
R.
On définit pour f € £

[fllo = sup{|f(z)[;z € [0,1]}, et [[f] :/o £ (2)ldt.

~

Vérifier que ||.|| . et ||.||; sont deux normes sur E.

IS

. Montrer que, pour tout f € E, || f]l; < || fl] .-
3. En utilisant la suite de fonctions f,(x) = ", prouver que ces deux normes ne sont pas

équivalentes.

Solution 1.3.4 1. La vérification que ||.||, et ||.||; sont deux normes est simple.

2. Pour tout f € F,

1 1
11 = / FOldt < Il / dt < |1 f]l..

3. On a

1
[ full, = T 0et |[fall =1

donc les deux normes ne sont pas équivalentes.

13
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Exercice 1.3.5 On munit E = C([0,1],R) des normes fondamentales

1l = sup 7@, 1], = / (@) da .
0<z<1 4

1) Soit la suite des fonctions (f,), définie par

o
IA

nx

1

IA
—_ 3=

T

fn(x) =

3=
IA

T

IN

a- Tracer les courbes de f, et f,, sur le méme dessin, pour n < m .

b- Calculer || fn, — fmll; et en déduire que (f,), est une suite de Cauchy de (E, ||-||,)? est-
elle convergente dans (E, ||-||,)? conclure?

2) On consideére la fonction T définie sur le complet (E, ||-||..) par

T: (B 'le) — (B )
f —  T(f)

et
T(f): [0,1] —R

avec K est une fonction continue et ¢ € R.

Montrer que si sup |K(z,t)| < 3 alors il existe un seul élément [ de E tel que T(f) = f.
(z,t)€[0,1)?

Solution 1.3.5 1- Soit (f,)nen est une suite de Cauchy dans E, alors pour tout € > 0, il

eriste N € N tel que pour tout n;m > N, on ait,

vt € [0, 1]; sup |fu(t) = fm(t)] <€,

alors pour t fixé la suite de réels (f,)nen est de Cauchy, donc convergente dans R (qui est
complet). On note f(t) la limite de f, (t), donc il suffit de montre que f est cotinue.

Soit la suite des fonctions (f,)n définie par

nx

=)
VAN
8
VAN
—_ 3=

falz) =

—_

3=
IN
8
IN

14
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Représentation graphique est simple

On a

1

3=

1

1
o= fmlly = | [fa(@) = fml(2)[de = [ [mz —nzlde+ [ [1—nz[de+ [ [1-1]dx
[ T

m n

1 1

1
= Z <_ — —> — 0 quand m,n tend vers + oo,
2\n m

Donc (f)n est une suite de cauchy, d’autre part

Alors (fn)n est une su

) 0, sitx=0
lim f,(z) = ¢ E,
noteo 1, siz €]0,1]

ite divergente.

Conclusion: (E, ||-||;) n’est pas complet.

2- On consideére la fonction T définie par

ol

T: (B 'le) — (B )
f —  T(f)

T(f): [0,1] —R

IT(f) =Tl =

IN

<

sup [T'(f)(x) — T(g) ()]

0<z<1

0<z<1

sup / K (1) [£(1) — g(t)] dt

sup [f(z) —g(z)| sup |K(z,1)]

O<z=l (z,t)€0,1]

1 1
—sup |f(x) —g(@)| =|f -9l alors T = — est lipschitzienne.
20<z<1 2

b- T est contractante définie sur le complet (E, ||-||) ves lui méme , donc il existe un et un

seul élément f de E tel que T(f) = f
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1.3. Quelques exercices corrigés

Exercice 1.3.6 Montrer qu’il n'existe aucun produit scalaire sur C([0,1]) dont la norme

associée est la norme ||-||; ou la norme ||-|| ..
Solution 1.3.6 Pour tout x € [0,1], soit f(z) =z et g(x) = —x + 1. Alors on a

1F +9lle = IIf = 9l = [ flloo = llgll = 1,

donc la norme |||, ne vérifie pas Uidentité du parallélogramme. Par conséquent, la norme

|-l sur C([0,1]) ne provient pas d’un produit scalaire.

On a

1

If+glly =1 et Ilf =gl = Il = llgll = 3,

donc la norme ||-||, ne vérifie pas lidentité du parallélogramme. Par conséquent, la norme

|-l; sur C([0,1]) ne provient pas d’un produit scalaire.

Exercice 1.3.7 Soit E = C([0,1],R) muni du produit scalaire

1
() = [ gty
0
On définit le sous-espace vectoriel de E

F={f € E; f(0) = 0}.

Montrer que

P+ = {0}
Solution 1.3.7 Clair que

{0} C F*. (1.3.1)
1l suffit de montrer que

F+ C{o}.

Soit f € F+. Alors Uapplication g(x) = xf(z) appartient F', et donc (f,xf(z)) = 0,
c’est-a-dire

folez(:n)da: =0
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1.3. Quelques exercices corrigés

L’application x — xf*(z) est continue sur [0,1], positive, d’intégrale nulle, elle est donc
identiquement nulle. On en déduit que f(x) = 0 pour tout x # 0, et par continuité on a
aussi f(0) = 0. Ainsi f =0. d’ou

F+C{o}. (1.3.2)

(1.3.1) et (1.8.2) donnent
Ft={0}.

Exercice 1.3.8 Soit H un espace de Hilbert. Montrer que [’orthogonal d’une partie F' de

H est un sous-espace fermé de H puis trouver F'N F*.
Solution 1.3.8 Soient x,y deux éléments de F+ et o, 3 € k. Pour z € H :
(ax + By, z) = a(z,2) + B (z,2) =0

donc F* est un sous-espace fermé de H.
Par définition F* est un fermé .

Soit x € FNFL, alors on a (x,z) =0 d’ou z = 0. Donc on a F'NF*+ C {0}. Alors

{0}

FQFL: ou

%]

Exercice 1.3.9 Soit (a;)1<i<n une famille orthonormale d’un espace de Hilbert H. On pose
F =Vet|(a;)1<i<n] (c-a-d le sous-espace vectoriel engendré par la famille ay, ..., a,).
1) Montrer que tout point x de H admet une et une seule projection Pr(x) sur F.

2) Montrer que

n

Pr(z) = Z (x,a;) a;, pour tout x € H.

i=1
Solution 1.3.9 Posons r = d(z, F) = inlg |z — y|| alors il existe une suite (x,) dans H
ye

telle que

1
Vne N ir<|oz—x,| <r+—
n

ce qui permet de posé

lim||z —x,|| =r
n
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1.3. Quelques exercices corrigés

La suite (z,,) est de cauchy. En effet, si x, et x, sont deux points de cette suite.

Appliquons lidentité du parallélogramme aux vecteurs x, et x,. On a

1 2 ./L'p‘i‘xq 2 2 2
5 2o = @ll” + 2|2 — = llz = zp|" + [z — 2]l
Comme % € F ; par suite
2
] ey

D’ot pour p et q assez grands, les quantités |z — x| et ||z — x| tens vers 12, il est en
résulte que

[z, — qu2 — 0
La suite (x,,) est donc de Cauchy dans la partie F' qui est compléte. Elle y converge donc
vers un élément xo qui vérifiera nécessairement ||x — zo|| = 7.
i) Etablissions l'unicité de x.
Supposons que il existe une autre projection soit x1. Appliquons lidentité du parallélo-

gramme aux vecteurs xo et x1. On a

1 2 xo + 71 || 2 2
0< 5 llwo —aal” +2 |z~ = |z = xol|” + llz — ="
D’ou
1 2 2 2 wtm|t o, 2 N
§||m0—x1|| = ||z — xo||” + ||z — 21]|]” — 2 || — 5 =r’+r’=2("+a) ova>0

1l en résulte que
0 < [lzo —a[* <0
D’ou l'unicité.
Exercice 1.3.10 Soient E = L*([0,1]) l’espace de Hilbert des classes de fonctions réelles

de carré intégrable et T une forme linéaire continue définie par
T: L*][0,1])) — R
f — T(f) = fy f(a)dz
1) Montrer que F ={f € E : fol f(z)dx = 0} est un fermé de L*([0,1]) ?

2) Déterminer F1- 2

3) Déterminer la projection de f(t) = e' sur F et calculer d(f,F) ¢

18



1.3. Quelques exercices corrigés

Solution 1.3.10 1) La partie F = {f € E : fo x)dx = 0} est fermée de L*([0,1]) car
~1({0}). Image réciproque d’un fermé par une application continue

2) Détermine F*, on a

F :{feEi/f@Mx:m
= {feE:{f,1)=0}

alors

3) La projection de f(t) = €' sur F notée par exemple Pp (f). D’aprés le théoréme de la
projection

Pr(f) € =>/ Pr(f (1.3.3)
f=Pe(f)eF =[]=f=Pr(f)=A=Pr(f)=f-A (1.3.4)

(1.8.3) et (1.3.4) donnent

/%ﬂ@—AMx—OéA—e—l

Conclusion

Pr(f)y=¢e —e+1

Calcul d(f, F).
d(f.F)=mf|f —gll=|lf = Pr(H) =e—1

Exercice 1.3.11 Déterminer les valeurs de a,b,c,d et e qui minimisent ['intégrale

+1
/ (2° — ax* — ba® — ca® — dv — e)’dx
-1

Solution 1.3.11 Soit

Py = {ax4+ba:3+cx2+dx+e, avec a,b,c,d,e € R}
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1.3. Quelques exercices corrigés

3

est un s.e.v. de dimension 5 de base {1,x,22 23 2*}. Le probléme est celui de la détermi-

nation de la meilleure approximation de x® par un polynome de degré au plus égal & 4 sur

Uintervalle [—1,1], c¢’est & dire on cherche la projection de x® sur Py qui soit Q(x).
(2 = Q(x),1) = (° = Q(a),z) = (2° = Q(x),2?) = (z* = Q(x),2%) = (z° = Q(x),2") =0

ce qui donne
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