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In the name of Allah, the Entirely Merciful, the
Especially Merciful.

(68) And the Horn will be blown, and whoever is in the
heavens and whoever is on the earth will fall dead except
whom Allah wills. Then it will be blown again, and at once
they will be standing., looking on.

(69) And the earth will shine with the light of its Lord, and
the record [of deeds] will be placed, and the prophets and
the witnesses will be brought, and it will be judged between
them in truth, and they will not be wronged.

(70) And every soul will be fully compensated [for] what it
did; and He is most knowing of what theyv do.

True are the words of Allah

- Aya 70 4 v Az-Zumar 32 Sura s
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cNotations et symboles utilisés :

Signification
contrainte totale [N/m?]
contrainte statique [N/m?]
contrainte dynamique [N/m?]
La réponse [m]
Force d’inertie [N]
Masse [kg]
Accélération [m/s?]
Pulsation propre ou naturelle
la rigidité [N/m]
L’énergie cinétique [J]
L’énergie potentielle [J]
Travail des forces non conservatrices [J]

Variation de la quantité de travail des forces non conservatrices

Coefficient d’amortissement [N.s/m]
Déplacement linéaire suivant axe x [m]

La vitesse linéaire suivant I’axe X [m/s]
L’accélération linéaire suivant 1’axe x [m/s?]
Force (chargement) externe variable dans le temps [N]
Fréquence propre [Hz] ou [s™]

Période propre [s]

Pourcentage d’amortissement critique

L’angle de rotation [rd]

La vitesse angulaire de rotation [rd/s]
L’accélération angulaire [rd/s?]

Moment d’inertie [kgm?]

Rigidité de torsion [Nm/rd]

Coefficient d’amortissement angulaire [Nms/rd]
Moment de torsion [Nm]

le moment polaire de la section de la poutre[my]
Masse volumique [kg/m]

Pulsation amortie (Damped)

Pseudo période ou apériode ou période amortie (damped).
Décrément logarithmique

Temps de relaxation {s]

Facteur de qualité

Déplacement suivant I’axe y [m]

Pulsation sur amortie [rd/s]

Pulsation forcée [rd/s]

Rapport des pulsations

Facteur d’amplification dynamique
Transmissibilité

décibel

Atténuation (%)

Efficacité d'isolation

Atténuation en dB

L’amplitude de la réponse (déplacement) maximale
Excentricité [m] parfois [kg.m]

Force de rappel « de rigidité » [N]

Force d’amortissement [N]

Couple moteur [Nm]

Décalage du rotor [m]



Courbe de la base , fonction décrivant le parcours [m]
Excitation d’accélération [m/s?]
Accélération relatifve

Fonction de Dirac

La réponse maximale

Force élastique totale maximale [N]
L’effort tranchant transmis a la base [N]
Le moment tranchant maximale [Nm]
Fonction échelon

Le chemin parcouru

Fonction pas (step) de Heaviside
L’'impulsion communiquée [kg.m/s]
Fonction de forme

Coordonnée généralisée

La masse généralisée

L’amortissement généralisé

La rigidité généralisée

La force externe généralisée appliquée a la structure
Delta de Kronecker

Matrice identité I=1

Matrice de flexibilité.

Matrice dynamique

Vecteur des modes propres

La force transmise au sol [N]
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Avant pronos

L polycopié présent, intitulé : Dynamique des structures avancées, est destiné aux étudiants de Master 1 de

génie mécanique, option construction mécanique, de I’Université¢ de Med Boudiaf -M’sila .

Le contenu de ce polycopié est compatible avec le canevas de la formation du Master S2, donné au niveau du
département de Génie Mécanique de I’Université de M’sila.

Des rappels des connaissances de base, la résolution des équations différentielles et I’analyse vibratoire des
corps solides sont des outils indispensables pour mieux maitriser le contenu du polycopié pédagogique.

La modélisation des phénomenes physique vibratoires actuellement constitue un outil trés important des
structures dynamiques discrétes ou continues. Les phénoménes physiques des structures dynamiques
discretes sont gouvernés par des équations différentielles par contre les structures dynamiques continues
sont gouvernées par des équations différentielles aux dérivées partielles, chacune d’eux nécessitant de savoir
les méthodes utilisées pour les résoudre convenablement. Des exemples simples de la vie pratique pour
enrichir les connaissances et afin de rapprocher les idées des cours longues ont été sélectionnés.

C’est pourquoi le manuscrit est divisé en chapitres, dont le premier chapitre est consacré a des rappels
mathématiques : de I’intégration par parties, les nombres complexes, séries de Fourier, transformées de
Laplace, centre de gravité, moments d’inertic a 1 correspondance électromécanique en passant par les
différentes définitions degré de liberté, dynamique des structures,....

Les structures dynamiques discrétes a un seul ddl, avec des vibrations libres sont traitées dans le deuxiéme
chapitre avec d’autant de cas de calcul.

Par contre les structures en vibrations forcées de la forme harmoniques ou en vibrations de leurs bases ont
été étudiées d’une facon approfondie au troisiéme chapitre.

Dans le quatrieme chapitre les structures dynamiques discrétes forcées par impulsion, ont fait I’objet d’une
étude détaillé.

Les structures dynamiques discrétes a plusieurs ddl en vibrations libres ou forcées et les méthodes de
recherche des pulsations et des modes propres ainsi qu’une apergue sur 1’analyse modale ont été bien
examinées au cinquiéme chapitre.

Alors que le sixieéme chapitre est consacré a 1’étude des structures dynamiques continues en vibrations libres
et forcées en passant par les méthodes énergétiques de recherche des pulsations propres.

Le septieme chapitre est dédi¢ au contrdle des vibrations des structures dynamiques.

La méthode des éléments finis est abordée en détaille au dernier chapitre, elle est trés employée dans le
domaine vibratoire.

On termine par une bibliographie des références utilisées pour 1’établissement de ce polycopié de cours.



Les ¢léments non traités par ce manuscrite, sont :

e Les vibrations des structures non linéaires,

e Les vibrations aléatoires et stochastiques,

e Les vibrations des structures par I’engineering des tremblements de terre,

e Les vibrations amorties des structures dynamiques continues ainsi que poutres de Rayleigh, poutres
de Timoshenko et les éléments membrane et plaque,

o Les éléments surfacique (8 N I, 4NLQ, 3NLT), ainsi que les éléments volumiques (8NL, 20 NQ
(cube), 4NL, 10 NQ (tétraédrique), plaque (mince et épaisse), coque (mince et épaisse).






Chapitre I :
I.1 Intégration par parties

C'est une méthode qui permet dans certains cas de trouver une primitive du produit de deux
fonctions. la formule est :

Judv=w— [vdu............o...cooeeiinn.n. (L1)

I.2 Séries de Fourier
Une fonction de période T peut étre développée en séries trigonométriques de Fourier, définit par :
F(t) = ? + Y7210, COSNW E+ Dby SINNW e, (1.2)

Dont les coefficients constants a, et b, sont calculés par les formules :

2 T/2 2 (T/2
an=;f_T/2F(t)cosnwtdt et by ==

o F(t)cosnwtdt.............cooooeninn... (1.3)

Avec: w =27n etn=0,1,2,3,.....

I.3 Transformées de Laplace

Soit une fonction f (t) de la variable réelle t, définie pour t > 0. On lui fait correspondre la fonction F(s) de la
variable complexe s, appelée transformée de Laplace, et définie par :

Flsl= III' e = ffdi =Ll

...................................... (14)

Pour que cette transformée existe, I’intégrale doit converger. Cette condition est réalisée lorsque R(s) > o
appelée abscisse de convergence, ce qui est vérifiée pour les fonctions usuellement rencontrées en
dynamique.

L(Mfi+Afa) =ML(fi)+AL(f2)

la transformée de Laplace est linéaire : ~— V711 7 e fa ) T AL e A (LS)
Transformée de Laplace des dérivées successives de f (t) :
LUFW) = sEE)=f0)  L(PW) = SFEO=sfO)=FO) (16)

Théoréeme du retard

LE@=a)f(t=a) =€7F(s) ..., (L7)
I A }) = F(s—3)
C(MFW)=Fls=2 (L8)
Théoréme de composition
Soit g(t) le produit de convolution f1(t )*f2(t ) ainsi défini
i
s = Al = [ At-hmd
e (1.9)
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Chapitre I :

L@ L@)=Fs)Fs) (10)

Distribution de Dirac :

0 pour t <0
3ty =< e pour 1=0

0 pour t >0

............................................................... (L11)
Propriétés
b lsia < Oeth >0
f 8(1)dt =
¢ Osiab =0 (L12)
b
/ 3(1) dt = E(1)
A SO OO (L13)
t
O(t —a)dt = E(t —a)
o e (L14)
f t
f Fli—m)8(x) e = £{1) = f 8t =) f(x) ek
0 0 (L15)

(P +8(1) = Fl1) — 81 . . .
Fle)+() = flr) =) est élément neutre du produit de convolution £{3{¢}) =1
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Chapitre I :
Tableau L.1. Les transformées de Laplace élémentaires :

fir) Fs) = L{f{r)) fle) Fis)=L{f(r)) fir}) Fis) = L f(t))
1 5 n!
| = cosh aw - - e r—
5 §& — 0 (5 —a)
1 : o p 5
' = sinh ow = - (1+at)e™ —_—u
5= 55— (s —a)*
F ! o’ st — @
t — 1 — cos o — [ COS oR
5 s(s2 4+ m?) (2 +- @2}
1 o ! Qs
e ; coshoy — 1 5 i SiT o —
& s{st—wt)” (52 + m2)°
e _ agri 1 s+ s T
- - e ™ cos of _ o =
rp—i2 (s—rp)lls—rz) (s +a)” +m? LEE
5 ; o 1 &
COE ON — — e Y sin o ey — L_
= 4 - (s+a)” +&° V1 V'
) ] 1
S1M O —_ e _ air) |
= -+ - [z —a)

I.4 Notation complexe

Soient @ et b deux nombres réelles le nombre complexe est not¢ par: z=a+jb=|z|cosd +
Jlzlsing = |zle ™™ . (I.16)

Avec : A 2

a = |z| cos? partie réelle de z,

b = |z|sinY partie imaginaire de z. 12l
s} \
Module de z ; |z] = Va? + b? ‘ R& 7
Argument (phase) de z: 9 = arctg (b/a) Figure I.1. Représentation graphique des nombres
complexes.

Souvent, lorsqu’one grandeur physique varie sinusoidalement : x(t) = A cos (wt + @) ,
On préfere ; au stade des calculs, I’exprimer sous la forme complexe :
x(t) = Aed@H) qux(t) = A eI@ (1.17)
Avec A* = A e/ : amplitude complexe ; ¢ : déphasage , A : amplitude maximale (réelle) et o : pulsation.

Une fois le résultat final obtenu, on I’exprime en en retenant que la partie réelle, la partie imaginaire étant

omise.
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I.5. Les fonctions trigonométriques et hyperboliques

e’ = cosy + jsiny

e =cosy—jsiny

.................................................... (1.18)
On peut avoir aussi :
I v =y
cosy = =~ (e/¥ + ™)
T s 1 . i —jy
sit y = — (el — &)
B e it ertereeieienersaser e e ettt raterantananns (I.19)

z=x+ v

b

Ces relations peuvent étendues pour n’importe nombre complexe z :

cosz = ;{y‘: e /") = cosxcoshy — jsinxsinh y

. I : . . .
sinz = T{r‘" — e F) = sinxcoshy + jcos xsinh y
2
sin jy = ?(f'-‘ — ¢') = jsinh y
=]

cos jy = ?{E’_" + e') = coshy

sinh z = cos ysinh x + jsin v cosh x
coshz = cos y cosh x + j sin y sinh x
sinhjz = jsinz

cosh jz = cos z (1.20)

1.6 Représentation vectorielle des mouvements harmoniques (Fresnel)

x(7)=Xcosax

Figure 1.2. Représentation vectorielle de Fresnel.
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Chapitre I :
1.7 Calcul matriciel

Soient deux matrices carrées s x s (les lignes = les colonnes) :
A= (a;) et B = (Dij) ceeeeeeeeeee e (1.21)

a. Multiplication :
L’¢lément Cj de la matrice C, produit de A par B, C=A4.B, est égal a la somme la i"™ ligne de A par ceux de
la j*™ colonne de B.

Cij = X=1Qik -brjoeeeeenn (1.22)

b. Matrice transposée :
C’est la matrice 4’ dont les éléments de la i°™ colonne sont ceux de la j*™ligne de 4,1 = 1,s.

¢. Matrice adjointe :
La matrice 4* = (4;; ) est appelée matrice adjointe de 4 si ses éléments 4;; sont les cofacteurs des éléments ay;
de 4".

d. Matrice inverse :
Une matrice A" est dite inverse de la matrice 4, Si :
ATLA=AA1T=1 ,oulestlamatrice unité...............ouveiieuneeinieaninnannnnn, (1.23)
Pour qu’une matrice soit inversible il faut que son déterminant soit différent de zéro.
Dans ce cas,on a :

1.8 Nombre de degrés de liberté

On appelle nombre de degrés de liberté le nombre m de coordonnées généralisées (ou paramétres
indépendants) nécessaires et suffisantes pour déterminer la « position du systéme ».

Le nombre de degrés de liberté utilis¢é dans l'analyse d'un systéme mécanique est le nombre des
coordonnées cinématiquement indépendantes nécessaires pour décrire complétement le mouvement
des particules dans le systéeme. Un tel ensemble de coordonnées est appelé ensemble de coordonnées
généralisées. Le choix d'un ensemble de coordonnées généralisées n'est pas unique. Les quantités
cinématiques telles que les déplacements, les vitesses et les accélérations sont écrits comme des fonctions
des coordonnées généralisées et leurs dérivées temporelles.

Si N est le nombre total de particules constituant le systéme et n le nombre des liaisons géométriques
restreignant son mouvement, alors m=3N-n.

1.9 Systéme conservatif

Un systeme est dit « conservatif » si son énergie « mécanique » totale se conserve (reste constante) :
E=T(énergie cinétique) +U (énergie potentielle)=constante.

.10 Centre de gravité d’un corps dans les coordonnées cartésiennes

Le centre de gravité, appelé G, est le point d'application de la résultante des forces de gravité ou de
pesanteur. De ce fait, il est clairement dépendant du champ de gravitation auquel le corps est soumis et ne
doit pas étre confondu avec le centre d'inertie qui est le barycentre des masses. Il est souvent assimilé a ce
dernier, mais ce n'est qu'une approximation liée au fait que dans la plupart des cas, le champ de gravitation
auquel le corps est soumis peut étre considéré comme uniforme dans le corps considéré.
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Chapitre I :

Systéme discret

Systéme continu

X m;x; [xdm
Xe="m 6=

i [pdv

v _my; [ydm
G — m. ¢ =

i [pdv

4. = LMZi 7 _Jzdm

cTom " [pdv

Exemple :

Soit un solide indéformable constitué par la juxtaposition d’un hémisphére plein et homogene de masse my
et de centre d’inertie G et d’un cone plein et homogéne de masse m, et de centre d’inertie G,. Soit G le
centre d’inertie du solide complet. Déterminer algébriquement OG ?

b !I':'.'i“" _T:I
= =
R N
.-"rl. 2 i 5 'L.--.I:.NI b
X J}L‘;ﬂ Hx i L T | .I'-.:-\. }:'-'r
' , g | -
I"..x e / :R .;;'.'ﬁ-?:l}r
“H,,T_,/ _1 {1,
iy T 'H"';"" """""
Figure 1.3.Centre d’inertie.
e 2 s
e Masse de I’hémisphere : m, = p EﬁR Sttt (1.25)
e La position du centre d’inertie de I’hémisphére :
R R R 3R
m,z = Io z'dm = IO Zpmidz = IO z',o;z(R2 ~z’ )dz' =z = g s (1.26)
e Moment d’inertie de I’hémisphére par rapport a I’axe oz :
R 1 2
o = —,072'(R2 ~2z" )2 dz' ==m,R*,.......ccc.ooiei, (L27)
o2 5
h 5 R2 /)
e Masseducone: m, = '0.[0 z(h—-z) ?dz ngR R (1.28)
e La position du centre d’inertie du cone :
h R? ¢ h
Zg,m, :j zdm = pﬂ'—zj z(h—z)zdz:> Zg =—
0 h™ % A (1.29)
e Moment d’inertie du cone par rapport a I’axe oz :
J 1 7Z'R—4 h(h—z)4dz—im R?; (1.30)
o =7 Yo, . 1o 7R s .
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Chapitre I :
e Masse du solide complet :

2 1
M=m,+m, = p(gﬂﬁ +§7Z'R2hj e (131)
e La position du centre d’inertie du solide complet :
O0G, +m,0G, m.zg —mzs 1 h>-3R’
0G =z, e 2 T Tem6, TG 2 e, (132)
m, +m, m,+m, 4 h+2R

e Moment d’inertie du solide complet :

J, = gm,,RZ +imcR2 .................................. (133)

oz 10

I.11 Moments Quadratique et Polaire d'une surface

Le moment quadratique est une grandeur qui caractérise la géométrie d'une section et se définit par rapport a
. . N . . 4 . e

un axe ou un point. Il s'exprime dans le Systéme international en m*. Le moment quadratique est utilisé en

résistance des matériaux, il est indispensable pour calculer la résistance et la déformation des poutres

sollicitées en torsion et en flexion.
ds

IGz= [ y*ds

Figure 1.4. Moment polaire d'une surface [, = Iy + I,

I.12 Cas courants de I, et I,

“a

|

cr——|-CJ

|

" h

“a

|

.

|

Hk
O\‘ﬁ o - % >
-h-QE K

1Gz ~ bh’ a’ 7 (D -d")
| mm9 12 1 64
I bh*+hb? a*  d* T (1D*-d*)
(mm? 12 & 32 32
Page 7
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1.13 Moments d’inertie

D’une masse ponctuelle

g J=mr?

D’un cylindre ou disque plein et homogeéne par rapport a son axe de symétrie :

T 2 2
i Je=dy= 5 m3R% + )

D’une barre mince par rapport a un axe perpendiculaire et passant par son centre de gravité :

le—L—— l

T 19
lq_HUE 12

O s S ]

D’une spheére :
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Chapitre I :

1.14 Théoréme de HUYGENS —Koénigs (généralisé) :

Lorsque la rotation du corps se fait autour d’un axe A le moment d’inertie .J, du corps relativement a cet axe
A est égal au moment d’inertie J; du corps, relatif a un axe parallele a A et passant par G augmenté de la

quantité Ma? ou a est la distance séparant ces deux axes : Ja=Jc+Ma?...... (1.34)
Le passage d’une matrice d’inertie définie en G, centre B4cd -ab  -ac
d’inertie de S, a la matrice d’inertie en A s’écrit: HAS) =IGS)+m| —ab a’+c* -be
. . \ .y 232
a, b, ¢ étant les coordonnées de G dans le repere lié au —ac  —he a'+d
solide S.

Matrice d’inertie de quelques solides courants :

1. Tige rectiligne, homogéne, de diametre 2. Anneau de rayon R.
négligeable et de longueur 2L. O centre de I’anneau
O milieu de la tige
=~ 9o 0
m‘['—! g 0 Z " 1
3 I Ko.5-=| o m% 0
©5)=[ 0 =m0 . e 0 o mR
6 0 0 y .
(=551
243
3. Disque de rayon R 4. Sphere pleine de rayon R
O centre de disque O centre de la sphere
nX o0 o e
4 5
w0.5-=| o ;..% 0 5| v Zew o
R 0 0 lar
0 0 m— 5 .
2
5. Plaque rectangulaire d’épaisseur 6. Cylindre de rayon R et de longueur H
négligeable 5 O centre de la base
O centre de la plaque
1 L L 0
5"(“2 +8) 00 4 3 i\\;
1
105 0 i 0 fos-| v 0
1 1
e
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Chapitre I :
I.15 Notions générales

a/ Le point matériel

Un point matériel est un point de I'espace physique auquel on associe une grandeur scalaire positive
mesurable, appelée masse (masse volumique).

Cette grandeur caractérise la quantité de matiere que "contient" le point matériel. Il s'agit 1a d'un modéle.

Au sens mathématique, un point a un volume nul et pourtant on Iui associe une quantité de matiére : dans ce
modele, un point matériel est une singularité de I'espace.

b/ La mécanique

C’est une branche de la physique, dont l'objet est I'¢tude du mouvement, des déformations ou des états
d'équilibre des systémes physiques ; cette science peut étre classée en plusieurs domaines :

- la mécanique rationnelle (dite aussi mécanique classique), qui regroupe elle-méme :

e la mécanique analytique, qui regroupe différentes formulations trés mathématisées de la mécanique
classique ;

e la mécanique céleste,

e la mécanique du point matériel,

e la mécanique du solide

e la mécanique statique ou mécanique des systémes matériels,

e la mécanique des milieux continus, incluant la mécanique des fluides

e la dynamique (physique), discipline de la mécanique classique qui étudie les corps en mouvement
sous l'influence des forces qui leur sont appliquées.

- la mécanique quantique,

- la mécanique relativiste ;

- la mécanique, dont l'objet est 1'étude et la conception de machines que se soit par la création ou
innovation.

¢/ Ladynamique

Discipline de la mécanique qui étudie les corps en mouvement sous ’influence des forces qui leur sont
soumises.

Pour comprendre comment et pourquoi un objet accélere, il faut définir les notions de force et de masse.

d/ Une structure

La structure est un agencement et une organisation d'éléments interdépendants dans un objet ou un systéme
matériel, ou l'objet ou le systéme ainsi organisé. Les structures matérielles comprennent des objets fabriqués
par I'homme tels que des batiments et des machines et des objets naturels tels que des organismes
biologiques, des minéraux et des produits chimiques. Les structures abstraites comprennent des structures de
données en informatique et en forme musicale. Les types de structure incluent une hiérarchie (une cascade de
relations un-a-plusieurs), un réseau comportant des liens plusieurs-a-plusieurs ou un treillis comportant des
connexions entre des composants voisins dans 1'espace.
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Une autre définition plus précise :

Ensemble des piéces d'un ensemble supportant les efforts principaux et formant l'ossature sur laquelle sont
fixés les autres éléments (carrosserie, fuselage, etc.).

e/ Dynamique des structures

Le mot dynamique implique aussi des vibrations ou des oscillations. On désigne par vibration tout
systéme « structure » faisant des petits mouvements « perturbations » autour d’une position d’équilibre.
Cette définition est inspirée de la norme Afnor 90.001 qui annonce que :

La vibration est une variation dans le temps de la valeur d’une grandeur donnée, propre au mouvement, voire
de la position d’un systéme (structure) mécanique, lorsque la grandeur dont il est question est sont plus
grande soit plus petite que la valeur moyenne connue valeur de référence.

Un corps vibre lorsqu’il est animé par un mouvement oscillatoire, alors qu’il se trouve en position
d’équilibre. La forme la plus simple de mouvement oscillatoire est la forme sinusoidale caractérisée par une
amplitude, une fréquence et une phase.

f/ Les phénoménes dynamiques engendrant la rupture des structures

Les phénomenes « dynamiques » qui peuvent causées 1’endommagement « ruine-rupture » des structures
sont trois types :

e fatigue : nombre de cycle = naissance des défauts—>propagation des fissures > rupture,
e choc : naissance des défauts—>propagation des fissures > rupture,
e vibratoire : qui peut causer la rupture directement.

g/  Structures discrétes ou continues
Les structures mécaniques dans 1’étude dynamique sont divisées en deux groupes :

Un systéme (structure) avec un nombre fini de degrés de liberté est un systéeme discret, tandis qu'un
systtme avec un nombre infini de degrés de liberté est appel¢ systéme continu ou un systéme a
parametres distribués.

L’¢étude dynamique des structures est de parvenir a éviter les risques engendrés de rupture par les vibrations
en appliquant des méthodes ou on introduit les notions des contraintes et déplacements communiquées a la
structure soumise a un chargement dynamique externe.

h/  Ressorts et amortisseurs équivalents :

* En série

Figure L.5. Ressorts et amortisseurs en série.
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* En paralléle

T T
k ° Yo & C
‘Hﬂ%ﬂé
(k=k+ks ) m’L:-i- C=c;+C,

B

Figure 1.6. Ressorts et amortisseurs en parallele.

* Cas particulier

| K=K, (cosy)2+K, (cos 0)2 |

Figure 1.7. Ressorts en cas particulier.

i/  Equation de Lagrange :

Le lagrangien est une fonction des coordonnées généralisées du systéme :

L=T—=U=L(q;q;) 5eceeeeeemeneeenencnn. (1.35)
On en déduit les équations de Lagrange qui sont les équations différentielles du mouvement du systéme :
d (oL oL aD .
E(a—ql) —a—qi— —a—qi-l' Qi(t) aveci=1,2,3,....om..................... (1.36)

[Valable pour les systémes « holonomes » ou les relations entre les coordonnées peuvent s’écrire sous la
forme : fk(xl- , Vi _Zi) = (0. Exemple pendule simple oscillant dans un plan et ne faisant pas intervenir des
relations linéaires entre les vitesses, tel le cas des systémes non holonomes].

Q;(t) est la « force généralisée» ne dérivant pas d’un potentiel Q;(t) # —grad U ; tel les forces de poids ou
du rappel d’un ressort].

On obtient un systéme de m équations différentielles du second ordre qui, en générale, ne sont pas linéaires.
Les expressions de T, U et L peuvent étre ramenées a des formes quadratiques et les équations différentielles
qui en découlent sont linéaires, donc plus simples a résoudre.

La solution du systetme de m équations différentielles linéaires du second ordre a coefficients constants
s’exprimera a 1’aide de m pulsations propres w; (1 </<m) et de 2m constantes d’intégration.

La valeur nulle de la pulsation propre correspond a un mouvement de translation réguliére (¥ =0 =
X = cte).

Fonction dissipation d’énergie :

D , oo Tk
~ % représente la composante de la « force de frottement » dans la direction de la coordonnée généralisée

i

qi.-
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L’énergie de dissipation se calcul par :

Les oy étant les coefficients de frottement visqueux, ils peuvent parfois dépendre des coordonnées g;.

i/  Analogie électrique-mécanique

Les systémes mécaniques possédant un circuit ¢€lectrique équivalent ceci permet de faire 1’étude
mathématique et ’expérience de simulation pour le circuit électrique pour ensuite extrapoler les résultats

obtenus au systéme mécanique.

Une certaine analogie de faire la correspondance entre leurs éléments constitutifs.

L’équivalence entre éléments du systeme mécanique et composants du circuit électrique s’en déduit

aisément.

Cependant, pour que cette méthode puisse aboutir a des résultats fiables, il faut s’assurer que les valeurs
numériques de diverses grandeurs physiques (mécaniques et électriques) vérifient les relations sans

dimensions suivantes :

m L
miy 1 2
_EC
kx q
L'_-".mécu
O gt
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Tableau 1.2. Les correspondances électromécaniques :

Systémes mécaniques Circuits électriques
rotation translation [lanalogic m /L |analogie m/C
angle 9 déplacement x charge q u= Iv dt
vitesse & X courant = i| tension v
moment d’inertie J masse m inductance L | capacité C
- . ‘I 'I
constante de torsion & rmaideur k /{: /{
coefficient de frottement résistance admittance
B o I R }rﬁ
nergie cinétigue |
B - 1 .2 biwozo .1 2
T==138 T=—m &~ T==L i =—C v
| 2 2 h 2 T=5C
énergie potentielle
1 2 1 > 11 2 11 =
U=—c 9 U=—-kx? | U=== U=s—-—u
2 2 “ ok 2L
fonction de Dissipation
D=1p §2 p=les? | p=lri?] p=ll 2
2 2 2 2R
Lagrangien L=T-1U
equations de LAGRANGE
s
d| &L ZL &D
o Bl S R ()
a2, ) "2, "

—Force généralisée '’ appliquée

Q) = Mit) Q{t) = F(t) Q) = E(1)

courant imposé

Q)= It)

moment appliqué | force appliquée | tension appliquéd
nombre de degrds de libenté ﬁmlmbredemnmes

nombre de noeuds

élément de couplage élément commun

élément commun

i 2 mailles 4 2 noeuds

impédance admittance

2. M® 2. F® _E® v 1o
8(t) x(t) ) wit)
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Chapitre 11 :

I1.1. Introduction

Dans le cadre de la dynamique les chargements imposés, les propriétés géométriques et matériaux, peuvent
varier dans le temps. De plus, méme dans la configuration initiale le milieu peut étre caractérisé par des
fonctions du temps.

Les paramétres ° a calculer sont donc ~ également des fonctions du temps, et de nouvelles grandeurs
apparaissent pour caractériser le mouvement, c’est-a-dire la variation de configuration dans le temps. Ce sont
les paramétres cinématiques tels que les vitesses, les accélérations, les fréquences, ... qui n’existent pas dans
le cas de la statique.

I1.2. Les problémes dynamiques dans la vie courante
Les problémes dynamiques dans les structures se diversifient selon leur action dynamique, comme suit :

a) Les vibrations induites par les personnes

Figure I1.2. Planchers avec des gens qui marchent (théatres, salle de spectacle, ..).

Figure I1.3. Sols pour des activités sportives ou de danse.
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Figure I1.4. Etage avec des siéges fixes et des galeries de spectateurs (le surnombre des supporters
provoquant une bousculade dans un stade & Dakar-2017, causant I’effondrement d’une partie des tribunes).

Figure I1.5. Plates-formes de plongée.
b) Les vibrations induites par la circulation et I'activité de construction

En effet, dans de nombreux secteurs industriels, il est primordial de déterminer, pour le dimensionnement et
la conception, les niveaux d’efforts que les structures peuvent soutenir, mais également les propriétés
amortissantes qu’elles peuvent développer.

C’est le cas dans les secteurs du transport :

Figure I1.6.Aéronautique confort acoustique, vibrations
aérodynamiques, vibrations propulseurs, ...

La possibilité¢ d’une meilleure stabilité¢ de 1’hélicoptére pour viser sur une cible mobile par un missile air-sol ;
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Figure 11.7. Hélicoptere en position de tir d’un missile air-sol.

_ Maritime confort :

Figure I1.8. Différents types de bateaux transporteurs.

Et aussi la maitrise des structures des plates formes dans 1’exploitation du pétrole ou du gaz des mers

Figure IL.9. Plate forme d’exploitation en mer.

— ferroviaire confort acoustique, chocs de roulement, ... avec des petites vibrations pour le plus rapide des
trains
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Figure II.10. Transport ferroviaire et téléphériques.

— automobile confort habitacle, fréquences propres boites de vitesse, crash (=dynamique rapide), ...

Figure II.11. Voiture confortable.

- Ainsi que pour les engins de travaux et leurs équipements connexes ;

Figure I1.13. Quelques équipements connexes aux travaux de construction.
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- Dans le secteur du génie civil (séismes, explosions, propagations dynamiques d’ondes, ...).

Figure II.14. Explosion d’un batiment.

¢) Les vibrations induites par le vent et les tremblements de terre

- Batiments

Figure II.15. Des chefs-d’ceuvre immobiliers.

- Tours, chateaux d’eau, les cheminées et les mats :

Figure 11.17. Des chateaux d’eau pour I’approvisionnement des villes.
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- Des ponts ;

Figure 11.18. Des ponts pour véhicules.

- Dans le secteur industriel (la stabilit¢ des équipements de mesure trés sensible et de précision,
usinage conventionnel, usinage de haute précision, rigidité¢ des machines et des robots industriels.. ;)

d) Les vibrations induites par les machines

o O uill &
Figure I1.19. Les équipements de mesure de précision doivent étre
isolés des vibrations et se trouvés des plates formes stables (la rigidité).

Y =

Figure I1.21. La machine automatique scie le métal a relier de lame.
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- Usinage de haute précision

Figure I1.23. Stabilité des éoliennes, installation de I’éclairage avec énergie solaire.

Les hautes énergies électriques;

Figure I1.24. Les centrales ¢lectriques, les turbines a cycle combing, les groupes électrogénes, .....
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- Et finalement, dans le secteur de la robotique (ou la stabilité est un paramétre primordial) :

Figure 11.28. Modg¢le électrodynamique du haut parleur et le microphone conversion électrique-mécanique et
mécanique-¢lectrique.
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I1.3. Modélisation en dynamique

La modé¢lisation d'une structure peut permettre des simplifications importantes représentant une
approximation suffisante d'un point de vue pratique de la solution exacte du probleme réel. Ces
simplifications sont illustrées ci-aprés sur les cas courants en dynamique.

Exemple 1 :

Exemple 2 :

—x(y—

F—x)
% K ‘:\

(b) Systéme masse-ressort équivalent

1l

« Space needle. S:mlc »
Figure 11.30. Modélisation d’une plate forme offshore ou chateau d’eau.

Exemple 3 :

Fll"‘l-:l .‘?/

l- i
|
i | =

IE; ........ _m

Figure I1.31. Modélisation d’une grue.
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Exemple 4 :

Probléme réel

Conducteur

Amortisseur

Pneu
Roue

k, OES modéle dynamique i 3 ddl,
Les déplacements obtenus
plus précise que le modéle

Exemple 5 :

Exemple 6 :

o i B
o g Y
- 2 [ :—';I'F-—_ll E
Figure 11.34. Modélisation d’une gratte ciel.
Page 24
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Exemple 7 :

[ "_—| 2
S F el L
= W T i"'m
ky 2 = il 1
__ o o m | by
FIGURE 4,21
Model o a %ol and work mace during auming g L
b il - | m | i
= | P . il:
4 d 1y | 1E5
for e ,.'"‘ i ; i
i e
, r, — | b
| | F_ -f:_-h__._h_ P
1 HIEE e |
: | , s i | . ; i 14 i
g '..J."!'L 'J (= Pancher ). ! b I
" 15 ] : T
7 I [ Support plancher rigide !
i saain 1101 M plvsigai
r];-; T Madilg vibesiolra
Fem dmelid = |.' i 1 _IJ i
L s i ¢
i R [ labtlinptinn de |'nperatinn de fratsege #ude du moyvemeni vertical,
(PR T
=y preme

Uil e
Wi oo g 11 il

Figure I1.35. Modélisation des machines a outils.

1. L'objectif de la dynamique des structures :

L’objectif essentiel est de déterminer ou de vérifier la stabilité de la structure sous l'effet des charges
dynamique (les charges varient et sont fonction du temps et de I’espace), ou les forces d’inertie produites
jouent un réle significatif dans la réponse.

On doit déterminer en premier lieu les déplacements dynamiques :

Pour déterminer les déplacements dynamiques on doit résoudre 1'équation différentielle du mouvement, qui
est une équation différentielle de 2°™ ordre dans la plupart des cas réels.

Et par la suite en déduire les contraintes dynamiques et enfin la contrainte totale.
0y = 05+ 0y (IL.1)
o¢: contrainte totale ; oy : contrainte statique ; g4 : contrainte dynamique.

En effet, dynamiquement la ruine d’une structure est peut étre causée par un dépassement des contraintes
dynamiques ou aussi et c’est le cas le plus dangereux par le phénoméne de résonance (exemple le pont de
Tocama USA) (voire Figure 11.36).
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Figure 11.36. Le pont de TAKOMA avant et apres la ruine.

2 ractéristi fondamentaux d’un problém nami

a. La variation dans le temps :

Un probléme est dit « dynamique » quand sa réponse x(t) provoquée par une charge dynamique est évolue
dans le temps, d’une maniére périodique ou non périodique. Le terme dynamique signifie alors la variation
dans le temps.

B

Figure I1.37. Charge périodique et apériodique.

b. La force d’inertie

L’application d’une charge dynamique contribuée a 1’apparition d’une force d’inertie :
Fi(t) =m.X ..o, (IL.2)

La Figure IL.38 illustre une distribution plus fondamentale encore entre les problémes statiques et
dynamiques. Si une barre simple est soumise a une charge statique P, le moment fléchissant M et 1’effort
tranchant T et la déformation dépendent directement de la charge donnée et se calcul en fonction de P a
I’aide des principes bien établis de 1’équilibre des forces. Mais si la charge P(t) est appliquée
dynamiquement, les déplacements de la barre correspondent a des accélérations qui produisent des forces
d’inerties opposées a ces mémes accélérations. Le moment fléchissant M et I’effort tranchant T de la barre
considérée doivent équilibrer non seulement la force extérieur appliquée, mais encore les forces d’inertie qui
résultent les accélérations de la barre.

P \p"]

2 I ]
; ” _“_'11,1‘[1t11_‘“;

Figure 11.38. L’apparition de force d’inertie sous 1’effet d’une charge dynamique.
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c. La résonance :

C’est un phénomeéne physique trés dangereux qui se produit lorsque la pulsation de la charge dynamique sera
égale ou s’approche de la pulsation propre de la structure qui est donnée par 1’équation suivante :

Wo = |5 e, (L3)

m
m : la masse totale ; K : la rigidité de la structure ; w, : pulsation propre du systéme.

Dans la structure 1’effet la plus dangereux de la résonance ¢’est qu’une charge petit peut causée la ruine de
structure par ce que sa pulsation s’approche de la pulsation propre de la structure.

I1.4. Types de chargements externes :

A chaque type des actions des chargements agissants sur les structures correspond un mode de
caractérisation et une méthode de résolution la mieux approprice.

e Les chargements périodiques : qui se répetent dans le temps et gardent le méme effet dans le temps
pendant un trés grand nombre de cycles, le plus simple est le chargement sinusoidale (machine
tournante sur un socle produisant un battement), & d’autres charges complexes (rotation de I’hélice
hydrodynamique d’un bateau),

Exemple : Machine tournante dans un batiment.

Figure 11.39. Chargement harmonique simple.

Exemple : Hélice a I’arriére d’un navire.

Figure 11.40. Chargement périodique complexe anharmonique.

e Les chargements non périodiques de courte durée (impulsion ou explosion d’une bombe) ou des
chargements sismiques (tremblement de terre)- ce type de chargement est limité dans le temps.

Exemple : Explosion d’une bombe au voisinage d’un batiment.
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Apériodic
choc mou

explosion

-

choc dur

.

fempa &

Figure 11.41. Chargement apériodique impulsif (avion de chasse supersonique passe au dessus d’un
batiment).

Exemple : secousse sismique sur un chateau d’eau.

’ A

Figure 11.42. Chargement apériodique quelconque.

Chargement aléatoire :

Beaucoup des chargements sollicitant les structures ne sont généralement connus que par leur valeur
moyenne. Il s’agit typiquement des mouvements vibratoires engendrés par le trafic ferroviaire ou routier, le
vent.... La sollicitation est aléatoire. La réponse de la structure a des chargements aléatoires fait I’objet de la
dynamique stochastique qui ne sera pas abordée dans ce cours.

[T [T
,

Figure 11.43. Chargement aléatoire.

I1.5. MISE EN EQUATION D'UN PHENOMENE DYNAMIQUE

La mise en équation d'un probléme dynamique est l'une des étapes les plus délicates de l'analyse de la
réponse d'une structure. Plusieurs techniques, qui seront utilisées indifféremment dans la suite du cours, sont
résumées ci-apres. Elles font appel soit & des quantités vectorielles, soit a des grandeurs scalaires.

a) La formulation directe

La formulation est connue sous le nom de seconde loi de Newton, ou loi fondamentale de la dynamique.
Généralement ce torseur comporte six composantes : les forces suivant les trois directions des axes du
référentiel et les moments autour des trois axes.
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b) Méthode des puissances virtuelles

Cette méthode est particuliérement bien adaptée a la mise en équation des milieux continus pour lesquels
masse et raideur sont distribuées dans tout le systéme.

¢) Formulation énergétique - principe de Hamilton

Cette formulation, a I'opposé de la méthode directe, ne fait intervenir que des grandeurs scalaires.

Désignant par T 1'énergie cinétique du systéme, U son énergie potentielle définie par F, = —grad U ou F,
représentent les forces conservatives, W, le travail des forces non conservatives, telles les forces
d'amortissement, le principe de Hamilton stipule que pour tout intervalle de temps [t1, t2] :

ff: §(T = U)dt + ft";z SWiedt =0 uveeeoeeeeeeee e, (IL4)

On aboutira aux mémes équations de Lagrange.

11 convient de réaliser que toutes les méthodes exposées ci-dessus sont équivalentes et conduisent aux mémes
équations d'équilibre. Le choix de la méthode la mieux appropriée dépend du probléme a traiter.

La méthode directe est plus intuitive mais se révele de mise en ceuvre difficile pour les systémes complexes
du fait de l'utilisation de grandeurs vectorielles.

La méthode énergétique, du fait de I'utilisation de grandeurs purement scalaires, ou celle des puissances
virtuelles se révelent trés puissantes et simples de mise en ceuvre. Elles constituent le fondement des
méthodes numériques, telle la méthode des éléments finis.

IL1.5.1. Le modéle dynamique élémentaire

Le modele dynamique a 1 degré de liberté est constitué d'un bloc rigide, de masse M connecté a un ressort de
rigidité k [N/m] et un amortisseur de coefficient ¢ [N.S/m], il est sollicité par une force (chargement externe)
F(t) variable dans le temps. Le seul mouvement autorisé pour 'oscillateur est le déplacement horizontal, u(t),
de la masse.

u(z)
’ m
-
|
l ___1
| . I
i ! i !j
7 .
!" ;
/ /
! I
! !
i

Figure 11.44. Schéma du modéele dynamique élémentaire.
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I1.5.2. LOI DE COMPORTEMENT DE L'OSCILLATEUR

La force de rappel F, peut ne dépendre que du déplacement u(t). Si a tout instant il y a proportionnalité entre
la force et le déplacement, l'oscillateur est élastique linéaire. Ce cas est typiquement celui d'un ressort.

E=ku(t)=ku..................... (IL5)

Un amortisseur visqueux linéaire est caractérisé par une relation linéaire entre la force développée dans
I'amortisseur et la vitesse relative des deux extrémités de celui-ci :

Fy=ctt(t) =KWewooeeeeennn, (IL6)

I1.5.3. EQUATIONS DE L'EQUILIBRE DYNAMIQUE

Par projection de toutes les forces agissantes sur la masse M on trouve : F, + F, = F(t) — Fj........... (IL.7)
F;estla force d’inertie ; F; = M.Gh.....cooevieiieiiiiiinnnnn... (IL8)
On aboutit finalement a I’équation différentielle du mouvement : Mii + cit + ku = F(t)............... (1IL.9)

a) Formulation réduite de I'équation d'équilibre :
Divisant les deux membres de cette équation par M, on obtient la formulation réduite de 1'équation
d'équilibre :
i + 20 woll + wiu = TR (I1.10)

b) Grandeurs caractéristiques :

L'écriture précédente montre que l'équation d'équilibre fait intervenir les deux grandeurs fondamentales
suivantes caractérisant le modéle dynamique élémentaire :

e pulsation propre

k
wo = |+ [rd/s] woeieiiiiii, (IL.11)
Ou, de fagon équivalente, la fréquence propre :
— @ _ 1 [k
fo= v ZH\E [Hz] ou [1/s]............. (11.12)
Ou la période propre :
1 2n
TO = E = w_o [S] ................... (Hl3)
e pourcentage d'amortissement critique
c c
= IMae — ZVRR (I1.14)
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I1.6. Dynamique des structures libres
Les vibrations libres sont solutions de 1'équation :
i+ 20 wolt + WU =0.0vviiiiieee (I1.15)

Sous certaines conditions initiales pour la vitesse et le déplacement.
La solution générale de 1'équation est recherchée sous la forme :

ut) = AeSt. (11.16)
Reportant dans I’équation différentielle, l'inconnue s doit satisfaire 1'équation caractéristique :
S2+20we s+ wE =0, (I11.17)

dont la solution dépend du signe du déterminant :
A= WB(C% = 1), (11.18)

qui lui-méme dépend de la valeur de C.
On distinguera trois cas possibles :

e structure dynamique non amorti =0 ou a amortissement sous-critique £<1

e structure dynamique a amortissement critique =1,

e structure dynamique a amortissement sur-critique £>1.
Tout en notant que le cas de I'amortissement sous-critique est celui pertinent pour la majorité des systémes
physiques rencontrés dans la pratique.

Similitude entre le mouvement en translation et le mouvement de rotation :

Structure En mouvement rectiligne En mouvement de rotation
Fry p x
. ] "\mn
o K J
: v tH 1 J i
L . 4

e, Couple du ressort : My = k.0
Force d elastlglte t Fe=kx . Couple d’amortissement : M, = ¢;.0
Force d’amortissement : F, = c.X

Force d’inertie : F; = m. ¥ Couple d’inertic : M; = J.6

Equation du mouvement mi + ¢ % + kx = F(t) - JO +c6 + k6 = M(t)
Réponse de la structure . x(0)=x4(t) + x5() 0 (t) = 04(H)+0 ()
Exemple :

Le disque ayant un diamétre D et un épaisseur /£, a ’extrémité d’un arbre de longueur
[, son diamétre est d et son module d’élasticité transversale (de cisaillement) est G.

zD’*
. m=ph——
La masse du disque est P ,
Figure 11.45. Disque en torsion.
7 = m? = Gad’
le moment d’inerticest 8 , le coefficient de rigidité est = 321 |
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a/ Structure dynamiques libres non amorti « £&= 0 »

L'équation différentielle se réduita: i+ wdu=0;.........ccccoeeovvirnvnnnnnn...(IL19)

dont la solution s'écrit pour des conditions initiales du déplacement u(0) et de la vitesse 12(0) :

u(t) = ? SINWt + U(t) COSWE....oiiiiiiiiiiiiiiiiiiiis (I1.20)
Ou de fagon équivalente : U(t) = PCOS(WE = @) 5urnrninriririiiiiiii e (Ir.21)
p désigne I’amplitude de la réponse et 0 la phase : p = /u(O)2 + (?)2 S (11.22)
— u() .
Et @ = arctg > 1(0) R ¢ | 2K )

Ou bien en faisant intervenir les conditions initiales comme suit :

2
u(0) = xy etw(0) =%, Pp = /xg + (:)—‘(’)) et @ = arctg (w;:")

La Figure 11.46. représente la réponse de la structure dynamique libre sans amortissement au cours du temps.

Celle-ci se reproduit a 1'identique au bout d'un intervalle de temps égal a la période propre Ty =
2n/w de la structure et se prolonge indéfiniment avec une amplitude maximale égale a p.

L i t)
P

N\ 7

Figure 11.46. Réponse d'une structure dynamique libre non amorti.

Les deux sections suivantes sont utiles pour étre utilisé pour déterminer les différentes rigidités des ¢léments
communs :

Cours Dynamique des structures avancées Page 32



Chapitre 11 :
a.1 La fleche pour des poutres et des plaques
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a.2. La constante de rigidité pour des éléments élastiques communs :

1. tige ou cable chargé axialement:

2. tige conique chargée axialement :

-l |-

I J{ - TTEd]dE
[ T 4L

i:|'l_1_- —=| |=—

Foxy

3. tige circulaire creuse en torsion :

Gl
= k=g
L
|, I ﬂ{deil =t ":"Ili_:uﬁJI
T S5 Y

4. Poutre cantilever « en porte a faux » :

F.x
) k=%l o<a=1L

-] —:-l ]
I i

5. Poutre a deux extrémités articulées :
F.x
e—a—}b— £ 3EKa + b)

= T

6. Poutre a deux extrémités encastrées :

_ 3El(a + by’

33
a'br

1 — k
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7. Deux tiges circulaires en torsion a deux extrémités encastrées :

6 kie = kn + kp
kg 2 : ! .
\ L ol
2 AT FT L
8. Deux tiges circulaires en torsion a une extrémité libre:
=
=T R
T'Hkrl : Fie (krj l_ krz)
| EN
e G
|T"‘| T - Ti%
9. Ressort hélicoidal :
o —d Gd4
H T —
e SnD’
i lurns

10. Plaque rectangulaire encastrée, a épaisseur constant, charge appliquée au centre de la plaque:

i LF e Eh* .y = Canstante de Poisson
I_::{ E:ll’azl:f = ]‘2)
iI a2 bla. o
—————— el | 1.0 0.00560
bi2 i 12 0.00647
; - 1.4 0.00691
|"‘;,—"| 1.6 0.00712
1.8 0.00720
2.0 0.00722

h | #F .
f t _ 4.189ER*

‘ 2a ‘ k
|

1 = Constante de Poisson

a*(1 - 1-'2}.

0.496EH

= — -y = Comtante de POISSON,

Rl-) am>b
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Exemple 1: Détermination de la rigidité d’une table métallique

Une table lourde est soutenue par des pieds plats en acier, sa période naturelle en mouvement horizontal est
de 0,4 [s]. Lorsqu'une plaque qui pése 30 [kg] est montée a sa surface, la période naturelle en mouvement
horizontal est portée a 0,5[s]. Quelle est la constante de ressort effective et la masse de la table ?

:.JJ_LI_I -;

AT Bt bt b ' e e e

(] T =.':.Ih faf + =053
Figure I1.47. Table en vibrations horizontales.

La masse de la table est: 53,3 [kg] et la rigidité du ressort équivalent est:13 160 [N/m)].

Exemple 2: Calcul du moment d’inertie d’un arbre d’un turboréacteur

L’arbre posséde une masse m et un rayon externe de R, attaché a deux fils de longueur h qui sont fixés au
plafond d’un atelier.aprés avoir subis des petites oscillations. Afin de déterminer la fréquence des
oscillations, on compte les allers et les retours avec enregistrement du temps a I’aide d’un chronométre.

Déterminer le moment d’inertie de 1’arbre du turboréacteur?

Figure 11.48. Mesure du moment d’inertie d’un turboréacteur.

Puisque I’arbre est maintenu horizontal par les deux fils attachés au plafond de longueur connu /4, on le fait
subir des petites oscillations autour de son axe, et on enregistre le nombre des allers et des retours pendant un
laps de temps a I’aide d’un chronomeétre ce qui permet de déterminer la fréquence f (Hz= nombre des coups
pendant une seconde), et puisque la 2°™ loi de Newton en dynamique nous permet d’écrire :

—(T/Z).R.simp = 1,0
La force T est la tension dans les fils et ; est le moment d’inertie autour de I’axe OZ.
Ainsi la relation existante entre @ et O est: h.sin¢g = R.sin 8

et pour des petites oscillations on peut faire I’approximation de : sin @ = 6, et en fin on aura :

_ _mgrR?
Z ™ eam2fap’
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Exemple 3 : Calcul du module de Young a I’aide d’une mesure d’une pulsation propre

Une poutre de soutien de section carrée 5x5 [mm?] et de
longueur 1[m], portant une masse de 2,3 [kg] au milieu, a une
fréquence de vibration transversale de 30 [rd/s].

Déterminer le module d'élasticité de Young de la poutre ?

Figure 11.49. Poutre avec deux extrémités fixes.

En négligeant le poids propre de la poutre, la fréquence naturelle de la vibration transversale de la poutre

A . . K . C 1, .
peut étre exprimée comme suit: w, = \/%[rd/s] ; ou : larigidité de la poutre de soutien est :

192 El
k= 3

Ou: E est le module d’élasticité longitudinal de Young du matériau de la poutre et / est le moment polaire
de la section de la poutre, [ = 1—12(5 x 1073)(5 x 1073)3 = 0,5208 x 107 1%[m*] ;

192 EI
=maws >
L3

Comme m=2,3 [kg], L=1 [m] et : wy = 30[%] >k=

_mefl® _ (23)(30)%1)°

_ or N
1921 ~ 192(0,5208x10~10) 207,0132 %10 [mz]‘

Cela peut indiquer que le matériau de la poutre est probablement un acier au carbone.

Exemple 4 : Calcul de la rigidité équivalente d’une grue

Le bras de levier AB de la grue représentée sur la figure I1.50 (a) est une barre d'acier uniforme d'une
longueur de 10 m et d'une section de 2500 [mm?]. Un poids P est suspendu pendant que la grue est a l'arrét.
Le cable CDEBEF est en acier et a une section transversale de 100 [mm?]. En négligeant l'effet du cable
CDEB.

Trouvez la constante de ressort équivalente du systéme dans le sens vertical ?

La constante du ressort équivalente peut étre trouvée en utilisant 1'équivalence des énergies potentielles des
deux systémes. Puisque la base de la grue est rigide, le cable et bras de levier peuvent &tre considérés comme
étant fixés aux points Fet A, respectivement. De plus, I'effet du cable CDEB est négligeable; par conséquent,
on peut supposer que le poids P passe par le point B, comme le montre la figure 11.50 (b).

Figure I1.50. Grue soulevant une charge.
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Le déplacement vertical x du point B provoquera une déformation du ressort (bras de levier) et une
déformation du ressort (cable). La longueur du cable FB, L1, est donnée par la figure 11.50 (b).

L2 = (3)% + (10)%2 — 2(3)(10) cos 135° = 151,426 ;= L, = 12,3055 [m],
L’angle 6 qui satisfait la relation, est : L% + (3)? — 2(L;)(3) cos 8 = 10?%, cos 8 = 0,8184, 8 = 35,0736[°].
L’énergie potentielle totale (U) stockée dans les ressorts k; et k, peut étre exprimée par :

U =3 kilxwcos (90° = )] +3 K[ cos(90° - 45°) 2,

. A{E 100x107%)(207%x10° N
O s ky = 48— X )= 1,6822 x 10°[4] ;
Ly 12,3055 m
_ AzE, _ (2500%x107°)(207x10%)
L, 10

= 5,1750 x 107 [%] :

Comme le ressort équivalent dans la direction verticale subit une déformation x, 1'énergie potentielle du
L . 1
ressort équivalent (U,,) est donnée par:  Ugq = 3 keqx2

En posant U=Uegq , on obtient la constante de ressort équivalente de la structure, comme:

keq = kqsin® @ + k, sin® 45° = k; sin® 35,0736° + k; sin® 45° = 26,4304 x 106[%].

Exemple 5 : Calcul du ressort équivalent

Un mécanisme constitué de plusieurs arbres avec différents matériaux et formes pour simplifier son étude
son réduction a un disque et un seul arbre de rigidité équivalente en torsion.

Niodale dynamique
) squivalent
li* 60 cm - 80 cm - 120 cm - 'v:' &
) E I.'.ll'.
! - ; I \
-t 1 |
] . | j —p =
4 # r: D I "-‘:-.__ /
Figure I1.51. Mécanisme avec des arbres de différents matériaux et formes.
Si les données numériques sont : AB : arbre en acier avec cceur en aluminium,
RlAB =20 [mm], RZAB =40 [mm]
BC : arbre plein en acier, Rgc = 18 [mm], DE : arbre plein en aluminium, Rpg = 25[mm)].
Gae = 80x10° [N/m?]; Gu = 40x10° [N/m?].
- Calculer la rigidité du ressort équivalent ?
s N
_ laBacGaB-ac __ E[(0’04 m)4_(0’02 m)"‘](80x1095) — 5 N_m .
kap-ac = Lag = 06 m = 5,03 x10 [rd] ;

%1(0,02 m)4](40x109%)

_ laBal:GaB-al __ =1 1 gNmy

kAB—al - Lag - 0,6 m - '68 x10 [rd ] ’
T 4 9N

k — Ipc ac-GBc-ac — 2[(0'018 m ](80x10 m) =165 x10% [N_m] .

BC-ac Lnc 08m ’ rd-’
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(0,025 m)*](40x109Y
— 2 m ( X m) — 2’05 x104[1:—7:] :

k IpE al-GDE-al __
DE—-al — -

LDE 1,2m

=

L’arbre de rigidité équivalente ks = kapqc + Kapar = 5,20x105[rd

La torsion développée dans les arbres AB et BC est la méme, et I'angle de rotation du disque est 845 + 05,
ainsi les arbres AB et BC se comportent comme des ressorts de torsion en série dont la combinaison agit en
parallele avec l'arbre DE, d'ou la raideur équivalente est:

keq = ——— + kpg = 3,65x10°[21].

kag " ke
Exemple 6: Détermination de la réponse d’une masse sur une colonne

Considérons le mouvement latéral d’'une colonne élastique de longueur L et de rigidité a la flexion EI La
colonne est fixée a une masse rigide m comme indiqué a la Figure I1.52., ou la masse totale de la colonne est
beaucoup plus petite que celle de la masse supportée. Si p est la masse volumique de la colonne, A est sa
section transversale.

Déterminer la réponse de la structure lorsque la masse supportée est déplacée
d'une distance x, de sa position d'équilibre ?

Figure 11.52. La colonne élastique et son modele dynamique.

Puisque le produit p4L<<m, alors le modele dynamique peut étre admis, et on aura :

kéq = 3EI/L3 5

La pulsation propre sera : wy = ’3E1 /m 13 [rd/s];
La période propre sera : Ty = 2. ’ng/ 31 [s]

La masse avait un déplacement initial de x, de sa position d’équilibre avec v, (£(0)) = 0 [m/s], la réponse

“2t) [m].

de la colonne sera : x(t) = x, cos( —3
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Exemple 772 Calcul dela position du centre d’inertie d’une biellette

N,

"))
Une biellette de masse de 3,1 [kg] oscille 59 fois en 1 minute, lorsqu'elle est T—i.-_nl.-"’
suspendue sur un bord de couteau autour de la surface interne supérieure de la Il III
biellette. Si le moment d’inertie est Jg= 0,0412 [Kg.m’]. Déterminer la (1]

.. ye . \ £ o |la |
position de son centre d’inertie par rapport a la surface supérieure de la bl
biellette. v

b [
".-1-"\ !

Figure I1.53.Biellette en petites oscillations.

Puisque, la fréquence f est 59/60 secondes, sera : fo= 0,98 [Hz], wy = 21fy, = 6,157 [?]

Y My = Jo,6 = —mg rsin @ par approximation : sin @ = 6, on aura, la pulsation propre :

mgr . . S _
Tormrz > AUl aboutira par la suite a : r = 0,185 [m].

Wy =
b/ Structure dynamiques libres amorties

e Structure dynamiques libres a amortissement sous critique « 0<€<1 »

Ce cas correspond a £<1 et c<2Mam, . La solution de 1'équation conduit aux deux solutions :

La quantité p est appelée pulsation propre amortie, wp = wy /1 - (;2 [rd/s]seeeininnnnnnn. (11.25)

La réponse de la structure dynamique libre & amortissement sous critique soumis aux mémes conditions
initiales s'écrit :

u(t) = [M sin(wpt) + u(0) cos(a)Dt)] e @l (I1.26)
D
Qui peut étre écrite, de fagon équivalente, en introduisant I'amplitude p et la phase 0 sous la forme :

u(t) = pe™590t cos(Wpt —0)...oiivviiiiiiiiieeii (11.27)

Ou bien en faisant intervenir les conditions initiales comme suit :

: 2
u(0) = xy etu(0) = xy >p = ng + (W) et 6 = arctg (— M).
D

Xo+Ewoxo

Elle est représentée sur la Figure I11.54. en fonction du temps

ON peter
/ \ t(s)
N -

>

&)

i

Figure I1.54. Réponse d’une structure dynamique libre d'un systéme a amortissement sous-critique.
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L'examen de la figure de la réponse montre que la courbe passe par des extrema espacés d'un temps

Tp=2m/wp ; 'amplitude des extrema, égale & pe 5?0t  décroit en fonction du temps pour tendre vers 0 au
bout d'un temps infini.

Ce retour a l'équilibre s'effectue d'autant plus rapidement, et avec moins d'oscillations, que le pourcentage
d'amortissement critique { est élevé.

wine

Wi

Figure I1.55. Influence de 1'amortissement sur la réponse d’une structure libre a amortissement sous-critique.

e Grandeurs caractéristiques :
e pseudo période :

La quantité Tpest appelée période propre amortie ou « pseudo période», Tp = i K T (11.28)

e Le décrément logarithmique

Si l'on considére deux extrema successifs, de méme signe, dans la réponse vibratoire, le rapport des
amplitudes est égal a :

wo
Unt1 _ 270 .

u e, (11.29)

Prenant le logarithme des deux membres de 1'€quation précédente, le pourcentage d'amortissement critique
équivalent est égal :

Un 2ng
§=ILn>2t = P (I1.30)
Un /1—C2

La quantité d est appelée le décrément logarithmique.

Des fois, si on connait le décrément logarithmique & expérimentalement on peut en déduire le pourcentage

0 (IL31)

d’amortissement C par la relation : £ = Tammgar s

Pour les structures dynamiques a faibles valeurs de  (<20%) le décrément logarithmique se réduit a :
O = 2T e (IL.32)

La mesure expérimentale de ce décrément logarithmique permet d'accéder au pourcentage d'amortissement
critique d'un systéme, sans nécessairement connaitre la valeur de la constante d'amortisseur c.
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Pour conclure sur l'oscillateur & amortissement sous-critique, on notera que pour les faibles valeurs de {
(typiquement inférieures a 20%) telles qu'on les rencontre dans la pratique, on peut sans préjudice confondre
g avec op. La Figure I1.56. présente la variation m, /op en fonction de £ qui est représentée par un cercle de
rayon unité.

O
[ kE 04 B QR 1 1.4

AumoriEs emnent |,:ri|:||,:|1|-;,' -.';
Figure I1.56. Variation de la pulsation propre et amortie en fonction de { .

e La constante de temps et le temps de relaxation

Quelque soit le type de régime, l'amortissement des oscillations dépend du terme
exponentiele 5?0t L, étant homogene a l'inverse d'un temps, on pose Cw, (T est une constante de temps,
chaque fois qu'il s'écoule un intervalle de temps égal at, la valeur de I'exponentielle est divisée par 2,7).

En fait, on utilise la quantité t, appelée temps de relaxation définit par :

T
Ty =

2= 2o (quantité relative a I'énergie)...........cooevviviiiiiiiiiiiii i, (I1.33)

e Le facteur de qualité

On définit le facteur de qualité Q par les expressions :

Q:é& OU Q = 10Ty weeveeeeeeeeeeeeeeeeeeeeael (11.34)

Plus l'amortissement est faible, plus la qualité du systéme est grande. Or Q est d'autant plus grand,
a @y donné, que I'amortissement est faible, d'ou le nom de facteur de qualite.

11 existe également deux autres définitions de Q liées :

e l'une a l'énergie:Q = —2r= , ou FE=E(t,) est I'énergic totale du systéme a l'instant t, , et

AE

AE = E(t, + T1) — E(t,) est1'énergie dissipée pendant la pseudo-période suivant t,.
o lautre a la bande passante en pulsation AQ ou en fréquence Af(quantités définies dans la
ressource traitant des oscillations forcées,Q, etf, désignant respectivement la pulsation et

la fréquence a la résonance) :
Q= = (IL35)

Dans le cas d’un tremblement de terre : O=1 000.
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Exemple + Un batiment métallique a un seul étage est modélisé par une poutre infiniment rigide de

masse M=12 [tonnes] portée sur deux colonnes sans masse de longueur L=3[m] (Voir la Figure 11.57), avec
k=700 [KN/m].

La structure a été soumise a un test de vibrations libres, son réponse est représentée sur la Figure I1.57.
-Déterminer I'expression du déplacement de la masse a tout instant t.

-Calculer ce déplacement a {
l'instant t=0.76s. Tig

-Déduire la vitesse initiale.

Figure 11.57. Batiment métallique a un seul étage
et son réponse sous test de vibration.

La réponse de la structure libre amortie avec les conditions initiales en déplacement et vitesse, est donnée
par:

V(0) + LwoV (0) .

V(t) = e 5?0t [1(0) cos wpt + nwpt
Wp
Le terme B = UOLIAC) ;
wp
Du graphe V(0)= Sem ; T = 22222 = 0,825 [s] D wp = 2= = 7,61 [,
D
Du graphe aussi on peut déterminer le décrément logarithmique : § = %ln —113;943 = 0,56,

5 _ 0,56
Van2+62  \[am2+0,562

Le pourcentage d’amortissement sera : § = = 0,088 = 9%,

La pulsation propre peut étre calculée par : wy = *D_ =764 [?] ;
1-¢2

Détermination de I’expression de déplacement de la masse a chaque instant t :
V(t) = e~ (O0%7.69t[5 c05 7,61t + B sin 7,61t]

Détermination de la constante B :

V(0,58) = —13,93 = ¢~ (0:009+7.64) (0.58)[_1 47 4 0,955B] ;= B ~ 20,2.

Enfin :
V(t) = e~ 07695 co5(7,61t) + 20,2 sin(7,61t)]

e la valeur du déplacement pour t=0,76 s :
V(0,76) = e~ 0:09*7.60(0.76)[5 ¢05(7,61.0,76) + 20,2 5in(7,61.0,76)] = —3,13 [cm],
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e Calcul de la vitesse initiale :

B = [OQe0oV(®) . o,
@p

V(0) = B.wp — € woV(0) = (20,2 * 7,61) — (0,09 * 7,64 * 5) = 150 [cm].

o Structures dynamiques libres a amortissement critique « = 1»
Ce cas correspond a c=2Ma;.
Sous les mémes conditions initiales u(0) et 1(0) , la réponse du systéme s'écrit :
u(t) = [(1 + we)u(0) + t.u(0)]e ™ i, (1.36)
Ou bien en faisant intervenir les conditions initiales comme suit :
u(0) = xy etw(0) =%y > u(t) = e xy + (X + woxo)t].

La Figure I1.58. représente la réponse d’une structure dynamique libre avec amortissement critique et qui ne
présente aucune oscillation au cours du temps et le déplacement tend vers 0 au bout d'un temps infini. On
peut en déduire que l'amortissement critique correspond a la plus petite valeur de l'amortissement pour
laquelle la réponse en vibration libre ne comporte pas d'oscillations.

Ut)

" t(s)
Figure I1.58. Réponse d’une structure dynamique libre a amortissement critique.

« Dynamique des structures 2 amortissement sur-critique « > 1»

Ce cas correspond a ¢>2Ma,. La solution de I'équation différentielle du mouvement s'écrit :

u(t) = [w.ﬁnh (@t) +u(0)Cosh(@t) | €08 1o (1L37)

Avec @ = w, /z;z = ] (IL38)

Ou bien en faisant intervenir les conditions initiales comme suit :

u(0) = x, etu(0) = %y, 2>

u(e) = 2 { 24 %, (é + & - 1)] g0l [—z—z + X <—§ + g - 1)] e““o\[;”}.

2 [e2-1
On notera que la réponse libre d'une structure dynamique sur-amorti ne comporte pas d'oscillations et que

La structure revient a I'équilibre au bout d'un temps infini. La réponse est analogue a celle de la structure
dynamique a amortissement critique mais le retour a I'équilibre s'effectue d'autant moins rapidement que le
pourcentage d'amortissement critique est élevé.
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—— Réponse structure dvnamique a £ <1
Réponse structure dvnamique a £=1

.. Réponse structure dvnamique a £=1

\\
‘\
\
0.5 \ e
\
= N
o
3 0
e
=
-0.5
A
0 0.5

1 1.5

2 25 3 3.5
YT, [

Figure I1.59. Les différentes réponses des structures dynamiques avec différents amortissement.
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II1.1. Introduction

Dans ce paragraphe, on s'intéressera au cas ou les vibrations de l'oscillateur simple sont engendrées par une
sollicitation F(t) directement appliquée a la masse M. On se restreindra dans la suite au cas d'un systéme a
amortissement sous-critique, seul cas d'intérét dans la pratique.

I11.2. Réponse a une excitation harmonique
Une excitation harmonique est décrite par une fonction sinus ou cosinus (fonction périodique).

(c)
Figure II1.1. Exemples de la vie au quotidien: (a) Citernes d’eau sur les immeubles, (b) Machine tournante
avec alternateur sur fondation, (c) Modé¢le dynamique élémentaire sous excitation harmonique.

L’équation différentielle générale du mouvement du modéle dynamique élémentaire en appliquant la 2™ loi
de Newton :

il + 20woU + WEU = fo COSDE vl (IIL.1)
Ou : oy : la pulsation propre du modéle dynamique élémentaire,
® : La pulsation de I’excitation,

Cours Dynamique des structures avancées Page 46



Chapitre 111 :

et fy="o/ = (). oo (IIL.2)

La solution générale de 1’équation est :

Ug (1) = Up(E) + Up (D) 5evvneri (111.3)

Tel que :
. Ug (1) : est la solution générale de I’équation différentielle, uy(t) : la solution homogene de I’équation
différentielle sans son second membre appelée aussi « la solution transitoire » et uy(t) : la solution particuliére
nommeée « la solution stationnaire ».
Les différentes constantes d’intégration de la solution générale sont & déterminer par les conditions initiales :

u(0)=u, etu(0)=1vy;
Des fois pour simplifier les calculs on a recours au rapport des pulsations :

g B (I11.4)
_ . F, 1 N _
u(t) = e 5®ot[A cos wpt + B sinwpt] + ;"W [(1 - B?)sinwt — 2L coswt] ........... (I11.5)
Qui peut étre représenté par la figure suivante :
Eeéponse Transitoire

A e sin(w,1 + 6) —

+ Féponse Stationnaire

aeosor=g) VWV

Réponse générale

-

t=10

Figure II1.2. Réponse d’une structure dynamique amortie sous excitation harmonique.

Pour une structure dynamique faiblement amorti (§=5%), dés que la durée devient supérieure a 2 fois la
période propre Ty = 2n/wy de la structure, la contribution de la réponse transitoire peut étre négligée. La
réponse stationnaire peut alors s'écrire, de fagon similaire a 1'équation :
U) =pcos(@t+0) .o, (I11.6)
Ou p représente 1'amplitude de la réponse et 8 la phase qui caractérise le déphasage entre l'effort appliqué et le
déplacement résultant.
e L'amplitude de la réponse est égale a :

F, 1 F,
==2.D avec:f =

S 1
P = Ja ek

iD= ...
’ V(A-B2)2+(20B)?

(111.7)

&l

Fo/k représente le déplacement statique (a fréquence nulle) de la masse M lorsque la sollicitation vaut Fy et D
le facteur d'amplification dynamique.

Ce facteur d'amplification dynamique est représenté sur la figure suivante en fonction du rapport p. Il vaut
bien évidemment 1 pour un chargement statique.

Lorsque @ tend vers l'infini, D tend vers 0 quelle que soit la valeur de C.
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A trés haute fréquence, les forces d'inertie deviennent prépondérantes devant les forces élastique Fe et

d'amortissement F,; elles tendent vers l'infini et s'opposent au mouvement : la masse reste "immobile".

-
=

D

Amplification factor
5 = R W & 1 o =] 8 W

0 0.5 1 1.5 2
B
Figure I11.3. Facteur d’amplification dynamique.

Lorsque la pulsation @ de la sollicitation coincide avec la pulsation propre w, de l'oscillateur, le facteur
d'amplification D passe par un maximum égal a :

= % S (1IL.8)
Ce phénomeéne est connu sous le nom de résonance. Lorsque l'amortissement est nul, Dy, devient infini.
Pour les valeurs de 0 < £< 1/v/2 (0.707), Dpax = ( ! 2)1 T3 eveererenniennes (111.9)
28 (1-¢
e La phase 0 est donnée par :
0 = arctg 2 (II1.10)

Elle est représentée sur la figure suivante en fonction de f3.

180

Phase Angle g
w
=

B

Figure I11.4. La phase de la réponse stationnaire.

A faible fréquence, la phase est nulle ou négligeable : le systéme répond instantanément a la sollicitation.
Lorsque la résonance est atteinte (B=1), il se produit un déphasage de 90° entre force appliquée et la réponse
résultante : la réponse est nul lorsque la force est maximale, et vice-versa.

A haute fréquence, la réponse est maximale, en valeur absolue, au méme instant que la force mais se produit
dans la direction opposée a la force.
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Amoritissement

| Rigidité-Ressort

dominante

x(7)~1/k

dominant

x(t)~1lle

Inertie
dominante

x(7)~1/m

e

Q

{a)

Fd
ih

180

160

140 |

120

ra

100 -

AL (deg)

L
Rigidite-Ressort
40 ' dominante

7=k

20+

—_—

Inertie
dominante

2 Ti=m

Amoritissement

dominant
=1

{0
a 0.5

Figure I1L.5. Trois régions de la réponse d’un structure a 1 dll, (a) ’amplitude, (b) la phase.

Commentaires :

L§]

1.5

[ 2]

e [}<<1, faible variation de I’excitation ({ n’est pas important), D=1, Uya.=Uy

= 0 ~0° la réponse et la force excitatrice sont en phase.

)
h

e B>>1, variation rapide de 1’excitation (& n’est pas important), D~(1/B), Umaxy=Uo.(1/B>)=F¢/(m @?) : la

masse controle le mouvement.

= 0~ 180°: la réponse et la force excitatrice sont en opposition.

o [ =1, (§esttrés important) , D = 1/(2£) , Umax =Ue/2E=F¢/(cy) : ’amortissement contrdle le

mouvement ,
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= 0 ~=90°: laréponse est nulle quand la force excitatrice est maximale.

ETUDE DE LA RESONANCE (f =12 wy=®)

La réponse:

u(t) = e 590t [A cos wpt + B sinwpt] + 2 1

KW[(l —ﬁz) SmGt—ZCﬁ cos@t] ........ (IHll)

devient avec les conditions initiales (w(0) = 1(0) = 0) ceci nous donne, pour les constantes d’intégration A
etB:

=02 (11L.12)

L 5
ke |\ [

Qui se simplifie pour les faibles valeurs de { et un temps t suffisamment élevé en :

u(t) =

sin(wpt) + cos(wpt) | e =@t — cos(@t)|......cceevnn (I11.13)

F _ _
u(t) = z_l:a; (e7590 — 1), COS(@E) . vvvvrrreaariiiiiieaeeiiieeean, (I11.14)
Lorsque le systéme est non amorti ((—>0) , on aura :

u(t) = ;—;‘{ [sin(@t) + @t cos(@t)]......covivinininnnnn.n. (II1.15)

La figure suivante présente I'évolution dans le temps Les réponses amortie et non amortie :

Figure II1.6. Evolution de I’amplitude de la réponse d’une structure dynamique en résonance.

Pour la structure non amorti, l'amplitude de la réponse croit d'une quantité m a chaque cycle et tend vers
l'infini : la structure devient instable.

Pour la structure, méme faiblement amorti, I'amplitude de la réponse croit dans le temps mais reste bornée par
la valeur F¢/2k qui est atteinte d'autant plus rapidement que l'amortissement est élevé. La borne obtenue pour
I'amplitude du déplacement est égale a celle de la réponse stationnaire a la résonance de l'oscillateur.

Les vidéos suivantes montrent ’effet de la résonance :
1/ https://www.youtube.com/watch?v=iyw4AcZujSk
2/ https://www.youtube.com/watch?v=W72LkQeSlpo
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II1.3. La force transmise (isolation vibratoire)

La structure dynamique est excitée par une force harmonique de forme :
F(t) = Fp.cos (Ot) ovvvininiiiiiiiiiiiinnn. (II1.16)

o

||' 1= |"“""'""

La force transmise a la fondation est donnée par : T B
Fr(t) = FE(t)+ F,(t) =ku@®)+cu(t)....c.......... (II1.17)

Ou la réponse est déduite précédemment :

U(t) = Upay -COS(WE+0) oo, (TI1.18) s _l
avec : Umgx = Ug-Dovvvvniniiin. (111.19) - '
Par dérivation et substitution on trouve : l
Figure III. 7. Structure dynamique forcée.
Fr(t) = % D.[k.cos(@t + 8) — €. @.SIn (@t 4 0)] 5eeeveeeeeeeeeneen, (111.20)
En utilisant la relation trigonométrique suivante ;
a.cos(x) + b.sin(x) = Va? + b?.cos(x +¢) avec : tg ¢ = Z’ ................. (1I1.21)

on trouve :

Fr(t) = % D[VEZ + cZ&2.cos(@t + @)].vvovrvrnnnnn. (111.22)

1
D=—————eiiiiiiin (11.23)

V(A-B?)2+(2Cp)?

Par substitution ¢ = (2Ck)/w, alors :

Fr(t) = 2. D[\T+ (2EB)%.cos(@t + @)] 1-rovvvrvorcrcnna (I11.24)

Donc la force maximale transmise sera :

F
| Tmaxl — TR
|Fol

TR est nommé la transmissibilité et égale a :
TR=D.\J14+(20B)% i (111.26)

_ 1+[20 812
TR = /—[1_(32]2+[2€B]2, ............................ (111.27)

Cas spéciale (Résonance =1)

/1+4a;
TR = D. /1+4 =, (I11.29)

La figure suivante montre la transmissibilité en fonction de [3.

.......................................... (I11.25)

Ou bien :
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0.00
0.01

—

£=0.05

TR
N W R U3 N @ ©

==

Figure II1.8. La représentation de la transmissibilité.

- Quand:f >+2 (1,42) alors: TR< 1 = on aura une isolation vibratoire, amortissement a un effet
rigide,

- B élevée (excitation sous-critique)

- P faible (excitation sur critique).

Les transmissibilités de la force et du déplacement correspondant a deux problémes différents ont cependant
la méme expression. La transmissibilité peut également &tre exprimée en dB « le décibel »:

Lrgr =201l0og1o TR[AB],.ccovvnvenenn... (II1.30)
Les figures suivantes montrent la transmissibilité en linéaire et en dB avec une échelle logarithmique des
fréquences.

— .o | IR ] i IR
P O =8| ] 1 1 [T T i 1 [ I T T T I |
— [ R I | i i [ R T T
| — =t | i - - "'-ﬂ”l S e T T ] e e T T R B o e e b b
b [ i i [ A |
i e S | i i ]
b - d =00 4
o i i 1 R R ]
| [ T T T I Y ] i [ A |
| T 4L i R
M - ——— === r—tA-FFrg i-—t- === =T
1 T = [ i i I T |
- i EREH (RN i i [ I B R I |
- A I i i T R T A I
[ [ ] [ i i [ ]
& | [ T T N A T I I - I
- i ] R | [ i = i
; 1 Ml = == — e = = = = = = = o e I 0.1 -
[y [N I i T T T T 11
E' i i [ N i Poid o0
P-°)) e e, i L ey P ) By 1N [ SRR | SRR T L.SJJ_lJ_
B | ] i i RN
i 1 | I T I B i i l\\\‘: [
| e R i | ']
A = - . bt el nlme = Mol sl 5 [ o Ly b -:1"1-‘,--
] 1 ] [ A | E=\|",| i [ | |?"
i i [T T T A i i [ T I
! & i [ R B T 1 TR R A |
o o =
a B B

Figure I11.9. Transmissibilité en fonction de B et pour différentes valeurs d’amortissement . a) représentation
linéaire (gauche), b) représentation en dB (droite).

e  Pour différentes valeurs du taux d'amortissement ( les courbes passent toutes par le point TR=1 et
p=2.
e  Pour que la force transmise a la fondation soit inférieure a la force d'excitation ou que le déplacement
de la masse soit inférieur a celui de la base il faut que :
w

B==Lo V2 (IL31)

wWo
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Atténuation (Isolation Effectiveness) :

Lors de la conception d'un systéme d'isolation vibratoire fonctionnant a des fréquences au-dessus de la valeur

critique représentée par f = /2, il est commode d'exprimer le comportement de la structure dynamique a 1
dll en termes d'efficacité d'isolation (IE) « Atténuation » plutdt que de transmissibilité.

Pour les opérations de réduction du niveau vibratoire, le taux d'atténuation (souvent exprimé en %) est
également utilisé :

_q1_Tp_bB-2.
A=1-TR= BT e (IL.32)
Quand I'atténuation (ou gain) est exprimée en dB, c'est la quantité : 20 logq, % = —Lgr (positive pour >2)

qui est employ¢e.

La fréquence d'excitation fpour laquelle on obtient une atténuation A se déduit des équations précédentes :

_o _f_ [A2 F— A2
p=r=1r= " > f=fo /A_l ........................ (1I.33)

Pour une fréquence d’excitationf, l'atténuation A dépend seulement de la fréquence propre f, de la structure.
Ces résultats sont présentés sous forme d'abaques ;

13 I I T T

1] — All=1048B

| — An=204dB

— All=304B

— Al=404B

|
1
:E ]
o
-2 -2
g g
o o
4 4
o a 10
5 5
g g
w w
o
10 ¥ .
o 10 10
fréquence dexcitationf Hz fréguence d'excitation f Hz

Figure III. 10. Abaques d'atténuation vibratoire donnant les relations entre la fréquence d'excitation fet la
fréquence propre fy . a) pour des atténuations A =1 —TR,

b) pour des affaiblissements Att = 20log, % (en dB).

Un cas fréquent est celui d'une excitation due a un mécanisme en rotation. Une atténuation A est recherchée
dans une plage de fonctionnement définie par l'intervalle de fréquence [ fi, f>] . C'est la fréquence d'excitation
minimale f; qui représente la contrainte la plus importante et qui sert a déterminer la fréquence propre fy de la
suspension élastique.

Le centre de gravité de 1'ensemble mécanique a suspendre permet de déterminer le nombre et la position des
points de fixation pour que la charge soit également répartie (dans le cas ou la position des points de fixation
est imposée, on peut étre conduit a choisir des supports de rigidités différentes).
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Dans le cas d'une machine tournante, le régime de fonctionnement est atteint aprés le démarrage en passant par

la fréquence propre ( B = 1). La transmissibilité passe par un maximum qui est contr6lé par le taux
d'amortissement :

TRy = Zic .................. (I11.34)
Dans le cas ou la structure est sans amortissement (£=0) alors :
La réponse maximale est donnée par :
Unax = 2D (I11.35)
Le facteur d’amplification sera: D = ﬁ ................................ (II1.36)

[T =y | _' 1
b,

Figure II1.11. Le facteur d’amplification sans amortissement.

1
T (11L.37)

La transmissibilité sera : TR =|D| = |

Figure II1.12. La transmissibilité sans amortissement.
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I11.4. Excitation par déséquilibrage dynamique en rotation

(Les balourds):

Climatiseur

(8]

;TL}

i S
;

Ly O 0
="
: O

ko)

=
-

Machine
a laver

Figure II1.13. Types de machines tournantes.
Les machines tournantes constituent des sources de vibrations trés courantes. De petites irrégularités dans la
distribution des masses des parties mobiles en rotation causent des niveaux vibratoires importants.
Si le centre de gravit¢é d’une petite masse m, déséquilibrée se trouvant a une distance radiale dite
«excentricité » « e » a partir de I’axe géométrique de rotation de la machine.
La force centrifuge générée a une grandeur de :
F(t) = mge. @?.sin(@t) 5u.vevvveieeiieaiieeinn, (111.38)

Un guidage sans friction autorise seulement un mouvement dans la direction y. En supposant la vitesse de
rotation @ constante.

Le parcours de la masse my est déterminé par la simple relation de projection :
Vmo = €.5in(@t)........ccooeviiiinnnn. (ITL.39)
E:I- ¥ h}

machine

- T8l Fr. on B

support

(a) représentation de la machine tournante , (b) projection sur I’axe y de la force centrifuge.
Figure III.14. Excitation par un balourd d’une machine tournante.

La force de réaction générée par la rotation de la masse a une composante dans la direction y qui est
proportionnelle a my et a I'accélération y . Cette force agit sur la masse m de la machine (les forces dans la
direction x ne sont pas considérées). L’équilibre des forces par rapport au référentiel du support s’écrit (mg
fait partie de la masse m de la machine)

(m—-—mg)J+meg(Y+Ymo) ==Ky —Cy.eeeiiiin. (111.40)
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Ce qui conduit a :

MY + CY + KY = =G0 5eeveereenemnenenneenieneneanen. (IIL.41)
Le terme au second membre est la force F(t) = —mgVmo = Mge. @2.sin(@t) ; qui excite la structure. Ce
dernier peut s'écrire en normalisant 1'équation par rapport a la masse :
JH+2Cwey+wd =", (I1L.42)

Et puisque, la solution particuliére recherchée est exprimée par :
Vo) =pcos(@t+6) ..o (111.43)
Aprés dérivation et substitution, par comparaison on aura :

_ my.e.o? 1 _ mg.ed® .
P = Tinenr -k D (111.44)
-me _ 1
D= moe — JOSBOTGE T s (I1.45)
_ 1-p2 _ 208 m _ o
Et la phase 8 = —arctg 25 arctg g3 b= g T (ITL.46)
Finalement la réponse particuliére s’€crit :
¥p(t) = p cos(wt + 6) = —p.sin (@t + arctg 12_(;52) ................................. (111.47)

L’amplitude de déplacement en régime stationnaire est une fonction de la vitesse de rotation.
Quand [ >>1, la valeur normalisée du déplacement tend vers 1 indépendamment de {. Pour les machines
tournantes, la suspension sera calculée pour que m, soit en dehors de la gamme de fonctionnement.

&

5 [ =1
L=025

) — {=01 |]

2

1 ;I

I:-l:l 4 I 4

Figure I11.15. Réponse d’une structure a une excitation par une masse tournante (un balourd).

Le facteur d’amplification est donnée par :

_mp _ mwy?p _ 1
D = O e (I11.48)
2
Pour les valeurs de 0 < £< 1/v2 (0.707), Dpjpay = —22 = S (111.49)

Fo 2 (1—&_,2)1/2

_ [ repE
TR = /[1_(E2]2+[2m]2, .............................. (I11.50)

La transmissibilité est :
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Cas spéciale (Structure sans amortissement £=0)
Le facteur d’amplification devient :

mp 1
e T IRy e (IIL.51)
Et la transmissibilité sera :
1
TR =D = ——. i, 111.52
(1_32) ( 5 )

IIL.5. Tourbillonnement synchrone des arbres tournants des machines :

Un rotor et son arbre fléchissent sous 1’effet de leur poids propres, la déformée statique est située sous la ligne
des centres des paliers (Figure I11.16). Si la vitesse de rotation est a trés basse vitesse, le rotor tourne autour de
sa déformée. Mais le centre de gravité ne sera pas sur I’axe de rotation, méme si le rotor est bien équilibré.
Une déformation supplémentaire engendrée par la force centrifuge qui donne a la fibre neutre sa déformée
dynamique. On distingue que le rotor tourne autour de sa déformée statique. Ce mouvement est appelée
tourbillonnement (whirl).

ligne des centres
des paliers ——

4 _déformée statique de gravité
el axe de roation

déformée dynamigue

“~ tourbillonnement

Figure I11.16. Tourbillonnement d’un rotor.

On suppose, pour la premiére analyse ; que le rotor se réduise a un disque mince placé au milieu de la portée
des paliers pour ¢liminer 1’effet gyroscopique. O est la trace de la ligne des centres des paliers sur le plan
disque. On appelle excentrement la distance e entre le centre C de 1’axe du rotor et son centre de gravité¢ G. f
est la fleche de I’arbre.

- Jae
N
/ \
r & b
g" 95\“_....—-!_\ El—m
f‘ | i 3
! 16

Figure II1.17. Rotor déformé : (a) systéme de coordonnées, (b) position du rotor et du centre de gravité.
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Etudions le mouvement du centre de 1’arbre C dans un référentiel dont I’axe z coincide avec la droite des

centres des paliers A et B ; I’axe y est vertical, dirigé vers le bas. Les paliers sont fixés rigidement dans le bati
de la machine. Les efforts suivants agissent sur le rotor :

Figure I11.18. Efforts appliqués a un rotor-disque.

e La force de rappel de I’arbre déformé : Fr = kf ,..cocvvviiiiiiiiiiiiiiiiinan.. (ITL.53)
e La force d’amortissement extérieur de la vibration par frottement dans le fluide ambiant :
Fa=Co ] (I1.54)
o Lepoidsdurotor: P =mg,...cccviiiiiiiiiiiiiiiiiiieiieenennenn (IIL.55)
e La force d’inertie appliquée au barycentre : F; = maq,............... (ITL.56)

e Le couple net M résultant des couples moteurs et résistants appliqués au rotor.

L’équilibre dynamique des forces s’écrit :

FrtFa b PAE =0 oo, (111.57)
(x,y) étant les coordonnées de C, la projection sur les axes de coordonnées donne les équations suivantes :
—kx—cx—mi; =0
{—ky—cj/+mg g = Qs (II1.58)

L’équilibre des moments par rapport au barycentre s’exprime par :

M+ (kx + ct)ecosa — (ky +¢y) eSINA = J@uoeeeeeiiinieeeeeieeeeii, (111.59)
Ou J est le moment d’inertie du rotor autour de son barycentre. On admet que la vitesse d’entrainement est
constante et ’excentrement e assez petit pour que le poids du rotor ne puisse pas faire varier sa vitesse d.

Les coordonnées du centre C et du barycentre G sont liées par la géométrie :

X =x+esina
{}’G — oy pecosq (I11.60)

Le rotor tournant a la vitesse constante @, on a @ = @t ; on remplagons dans les équations d’équilibre des
forces, on trouve ;

{ mi + cx + kx = me @%sinwt (IL61)
m}.}+c:)>+ky:meazcosat+mg ----------------------------- .
Posons comme d’habitude :

k c
Wy = \/% et { = T g s (II1.62)

Il vient :
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N2

1.  2C. [4) —

—2x+—€x+x=e(—) sin wt B

Wy wo Wo . . @ A ; .

;onpose: f§ = — le systéme devient :
0

EINE T (3)2 ot + 79

wgy+woy+y—e g cos wt + P’
i.. Z_C. _ 2 i —
ng+w0x+x—e(ﬁ) sin wt

......................... (1L.63)
23 +229 +y = e(B)? cos it + 22
wg wo k

Les solutions de ces équations différentielles en régime permanent (stationnaire) sont :

x = X sin(wt + @)
{y — Y cos(@t + @) + % e ;(111.64)
Avec :
X=Y=D.eoorriiiiiiiiiiiiiiiii, (I11.65)
Ou D est le facteur d’amplification dynamique :
2
D=—t (I1L.66)
/(1—32>2+4§232
— 2B
Et ¢ = arctg DT e (I11.67)
y ¥ ¥
e
- G
/s ¢
Gy /
i 5 { f i
{ f = i 0 |
\ f} * k \7/?
- S \
/
AN /
“-ah__‘__"“___/
@ <1 P =1 C @B >t
Figure III. 19. Relation entre la phase de 1’arbre tournant pour B = 1.
Exemple :

Un rotor de masse de 50 [kg] est monté au centre d'un arbre de 6 [m] ayant une rigidité a la flexion (£7) de
20x10°% Pa] . L’arbre est supporté par des paliers rigides & chaque extrémité. En tournant & 2000 [tr / min],
l'arbre est serré et le rotor est déplacé de 0,5 [mm]. Si le facteur d'amortissement du systéme est 0,1 a cette
fréquence, déterminer le décalage du rotor?

La rigidité équivalente du mouvement transversal de 1’arbre est :
_ 12El EI _ (20x10%)
keq —2*—(”2)3—192 =192 OE =926e+4 |

La pulsation propre est calculée par :

N

o
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_ kéq_ 9,26e+4_4303 rd
@o= T T 50 o [s]

La pulsation forcée de I’arbre est :

— 2w N 21 (2000) rd
=" = e~ 2094[7L;
Le rapport des pulsations est :
@ _ 2094 _
B w, 43,03 487
Et puisque :
(4,87)?

B*D

Le décalage du rotor sera :

B V(@ = (4,87)2)2 + (2.(0,1)(4,87))2 = 0044

j — _R__ 00005
T B2D T 0,044

=0,0114 [m] = 11,4 [mm] .

II1.6. Excitation de la base (isolation vibratoire) :

Le modéle dynamique élémentaire est excité par une fondation qui génére un déplacement vertical de forme
harmonique, comme représenté par la figure suivant :

Figure I11.20. Fondation en mouvement verticale harmonique.

Le mouvement de la fondation est décrit par :
Vg(t) = ¥g0-COS(@E).nnevvniiiiiii (T11.68)

L’équation différentielle du mouvement de la structure est donnée par :

mii+cu—y)+k(@—y)=0; i, (1I1.69)
Avec arrangement 1’équation différentielle devient sous la forme :
mii+cit+ku=ky+cy..oooiiiiii (ITL.70)
La deuxiéme partie de I’équation, peut étre considérée comme une force harmonique externe de la forme :
F(t) = kygo cos(@t) — € Ygo@ SIn (D) 5.evvvneiiinniiiiniiiiii, (II1.71)
on remplace ¢ = (2Lk)/w, et en faisant un arrangement, on obtient :
F(t) =k yg0 J 1+ (zz;wﬂo)2 1COS (DE+ @) e (IIL.72)

La force harmonique externe posséde I’amplitude :

Fo =k Ygor/ T+ T2 oo (II1.73)

®
Avec B = o0
Ceci nous permet d’avoir la valeur du déplacement maximal de la structure due a une telle force a :

F,
Umax = 2D = Ygo- Do TH QZEBZ oo (I11.74)

Par substitution on aura :
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D= (I11.75)

VA-B?)?+(20B)?

C ST A — Umax — 1+[2€ﬁ]2
La transmissibilité : TR = oo /[1_ BPA[aCp e o (II1.76)

Application pratique : La soupape a chaque cycle de la came est excitée de sa base.

SOUPAPE

—

Figure II1.21. Les mécanismes a cames.

II1.7. Excitation d’accélération
Le modéle dynamique élémentaire est excité par une fondation en accélération verticale harmonique sous la
forme :

V() = Jgo.cos(@t)..............n.... (I11.77)

u(t)

(0 k HJ ¢ T‘ ¥
NS\ |

Figure II1.22. Fondation en accélération verticale harmonique.

L’équation différentielle de mouvement du mod¢le dynamique élémentaire devient sous la forme :

Mmil+cU—yY)+k@—Y) =0 i (II1.78)

Avec arrangement, on aura :
mii+c@—y)+k(Uu—y)—Mmy=—mP;coiiiiiiiiniiiii e, (111.79)
mii—y)+c@—y)+k(U—yY)=—MP ;i (111.80)
Onpose: U= Upep TV, U T Upgp T VU = Upop TV 5eeeenenniiniiiiiiineine (IIL.81)
M(ilper) + CUper) + hk(Upe) = MYy oo (111.82)
M(liyer) + c(Uper) + k(Urer) = —MYgo.COS(DL).ovnniinniiiiiii (T11.83)

La réponse stationnaire u,.,; due a I’excitation harmonique de I’accélération de la fondation est donnée par :
Uper = A4 COS(WE) + Ay SIN(WE) v, (I11.84)

Par constatation avec 1’excitation force harmonique avec :
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_Fy -m j}go

o—_ = — = _j}go N (IIISS)

m m
L’accélération relative peut €tre calculée par :

T = —1@2 cOS(@) — Ay W2SIN (D) cooveveiii e (111.86)

L’accélération de la structure recherchée sera alors :
il = dlye; + Y5 = —a,0° cos(@t) — ap @% sin(@t) + Jgo.COS(@DL)...ooooevoiiniinnnnnn, (111.87)

L’accélération maximale en valeur absolue du modéle sera :

iimax _ mp &\% 1
per=TR=D. |1+ (2¢2) :p= e T (IIL.88)
Une dérivation auxiliaire du déplacement relatif :
Urormar = 2.0 =28l p oubien: Metmer _p (I11.89)

wq ) Wy (j}go/w(z)) -

Quelques applications pratiques :
Une importante application de 1’analyse des vibrations forcées et de 1’excitation par la base se rencontre dans
la réalisation de transducteurs pour la mesure des vibrations. C’est le cas de I’accélérometre.

— Accéléromeétre de compression

k$@§+-c i_\{r}

structure vibrante

cristal pigzo-électique

Schéma de principe d'un accélérométre., Accélérométre de cisaillement

M : masse, P éléments piézo-électriques, R et § : systémes de précontrainte

Figure I11.23. Principe d’accélérometre et leurs types pour la mesure des vibrations.

Figure 111.24. Gyropode, hoverboard et monowheel.

Accélérométre en silicium pour les portables et les tablettes pour connaitre 1’orientation qui permet de corriger
’affichage a son utilisateur.
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b PPE
sivmdaae

Figure II1.25. Accélérométre en Silicium.

II1.8. Récapitulatif :

1

Ja-B2+ @)

il R — | 126812
La transmissibilité : TR = [1-(B2]2+[2¢B)2 °

ax

. . . u
La force d’excitation harmonique : D = —=%% ;
u
0

Le facteur d’amplification : D =

F Tmax .

Transmission de la force (isolation vibratoire): TR = P
0

Excitation de la base : TR = =max .

Ygo
Excitation d’accélération : TR = 2%
Ygo
_ Urelmax .

" (Ygolwd) ’
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Chapitre 1V :

IV.1. Introduction

La réponse impulsion d’une structure dynamique a un degré de liberté se définie comme la réponse

a une excitation de la forme F(t) = Fy.6(t) ou &(t) est la fonction de Dirac :

X)) =Fp ()i (Iv.1)
5(:)
(a) 0~ 1/t
—-t/2 12 t
5(: -a)
(&)
|
0 a t

Figure IV.1. La fonction delta de Dirac (impulsion unité).
La réponse impulsion est donc :

0 ,pourt <0
h(t) = { ;e_c“’ot.sin wpt,pourt = 0. ’
mwp

avec la pseudo pulsation wp = w. /1 -2

La réponse impulsion est donnée pour une impulsion unitaire §(t) appliquée a t=0.

L’impulsion f::F(t) dt =f_+;010.6 (t)dt = I,  s’exprime en Ns ou kg m s™ et I,h(t) a bien la

dimension d’un déplacement.
Une excitation impulsion appliquée a l'instant t=t;, F(t) = I, §(t — t;) aura pour réponse :

x(0) =l h(t—t;) = = [ e=t@o(t=t) gin wp (t — t;) dt pour x()=0 et t<ti................ (IV.3)

m wp 0

Cette solution s'entend au sens d'une solution particuliére, une solution générale viendrait s'ajouter si les
conditions initiales n'étaient pas nulles (existence d'un mouvement pour t < 0).
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IV.2.Les types d’excitations impulsives ;

Les excitations impulsives les plus connus comme on vu au chapitre 2 peuvent étre subdivisé en : semi-
sinusoidale (arc) [tel le choc mou], triangle [tel 1’explosion] et rectangle [tel le choc dur].

Aperiodic
choc mou

explosion

choc dur

]

t1

Figure IV.2. Les trois types de chargements- excitations-impulsives.

I1V.3. Excitation semi-sinusoidale

Pour des charges impulsives qui peuvent étre exprimées par des fonctions analytiques simples, on peut
obtenir des solutions de forme proche des équations de mouvement. Par exemple, considérons I'impulsion de
semi-sinusoidale dans la Figure IV.3. La réponse a une telle impulsion sera divisée en deux phases comme
indiqué, la premicre correspondant & la phase de vibration forcée dans l'intervalle pendant lequel la charge
agit et la seconde correspondant a la phase de vibration libre qui suit.

La charge d’impulsion semi-sinusoidale, sera définit par :

_( Fopsinwmt 0<7<t;:Phasel
F(r) = {0 et e et (IV.4)

F" zj v —_—

F(t=Fesin 01 F(‘r)l
VAN m
.r"- l‘\"-..
I 1"5"" FI’I
/ \

/ k

i I'-I L 1:
Iy r=T=-y

e—— Phasg | ———= Phase 11

Figure IV.3. Structure dynamique non amortie excitée par impulsion semi-sinusoidale.
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La phase [ ----- Pendant cette phase, la structure est soumise a la charge semi-sinusoidale unique représentée
sur la Figure IV.3. En supposant que le systéme commence a partir du repos,

La réponse-déplacement recherchée par utilisation de 1’intégrale de convolution (Duhamel), nous aurons :

__1 rty . _ .

y(t) = — Jo TF@)SIN@q(t = T)AT 5o (IV.5)

= y() = fo ftl SINWT .SINWo(E = T)AT §evniriiii e, (Iv.6)
mwg 0

= Puisque : sin wy(t —7) = sinwgt. oS WyT — COS Wyt . SINWET 5uevevivininininiinnnnnns Iv.7)

Alors :

y(t) = mF—Z)O [sin wot fotl sin Wt .coswyT dt — cos wyt fotl SinwTt .coswyT dr] ;..(IV.8)

Qui peut s’écrire sous la forme :

y(t) = Lo [sinwot. [y —coswot. Lol ;i (IV.9)
mwo

ty . — o . .
Avec: I; = fo 'sin @t .cos wyT dt par intégration par parties, on trouve :

_ 1

17 wo(1-p2)

Méme procédure pour /5, on trouve :
1

[sin @t sinwgt; + B cos Wty cos woty — Bloeeeinininnnnnn... (IV.10)

I, = peRDY [B cos @ty sinwgt; — sin @ty coswoty]..euvvivenannn.... (IV.11)
Finalement, par substitution, on trouve :
y(t) = % 1_132 [sin@t; — Bsinwoty]seeeeieiiiiiiiiiiiiie (IV.12)

Le rapport de la réponse non amortie est R(t) = y(t)/(Fy/k) ;y compris le terme transitoire ainsi
que le terme d'état stable, est donnée par l'expression de charge harmonique simple, 1’équation :

R(t) = [ﬁ] (SiN@ty — BSINWELL) venveririiiiieee e (Iv.13)

Introduisant le paramétre de temps non dimensionnel & = t/t; de sorte que Wt; = ma et wot; =
na /[, cette équation peut étre écrite sous la forme

R(a) = [1_;132] (sin ma — [ sin %a) pour 0 <a<Tl........cococeeeivriiiininn (IV.14)

ol f = w/wy = T/2t,. Cette équation n'est, bien siir, valable que dans la phase I correspondant 3 0 < a <
1. Comme il est indéterminé pour § = 1, la régle de I'Hopital doit étre appliquée pour obtenir une expression
utilisable pour ce cas particulier. En procédant a cette action, on obtient :

R(a) :%[sinna —macosmal B=let 0<a<Tl.........c............ (IV.15)

La phase II---

Le mouvement de vibration libre qui se produit pendant cette phase, t>t; dépend du déplacement y(t;) et de
la vitesse y(t;) existant a la fin de la phase [; en d'autres termes, en termes du rapport de la réponse, il
dépend des valeurs de R (1) et R(1) données par I'équation (IV.14) et son expression de la premiére dérivée,
respectivement. Donc, en utilisant :

y(0)
Wo

y(t) = y(0) coswyt + SINWQE 5eeeeieiiiiiiiieea, (IV.16)

Dans le rapport de réponse cette réponse de vibration libre est :
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R(a) = [l:i;] {(1 + cos%) sin [% (a— 1)] + (sin%) cos [% (a— 1)]} pourot>1l.....coe.eeee. (Iv.17)
Ou [% (a — 1)] = 00T = £1) e e (IV.18)

Cette expression est indéterminée, on aura recours a la régle de 1’Hopital, qui nous donne :
R(a) = %cos[n(a — D] B=l et a=liiiiiiiiiiiiiiii e (Iv.19)

En utilisant les équations de la phase I et les équations de la phase II. Les historiques de temps du rapport-
réponse peuvent étre générés pour des valeurs discrétes de B comme illustré par les lignes continues de la
Figure IV.4. Les valeurs de B sélectionnées pour cette figure sont 1/4, 1/ 3, 1/ 2 et 3/2 qui correspondent aux
valeurs de t; égal a 2, 3/2,1, 1/2 et 1/3 respectivement. La ligne pointillée représentant le rapport- réponse
[F(t)/k]/(Fy/k) = F(t)/F, quasi statique qui a une valeur de créte égale a l'unité est également présentée
a titre de comparaison. Remarquez que pour t,/T = 1/2 (f = 1), la réponse maximale au point d se produit
exactement a la fin de la phase 1. pour toute valeur de t;/T inférieure a 1/2 (§ > 1), la réponse maximale se
produira dans la phase II ; alors que pour toute valeur de t;/T supérieure a 1/2 (§ <1), il se produira dans la
phase L. clairement, la valeur maximale de la réponse dépend du rapport de la durée de la charge a la période
de vibration de la structure, sur le rapport t;/T=1/3 [3.

Bien qu'il soit trés important de comprendre le comportement complet de I'historique temporel comme
indiqué sur la Figure IV .4, l'ingénieur ne s'intéresse généralement qu'a la valeur maximale de la réponse
comme représenté par les points a, b, ¢, d et e. Si une valeur maximale se produit dans la phase I, la valeur de
o a laquelle elle se produit peut étre déterminée en différentiant I'équation (IV.13) par rapport a o et mettre
I'¢quation a zéro, obtenant ainsi :

dR(a) [ = _ mal _
o = [1—[32] [cos T — COS ﬂ] =0 (IV.20)
™ i b i if P
AEIEIEIENE:
Ry % 3 _jr | _E_ _1_
5 AEIEIEANEE
o B e / R |12 | & |11 157 |1
E .I:{_,.-"“ .-"'LHH :
=] &Ly N A , &
F - Y A
2 14 ﬁﬂhf;‘f @ﬁ_; Ao f \ [;f
= A/ XA \ / L. Pl '
i AR NR VA L
. * ] =
= | [ 2 N\ 3 =
E \J‘ j Y\_\){ g
[ }J
Irl il I‘I'\..v__"lll I‘\I‘l'n. Il\l_‘_ .I.-'II _o-"-'-.
o— Phase | —st=— Phase 11 £

Figure IV .4. Rapports-réponses due a I’impulsion semi-sinusoidale.
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Pour que : cosma = cos %Z, cette équation est satisfaite quand :

na = i%“+ 2mn n=0,+1,42 ccoveurrreeee.(IV.21)

2B8n
(R3]

Résoudre pour les valeurs de o, nous donne : a = n=0,11,42,..............(IV.22)
ce qui n'est valable, bien sir, que lorsque les valeurs résultantes de la chute de o a la phase I, c-a-d, dans
l'intervalle 0 < a < 1. Comme précédemment montré, cette condition est justifie seulement quand :

0<p <1 .Poursatisfaire a ces deux conditions, il est nécessaire que les valeurs positives et négatives
de n soient utilisées avec les signes plus et moins, respectivement, dans I'équation (IV.22). notez que la
valeur nulle de n peut étre retirée de notre considération car elle donne un o= 0 qui confirme simplement que
la condition initiale de vitesse nulle a été satisfaite.

Enfin, considérons le cas B= 3/2 qui a sa réponse maximale dans la phase Il comme indiqué par le point e. il
n'est pas nécessaire dans ce cas de vibration libre de déterminer la valeur o correspondante a la réponse
maximale car la valeur maximale désirée est obtenue directement en prenant simplement la somme
vectorielle des deux composantes orthogonales de I'équation (IV.17), donnant ainsi :

Rmax = [%] [(1 + cos%)2 + (sing)z]l/z :

[ =B w12
= [1_ ﬂz] [2 (1+ cos ﬁ)] e, (IV.23)
.y . o7 . y, . 71' 1/2 s
Enfin en utilisant I'identité trigonométrique [2 (1 + cos E)] =2 cosﬁ S e, ;(IV.24)
Cela nous permet d’écrire sous forme simplifiée :
-2p /4
Ry = ﬁ] R (IV.25)
Pour le cas discutée ci-dessus de = 3/2, cette expression donne : Ry, = 1, 2.
IV.4. Excitation rectangle
Un deuxiéme exemple d'analyse de la réponse a une charge
d'impulsion qui utilisera maintenant la charge rectangulaire pEiT
représentée sur la Figure [V.5. Encore une fois la réponse sera
divisée en phase de chargement et la phase de vibration libre
ultérieure. —T
Fy

La charge d’impulsion rectangle, sera définit par : 1
F(7) = {F o Ost=t PPhasel 1y 06 . b TR

0 T>t : Phase 11 I Pies 1 ——

Figure IV.5. Impulsion rectangle.
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Phase I---- La charge appliquée soudainement qui reste constante pendant cette phase est appelée chargement

par palier. La solution particuliére & 1'équation de mouvement par intégration par parties (les mémes étapes

que I’excitation semi-sinusoidale), pour ce cas est simplement la fléche statique.

F,
Yo =" Ry =T, (IV.27)

En utilisant ce résultat, la solution du rapport de réponse général, dans laquelle les constantes de la solution
de vibration libre complémentaire ont été évaluées pour satisfaire aux conditions initiales au repos, se
révelent facilement étre:

R(a) = [1 — cos2m (;—;) a] pour 0<a<Tl......c.c..ooevrrrinrn.. (Iv.28)

Ou encore a = 1/t pour que wyT = 2 m(t;/Ty)a . Le premier maximum de cette expression se produit
quand (t;/Ty) a=1/2. Si elle doit se produire exactement a la fin de la phase I, c'est-a-dire; a=1, alors le
rapport t,/Ty doit étre égale 1/2; dans ce cas, d'apres 1'équation (IV.28), R (1/2) = 2. Comme t,/T, continue a
augmenter au-dessus de 1/2, des maxima supplémentaires apparaitront dans la phase [ ayant chacune la
valeur Rmax =2. En tant que t;/Ty diminue de 1/2, aucun maximum ne peut se produire dans la phase I
conformément a 1'€quation (IV.28); au lieu, la réponse maximale se produira a la phase II sous les conditions
de vibration libre.

Phase II--- En utilisant l'¢quation :

y(t) = y(0) cos wyt + YO sin Wobseriniiiiiiiiiiiiiii, (IV.29)

wWo

Dans sa forme de rapport réponse et en appliquant I'équation (IV.29) pour trouver R (1) et R(1), la
vibration libre dans cette phase est donnée par :

R(a) = (1 — cos Zn;—;) cos [Zn;—z(a -+ (sin Zn;—:) sin [271;—(1)(05 — )| : pourax1......(IV.30)

Dans laquelle [271;—1(0( — 1)] =Wo(T—t1) e oo ;(IV.31)
0

En prenant la somme vectorielle des deux composants orthogonaux dans cette expression donne :
1/2

Rpax = [(1 — Ccos Zn;—z)z + (sin 21 ;—1)2] ;

0
- [2 (1 — cos Zn;—:)]l/z =2 sinn;—;; ............... (IV.32)

montrant que la réponse maximale a 1'impulsion rectangulaire varie comme une fonction sinus pour :
0<t,/Ty <1/2.
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IV.5. Excitation triangle

Le dernier chargement d'impulsion a analyser en détail est I'impulsion triangulaire décroissante montrée a la
Figure IV.6.

i1 Fix)
La charge d’impulsion triangle sera définit par :
F(r) = _ _
T T . i
Fy (1 - t_l) 0 <7<t :Phasel (IV.33)
0 T>1t : Phase Il . Fo
. I .
- 1A o -i=1— ;[
- * Phaee | »e—— Phase [I

Figure IV.6. Excitation triangulaire.

Phase I - le chargement au cours de cette phase est pour lequel il est facilement démontré que la solution
particuliére aux équations du mouvement par intégration par parties (les mémes étapes que I’excitation semi-
sinusoidale), dans sa forme de rapport-réponse, est :

Ry() =(1—a); 0<a<liii.. (IV.34)

Dans laquelle a = tl . En combinant cette solution avec la solution de vibration libre complémentaire et en
1

évaluant ses constantes pour satisfaire les conditions initiales nulles, on trouve:

R(a) = 1t1 sin2n2a —cos2n2a —a+1 0<a<l;.......... (IV.35)
27TT—0 TO To

En prenant la premicre fois la dérivée de cette expression et en la mettant a zéro, on peut montrer que le

premier maximum se produira exactement a la fin de la phase I (c'est-a-dire a a=1), quand t;/Ty= 0,37101.

En substituant cette valeur a 1'équation (IV.35) donne R(0,37101)=1. Pour les valeurs de t;/Ty> 0,37101, la
réponse maximale sera dans la phase I et peut étre obtenue a partir de l'équation (IV.35) lors de la
substitution de la valeur appropriée représentant la condition de vitesse nulle.

Phase II --- Lorsque t;/T(<0,37101, la réponse maximale sera I'amplitude de vibration libre dans la phase II.
On le trouve de la méme maniére que dans les cas précédents en substituant R (1) et R (1) obtenus de
(IV.35) et sa premicre expression dérivée, respectivement, dans la forme rapport - réponse de la réponse de
vibration libre donnée par L'équation (IV.29). La réponse maximale est alors la somme vectorielle des deux
composantes orthogonales de 1'équation de vibration libre résultante.
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IV.6. Réponse spectrale —spectre de choc-

Dans I'expression dérivée ci-dessus, la réponse maximale produite dans une structure SDOF non
amortie par chaque type de chargement impulsif dépend uniquement du rapport de la durée d'impulsion a la
période naturelle de la structure, c'est-a-dire sur le rapport t1 / TO est utile pour tracer la valeur maximale du
taux de réponse Ry, en fonction de t;/Ty pour diverses formes de chargement impulsif. De telles tracés,
représentés sur la figure IV.7, pour trois formes de chargement traitées ci-dessus, sont communément
appelées spectres de réponse au déplacement ou simplement en tant que spectre de réponse. En général, des
parcelles de ce type peuvent étre utilisées pour prédire avec une précision adéquate l'effet maximum a
prévoir d'un type donné de charge impulsive agissant sur une structure simple.

2.4 |
Réctangulaire
, e
2.0 — ,dl
5 _@*seml—smusoi' ale Triangulaire
.E 1‘6 / }_.r‘:_._._-—\-\-‘-__
™
g h"""‘-—-.._,__‘_\_‘_\_-
g 1.2
£
=)
&
g 08
0.4
0
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4 1.6 1.8 2.0
Rapport "_J _ Durée de I'excitation
rPe T = Période propre

Figure IV.7. Spectre des réponses-déplacement pour les trois types excitations.

Ces spectres de réponse servent également a indiquer la réponse de la structure a une impulsion
d'accelération appliquée a sa base. Si l'accélération de base est appliquée y,(t), elle produit une charge

impulsive efficace Perr = —my, (t). Si I'accélération de base maximale est indiquée par :

Pomax = —mYy(t), la charge impulsive effective maximale est le taux de réponse maximal peut

maintenant &tre exprimé comme suit:

(IV.36)

Dans lequel seule la magnitude absolue est généralement intéressante. Alternativement, ce taux de rapport-

réponse maximum peut s'écrire sous la forme:
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nt
Roax = P/ |l (IV.37)

Ou jit 4. est l'accélération totale maximale de la masse. Cela dépend du fait que dans un systéme non
amorti, le produit de la masse et I'accélération totale doivent avoir une amplitude égale a la force élastique du
ressort k. Y. En conséquence, il est évident que les tracés de spectre de réponse de la Figure IV.7.
peuvent étre utilisés pour prédire la réponse d'accélération maximale de la masse m a une accélération
impulsive ainsi que la réponse déplacement maximale aux charges impulsives. Lorsqu'ils sont utilisés pour
prédire la réponse a l'accélération de base, les tracés sont généralement appelés spectres de choc.

Exemple :

Utilisation des spectres de réponse (ou choc) décrits ci-dessus pour évaluer la réponse maximale de la
structure (1 ddl) a la charge impulsive, considérons la structure illustrée a la Figure IV.8, qui représente un
batiment a un seul étage soumis a la charge triangulaire d’explosion. Pour le poids donné et la rigidité des
poteaux de la structure,

Poids total = 2670 kN

~—— F(1)

L'excitation d'explosion F(T)

La rigidité latérale total :

=

k=1751181100 [N/m] Fo=4450 kN

1 :
l—1,=0.05 sec ——‘

Figure IV.8. Batiment (1ddl) soumis a I’excitation d’explosion.

La période naturelle de vibration est :

T, ZZ_HZZ,T\/EZZH /ﬂ:o,077z0,08 [s];
wo k 1751181100

Le rapport entre la durée de 1'impulsion et la période naturelle devient:

t; 005 0.63

T, 0,08
Et a partir de la Figure IV.7, le rapport-réponse maximal est Ry,.x = 1,33, ainsi, le déplacement maximum
sera:

_ R\ _ 4450000 \ _ _ ‘
Ymax = Rmaz (k) =133 (1751181100) = 0,0034 [m] = 3,4 [mm] ;

Et la force élastique totale maximale développée est :
Femax = K. Ymax = 1751181100.(0,0034) = 5954,016 [kN],

Si l'impulsion de pression de I’explosion n'était que d'un dixiéme (t; = 0,005 s), le rapport-réponse maximum
pour cette durée d'impulsion (t; / Ty = 0,063) serait seulement Ry,, = 0,2. Ainsi, pour une impulsion de trés
courte durée, une grande partie de la charge appliquée est résistée par l'inertie de la structure, et les
contraintes produites sont beaucoup plus faibles que celles produites par des charges de plus longue durée.
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11 faut garder a I'esprit que bien que les spectres de réponse (ou chocs) décrits ci-dessus aient été développés

pour les structures (1 dll) non amorti, ils peuvent aussi étre utilisés pour des structures amortis car
I'amortissement dans la plage d'intérét pratique a peu d'effet sur la réponse maximale produite par des
charges impulsives de courte durée.

IV.7. Les forces transmises au sol :

Les mémes calculs effectués aux structures a 1 dll forcées harmoniques pour les forces et les rapports de
transmission peuvent étre appliqués au calcul des structures 1 ddl forcées impulsions (excitées par
impulsion), dans le but d’isolation.

Exemple :

Soit la structure représentée par la Figure IV.9. de masse M=1000 kg et de rigidité équivalente,
k=9700 kN/m. Les poteaux ont une section carrée (axa : a=200 mm) et une longueur L=3m.
Le batiment est soumis a une excitation d’explosion modélisée par un chargement triangulaire appliquée au
niveau du plancher. La structure initialement été au repos, calculer :
- L’effort tranchant transmis a la base de la structure ?
- La contrainte normale maximale dans les poteaux ?

i FEFEFEEETETEFFEES

_[_ IIF 3 F(1)

Fo =
=~ | k=9700 kN/m vl0ON

T

I e
B  d Lh=005s

Figure IV.9. Batiment (1ddl) soumis a I’excitation d’explosion.

La charge d’explosion est définit par la forme suivante :

F(T):{FO(1—Z—1) 0<t<t,

0 T>t
La pulsation propre : wgy = \/% = ’% = 98,48 [%] ;
L Lm _ 20 _ 628 _ )
La période propre : Ty = s — 9848 0,064 [s];
Le rapport;—1 = 00;)—0654 =0,78=> (t; = 0,4 T,)) la réponse maximale se produit en phase I,
0 )

y(t) =Acosw0t+Bsina)0t+F—lf(1—é);

Pour les conditions initiales au repos , on a :

y(0)=0 »A=-2;
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Fo
woktl

y(0)=0->B=

Par substitution, la réponse sera :

y(t) = —2coswot + sinwet + 2 (1 —5);
K . 0

Fo

woktl

®) FO( L inawgt . +1)
= — Sin w — COS w _

y k “wyty 0 ¢

Recherche de la réponse maximale, on peut utiliser soit la méthode du spectre de choc, ou la deuxiéme
méthode qui consiste :

1 . 1
—coswot + wq sma)ot—t—) =0;

d F,
e Trouver ty,, , par mettre : Y=-p,2 (t
1 1

dt * k

1 . .
E(cos wot — 1+ wot; sinwgt) = 0> 1 — coswyt = wyty sinwyt
. : 0 . .
Et puisque : 1 — coswyt = 2 smz%t et wotysinwgt = 2wyt sin (% t) cos (% t) ;

sin(% t)y=0

Done :sin (52¢) [sin(2¢) — wotycos(Pe)] =0 > ¢ (22¢6) ~ woty cos (22¢) = 0
2 2

2nm 2T
%t =nm tmax = = 5,70 = To = 0,064 [s] > £, = 0,05 [s]

tg (% t) = woty

b

tmax = wiotg-l(wotl) =2,78x1072[s] < t, = 0,05 [s]

Alors : tyax = 2,78 x1072[s] , Yimax = ¥(tmax) = 1,488x1075[m] =~ 1,5x1075[m]

e [’effort tranchant transmis a la base de la structure :
Tomax =K. Ymax=97x 10° [N/m].1,5x 10 [m]= 145,5 [N].
e La contrainte normale maximale dans les poteaux :

M max

mek: ; M max

— .T .
Q’L"m_ﬂ M wax

Mz
Figure IV.10. Représentation des moments au niveau des poteaux.
_ Mpax a
Omax = 7 27’
3
AVeC ! My =5 Ymax-5 = ——o—.1,5x1075.2 = 109,125 [N.m] ;
a* _ 0.2*
Ip =—==—"=134x10"*[m*];
12 12

M a 109,125 (0,2
Enfin : = tmax &= 2520 (%2) = 81,44 [KPa).
Imax Ip "2 1,34x107*°\ 2 81,44 [KPa]
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IV.8. Les applications pratiques
8.1 Réponse a une excitation non-sinusoidale

La réponse a une excitation quelconque F(t) correspond au produit de convolution de cette excitation par la

réponse impulsionnelle d’une structure dynamique a 1 ddl,

x(t) = F(®).h(t) = [T°F(0) h(t — 1) dr ;
Puisque la réponse impulsionnelle est causale (/(2)=0 pour <0) ;
Si I’excitation est-elle aussi causale, on pourra écrire :

x(8) = [ F(Oh(t — 1) dr.
Exemple : La réponse d’une structure dynamique a une force en échelon
(fonction de Heaviside) :

0 t<t,

mx+cx+kx={F0 e

Figure IV.11. Presse d’estampage.

Dans le cas d'un systéme sous-amorti, la réponse s'écrit :

x(t) = [} T

tome

x(t) =

Fo =L wot t CwoT
e =% e~“tsinwp(t—1)drt;
mwp fto D ( ) >
L'intégration de cette fonction conduit a :
Fo Fo

x(t) ==—

; e ~Cwo(t—to) cos[wp (t — ty) — @] pourt>t,

¢ .

La Figure IV.12. représente 1’excitation et la réponse dans cette configuration :

Avec @ = arctg

- f 2
ff {I} T T T T T
1 F T
g [
4+ 4
2 .
Q a5 1 1.5 2 2.8 ]
2 T T T
)
X\ .
A ;‘& ] \1 /-.\ . _
1 _— % !—} T L R =
k HE A
i
g h
- o
2 . . . 1
Q 84 1 1.5 2 2.4 3

tamps [5]

Figure IV.12. La force excitatrice et la réponse d’une structure dynamique a 1 ddl.

M= 10 [kg], oo = 20 [rd/s], & =0.05.

e 5D sinwy(t—1)dr; wp = W, /1 - (;2 ; @p : la pulsation amortie,
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8.2 Réponse d’une structure dynamique linéaire a une série
d’impacts :
Un marteau d'impact est utilisé pour appliquer manuellement une impulsion a un modele d'un

systtme a un seul degré de liberté tel qu'illustré a la Figure IV.13.

Marteau
. . 1 . . . " dimpact

difficile de réaliser un seul impact et de multiples impacts peuvent se l [ -

produire. Supposons que pour un systeéme d'une masse de 2 [kg], une I%Tm/‘

Dans les expériences, un seul impact est préféré: cependant, il est

rigidité de 8 [N/m] et un coefficient d'amortissement de 2 [Ns/m], un
double impact de la forme: 2B
f@®)=61)+056(—1) “'“]

= Excitation impulse est écrite sous la forme :
f@®) =fo 6> fo=1[N],

Figure IV.13. Elément d'inertie du systeme

heurté par un marteau d'impact.

se produit. Nous devons déterminer la réponse du systeéme et la comparer a celle obtenue lorsque le
deuxiéme impact a t = 1 [s] est absent. Pour les valeurs de paramétres données, la fréquence propre
y et le facteur d'amortissement ¢ sont déterminés respectivement, comme :

_ ’8N/m_ E

2 Ns/m
=—=10,25,
C 2x (2 kg)x(z%)

wp = wg /1 -¢*=2/1-0257 =194 >,

La réponse x(t) du systéme au premier impact qui commence a t=0 s - par utilisation des
transformées de Laplace-et donnée par :

fo 1

x,(t) = e @l sinwpt =
mawp 2 [kg] * 1,94 [%]

Avec x(t) = x,(t) u(t)

rd
sin (1,94 [?] t) =0,26 e"9%5tsin(1,94 t) [m]

|
s |
|

1%

M EE]

Figure IV.14. Réponses en déplacement a une impulsion unique
et deux impulsions séparées d'une seconde.
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La réponse de la structure soumis au double impact est donné par :

xalt) = xy()nle) + 05x (¢ — Dulr — 1)

————— -
Biporme Ml premes Repomse am secomd
nrpact lmpast

x(t) = x;, (Ou(t) + (0,26X0,5)e~%5 =V sin(1,94(t — 1) Ju(t — D[m] ;
x(t) = x,(Ou(t) + 0,13 e7%5 D sin(1,94(t — 1))u(t — 1) [m]
La fonction d'échelon unité u (t-1) est utilisée pour indiquer que le second impact affecte la réponse

uniquement pour t >1 [s]. Avant une seconde, c'est-a-dire avant que le deuxiéme impact ne se
produise, les réponses aux impacts simples et doubles sont identiques, comme le montrent les
graphiques des réponses fournies a la Figure IV.14. Cependant, aprés une seconde, les réponses
sont différentes, comme prévu.
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8.3 Réponse d’un vehicule a un changement échelon au profil

du chemin :

Considérons une voiture modélisée comme montrer sur la Figure
IV.15. avec une masse de 1100 [kg], une rigidité de la suspension o m —
est de 400 [kN/m], et le coefficient d’amortissement de la
suspension est 15 [kN.s/m]. Le véhicule roule avec une vitesse v
de 64 [km/h] et 1’¢lévation du chemin a est de 0,03 [m]. aprés qu’il
a fait un parcours de 160 [m] a partir de t=0 [s].

Déterminer la réponse en déplacements du véhicule ?

Figure IV.15. Suspension d’un véhicule lors
d’un changement brusque du chemin.

Le mouvement du véhicule est gouverné par 1’équation différentielle:

d?x +o dx
dt? 5@o dt

Ou : x(t) est la réponse déplacement du véhicule, alors que : y(t) est le mouvement de la base. Notant que le

d
+ wix = ZQwod—iI + wdy

changement de la marche du véhicule dans 1'état de la route se fait a :
to = (160 [m]/ 64000 [m]/3600 [s]) = 9[s],
Le mouvement de base caractérisé par le changement de pas est décrit par:
y() = a.u(t —ty)
Pour déterminer la réponse déplacement, nous devons trouver la solution de 1’équation :
% + 20wy o + whx = 2Cwoad(t — to) + awdu(t — to),

Ou nous avons utilisé le fait que la dérivée d'une fonction d'étape est la fonction d'impulsion; C'est:

du(t—to)
T = 5(t — to),

Pour les valeurs des paramétres données, le pourcentage d'amortissement est ;
Ns.
fo_C_ o 15000 ()
2vkm ~ 24/400000.1100

= 0,358,

Puisque le systéme est sous-amortit, nous pouvons utiliser les équations :

d*x dx F(t)
— 4+ 20wy —+ wix = —=
dt? + 2Cwo dt t g m’

Et D’excitation impulsion est définit par : F(t) = Fy6(t),
Avec l'entrée échelon d'un systéme vibratoire est exprimée comme suit:
F(t) = Fou(t),
ou u (t) est la fonction de pas unitaire.
Nous déterminons que f, = 2a&wym et Fy = ak. Alors, la réponse de déplacement est donnée par ;

X(t) = i

1-¢2

e—E_,(l)() (t—tg) Sin((UD (t — to))u(t — to) +
—tw (t-to)
a1 _%Sin(fvn(t— to) + @) | ult — to) , (*)
1-¢

ou la fonction échelon u(#-t,) indique que le pas affecte la réponse seulement pour t> ty , pour les valeurs des
parameétres données, on constate que :
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4x1050] rd
©o = Tiookg 19,7 [?]’
wp = W, /1 — & =19,7.,/T— (0,356)2 = 17,81 [ ;
— 1-0,3582
p=tg 1W: 1,21 [I‘d];

En substituant ces valeurs dans I’équation (*) et en notant que @ = 0,03 [m] et t = 9[s], le graphique de la
réponse de déplacement du véhicule montré a la Figure IV.16. est obtenu. La réponse du véhicule est a partir
la position d'équilibre x = 0, avant le changement di a I'échelon soudainement. Cette collusion avec le
changement soudain de 1'¢lévation de la route produit des transitoires dans la réponse, qui s'abaissent apres
un certain temps, et la réponse du véhicule se fixe a la nouvelle position x = a.

0.05 T T T

0.04

0.03

=
=
]

xr) (m)

0.01

—0.01 !
8 85 9 9.5 10

1(8)

Figure IV.16. La réponse déplacement du véhicule lors de changement échelon dans la chaussée.

Figure IV.17. Atterrissage d’un avion.
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8.4 Réponse a une excitation semi- sinusoidale de la base
L’équation différentielle du mouvement d’une structure a base mobile est donnée par :

d?x dx dy
PrEs + 28wy —— i + wix = ZCon + wgy |4_a b
Qu’on peut écrire sous la forme JoY |
x| oedx o dy O LinL
2 T2 tx =20+, ==

Figure IV.18. Mécanisme soupape et arbre a cames.

Ou:t=wmyt quiestun paramétre de temps non dimensionnel ; on pose : z(t) = x(t) — y(t) ,
qui peut s’écrire aussi : z(t) = x(t) — y(1)
On suppose que la base est en excitation semi sinus de pulsation @ et d’amplitude yy , alors on peut décrire le
mouvement de la base par :
y(@) = yosin( Qo) [u(r) —u(r —79)] ;
Ou:
Top = Woty = n— =n/Qy, Qp=0/wy = /(Zt ) Wty =m,and : Ty = Zn/w est la période propre de
la structure, par substltutlon ; on trouve :
d*x
2 x = yh®
Ou: f (1) = 2zsin(Wyt) [6(7) — 6 (T — 79)] + [sm(WO T) + 2z Wy cos(W, )] [u(t) — u(r — 7p)]
Dont la solution est donnée par ’intégral de convolution avec la variable de temps non dimensionnelle T,

x@ =22 [ e 0@ e
0

N

sm[ 1-C%(t— ﬁ)]

Par substitution, on trouve :

Ou:h(1) =

x(®) =22 [ | ez —ue - | a r)d&]
0 0
Avec : g, (€, 1) = [sin(Qq7) + 26Q, cos(Q 7)]h(E, T)
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1.5 : 0.05
| Q,=0.05 ]
0.5 /_\M 0t
0
—0.5 : —0.05 : : :
0 20 40 60 80 0 20 40 60 80
L5 T : : : 0.1 : - -
| Q,=01 |
0.5 /L 0
0 2
£ =05 : - : E -0l : ' -
= 0 20 40 60 80 T 0 20 40 60 80
% L5 - - 02 : - :
l Q,=02 )
05\ - 0t
0
~0.5 : : : —0.2 - : :
0 20 40 60 80 0 20 40 60 80
1.5 - - - 0.5 : -
LA Q,=04 |
0.5 Iy 1 0
0
—0.5 : —0.5 : : : :
1] 20 40 60 B0 0 20 40 60 B0
T T
la) (b)

Figure IV.19. Déplacement absolu et déplacement relatif de la masse d’une structure a 1 ddl, soumis
a un déplacement de la base excitation semi-sinusoidale avec & =0,1.

L’intégrale est résolue numériquement et les résultats obtenus pour x et z sont montrés sur la Figure [V.19,
ou nous voyons que si Q<< 1, la masse suit le mouvement de la base comme elle était rigidement collée a
la base. Quand Q est proche de 1, la masse amplifie le mouvement de la base avec des grandes balades par
rapport a la base. Cet exemple conduit a la directive de conception suivante.

Afin de minimiser I'amplification du mouvement de la base d'un systéme a 1 degré de liberté, il convient de
garder la durée d'impulsion du déplacement appliquée a la base longue par rapport a la période de la
fréquence propre du systéme. Autrement dit, pour une charge d'impulsion donnée, il est préférable d'avoir un
systéme ayant une fréquence naturelle aussi élevée que possible pour minimiser l'amplification du
mouvement de base.
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8.5 Amplitude de I’'impulsion communiquée a la balle :

Une similitude d’étude entre les engins de démolition a boule et le sport de rocketball ou du billard,
pour déterminer 1’amplitude de I’impulsion communiqué a I’immeuble ou a la balle (Figure V.20 et IV.21),
I’étude est faite dans 1’exemple suivant du sport de rocketball pour le calcul de I’amplitude de I’'impulsion.

Figure IV.21. Sport du rocketball ou du billard.

Exemple (sport du rocketball) :

Une balle qui pese 0,45 [Kg] pend dans le plan vertical quand elle est tapée avec une raquette. Apres le
tapage, on observe que la balle présente un mouvement oscillatoire d'amplitude 0,2 [rd] avec une période de
2 [s]. Déterminer l'impulsion communiquée par la raquette ?

Le chemin parcouru par la balle prend la forme :
s(t) =LO(t) =1G() ;
1.
Avec G(t) = g SIn wot H(Y),
H(t) est la fonction pas (step) de Heaviside.
La balle et le cordon sont équivalents a un pendule de longueur L. La pulsation propre pour des petits

wo=m;

Par substitution, on trouve :

0(t) = ——sin(y/g/Lt) H®);

mwoL

mouvements de la balle est :

Ou I est I'impulsion inconnue communiquée a la balle par la raquette et L 1a longueur du cordon qui

Eeut étre calculé a Eartir du Eériode propre du mouvement :
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_gT? _ 10.2)2

g/L ' Taw T 4@z 1,01 [m]

L’amplitude des oscillations observées sont liées a l'amplitude de I'impulsion appliquée par :

16l = ——
Alors, 'amplitude de I'impulsion communiquée de la raquette a la balle, sera :

I = [18]] mwoL = (0,2). (0,45). (./10/1,01 ) .(1,01) = 0,286 [kng]

IV.9. Réponse a une excitation quelconque :

La sollicitation est définie par sa variation temporelle F(t) qui peut toutefois étre périodique ou totalement
quelconque. Les techniques d'obtention de la réponse différent suivant cette particularité mais s'inspirent des
développements présentés précédemment pour la sollicitation harmonique ou impulsive.

9.1 Réponse a une excitation périodique
Une fonction périodique, de période Tp, peut étre décomposée en la somme d'un nombre infini
d'harmoniques en utilisant les séries de Fourier.

2m
F(t) =ag+ X, 1apcos(Tp )+2p 1 bp 51n<;;pt>; ....................... (IV.38)

Que I'on peut également écrire de fagon condensée en utilisant les nombres complexes :

2171'

F(t) = Y32 ccpeT™ S (Iv.39)

Les coefficients C, sont les coefficients de Fourier de la fonction F(z), donnés par :
_2imp

=P PO e TP dt s (IV.40)

Tenant compte de la relatlon llnealre de F(t), la réponse stationnaire de la structure est alors simplement
obtenue en résolvant 1’équation des vibrations forcées pour chaque harmonique o, et en additionnant les
ordre).

eme

réponses ainsi obtenues (principe de superposition des solutions d’une équation différentielle, de 2

9.1.1 Applications :

Les machines de tissage : consulter les vidéos suivantes :
www.youtube.com/watch?v=0K2mOgRgeul.
www.youtube.com/watch?v=IPhuBRjqpCc.
www.youtube.com/watch?v=tGzx-K3Ekrg

Flgure Iv. 22 Machlne a coudre avec pédale.
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Exemple : Soit une excitation qui correspond a une fonction ayant une période T, telle que F(t+T)=F(?).

Cette fonction peut étre représentée par une série de Fourier

. 2
F(t) = % + Yn-1(a, cosnwrt + by, sinnwyst) , Wr = Tﬂ

La réponse particuliére est

x,(8) = xo(t) + z Pnla, cos(n wrt — @,) + by, sin(n wrt — @,,)]

n=1

Avec
= L ([wZ - 2)2 2} - 2zwgnor
pn =2 {0F — (MWD + @Cwgnon?) s et 0, = arctg EmmeL
La solution particuliére x, (t) satisfait I’équation :
mixg + ¢ %o + k xq :%9 Xo =‘21—z;

Pour obtenir la solution compléte, on ajoute la solution de 1'€quation homogene (la réponse libre). Pour le cas
ou0<C<l1,

x(t) = Ae 5ot sin(wpt + 6) + x,(t)
Ou A et 0 sont déterminés par les conditions initiales : le premier terme représente donc la réponse
transitoire et x,(¢) la réponse stationnaire.

Utilisation des transformées de Laplace :

La transformée de Laplace est un outil particuliérement utile pour calculer la réponse des structures
dynamiques a un grand nombre d'excitations. C'est aussi une méthode générale pour résoudre les équations
différentielles.

9.2 Réponse a une excitation non périodique

Toute sollicitation quelconque F(t) peut étre considérée comme égale a la somme d’impulsions F(t) dr,
agissant a ’instant t=r.

Fiy$

Décomposisien de Fig

r 3 = :’-—-_\
i
i
:

Fa )

Faalt)

s

Tl T=
Figure IV.23. Principe d'obtention de l'intégrale de Duhamel.

La réponse a l'instant t est la somme des réponses aux impulsions produites aux temps 1<t, pour une
structure dynamique amortie, soit :

y(©) = e [ F@e 0 sinfwp (¢ = D]dr 5o (IV.41)

Cette intégrale de convolution est connue sous le nom d’intégrale de Duhamel caractérisant la réponse d’une
structure simple initialement au repos a une excitation externe quelconque (non périodique) F(t). si F(t) n’est
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pas connue analytiquement, ou est représentée par une fonction compliquée, I’intégrale de Duhamel doit étre

évalué¢ numériquement. Cette intégration numérique ne se révele pas particulierement compétitive et il est

souvent préférable d’intégrer directement 1’équation différentielle régissant 1’équilibre dynamique de la
structure.

IV.10. Les structures dynamiques généralisées a 1 ddl

Dans les chapitres précédents nous avons concentré sur I’étude des structures dynamiques a un seul degré de
liberté impliquant une seule masse ou translation d'une masse distribuée rigide qui est exactement
équivalente a une masse localisée en un seul point. Une fois que la rigidité du systéme a été déterminée,
I'¢quation du mouvement a ét¢ facilement formulée et les procédures de résolution ont été présentées dans les
chapitres précédents.

Dans ce chapitre, nous développons I'analyse des structures dynamiques plus complexes traités comme des
systémes a un seul degré de liberté, d'ou le nom de structures généralisés a 1 ddl. L’analyse fournit des
résultats exacts pour un assemblage de corps rigides sur des appuis de fagon qu’ils fléchissent dans une seule
direction, mais seulement les résultats approximatifs pour des structures a masse et flexibilité distribuées.
Dans ce dernier cas, la pulsation naturelle approximative dépend de la forme de la fléchée supposée. La
méme estimation de pulsation est également déterminée par la méthode classique de Rayleigh, basée sur le
principe de conservation de I'énergie, cette méthode fournit également un apercu de l'erreur dans la pulsation
naturelle estimée.

Figure .IV.24. Structures dynamiques généralisées.

Puisque la barre est rigide dans les deux exemples montrées sur la Figure [V.24 (a) et (b), sa fleche peut étre
relié a une coordonnée généralisée z(t) est peut étre exprimée par le produit de deux fonctions :

u(,t) =y(x).z(t), oo (Iv.42)
Avec : y(x) appelée fonction de forme.
Les deux structures sont appelées des structures dynamiques généralisées parce que dans chaque cas, les
déplacements a tous les emplacements sont définis en termes de la coordonnée généralisée z(t) a travers la
fonction de forme y(x). Nous montrerons que I'équation de mouvement pour le systéme 1 ddl généralisé est
de la forme :

ME+CZ2+kz=p(t);ccoeeeieeainnn... (IV.43)
Ou m, ¢,k etp(t) sont comme étant la masse généralisée, I’amortissement généralisé, la rigidité
généralisée et la force généralisée : ces propriétés généralisées sont associés au déplacement généralisé
choisi z(t).
Les structures avec des masses et des rigidités distribuées : nous pouvons utiliser les formules :

m = [y m) [yeo)]%dx
k= [y EIGOly" ())dx
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_ L 1 2
La pulsation propre avec déplacement généralisé sera: w3 = é —h LEI(X)[W Cof ax Seeeeeeens (IV.45)
m [rme)[y(x)]?dx
our une force généralisée : p(t) = | PO, W) dX 5errininniiiiiiiiiii .
P force généralisée : p(0) = [y p(x, DW(x) d IV.46
La pulsation propre avec le déplacement u(x) se calculera par :
L d L d
wi = £ {" MY dx : {" meudx (Iv.47)
Zo [m()[y()]? dx Jo m@)[u(x)]? dx
Ou bien :
== L = e SPUTITURTRSTR Iv.
w% 1 Xpjv(x)) Ypju(xj) 48

20" [Fm@y dx [ me)u)]? dx

La méthode de résolution de ce type de problémes sont traités par les exemples suivants ;

Exemple 1:

Considérons la structure dynamique représentée sur la Figure IV.25., constituée d’une barre rigide supportée
par un point d'appui en O (pivot), avec un ressort et un amortisseur fixés soumis a la force p (t). La masse m;
de la partie OB de la barre est répartie uniformément sur sa longueur. Les parties OA et BC de la barre sont
sans masse, mais une plaque circulaire uniforme de masse m, est attachée au milieu de BC. Sélectionnant la
rotation antihoraire autour du point d'appui comme déplacement généralisé et compte tenu des petits
déplacements ;
- Formuler I'€quation de mouvement pour ce systeéme généralisé a 1ddl, déterminer la pulsation
naturelle des vibrations et le taux d'amortissement ?
- Evaluer la réponse dynamique du systéme sans amortissement qui a subit a une charge externe
appliquée PO.
- Comment I'équation du mouvement changerait-elle avec une force axiale sur la barre horizontale,
Quelle est la charge de flambage?

Sans masse

+ 4 4
T T I

Figure .IV.25. Bar rigide sur pivot.

1. Détermination de la fonction de forme : la barre en forme de L tourne autour du point d'appui en O. En
supposant de petites déviations, la fléche est représentée sur la Figure 1V.26.

w(x' H=x8

a u{xd) =20

M - Y
* |

Figure .IV.26. La fléche de la barre en forme L.
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- Tracage du diagramme de corps libre et écrire 1'équation d'équilibre:

3: AL
B

= (L)
% !Ifi Vrcume

e(Li2)8 my(L/2)8

Figure .IV.27. Les forces et les moments agissants sur la barre en forme L.

La Figure IV.27, montre les forces dans le ressort et 'amortisseur associées aux déplacements de la Figure
IV.26, ainsi que les forces d'inertie. Posant la somme des moments de toutes les forces autour de O a zéro
donne:
.\ L L \L 3L \3L L

J.6 + (ml—e) +J,0 + (myLO)L + (mz 9)Z+ (c§9)§+ (k TQ)T = p(t)E
Substituant :
Ji =myL?/12 et ], = m, (L/8)/?/2 (changement de repére), on aura :

(mlL 137 9kL

2 L
+ 2 ma12) i+ 6+ 2 = p(o) L

L’équation de mouvement sera :
mé + ¢ + k6 = p(t) ;

k c
Wo = m et ‘tn = Zﬁ;
4. La solution recherchée est :
8
o(t) == (1 — Coswyt) = 9;:2 (1 — coswyt)
Avec en considération que :

_ P(t)L pol _ _
p(t) = == ="Po

5. Détermination des déplacements :
u(x,t) = x0(t) et ulx,t) =x'6(t);

6. Inclure une force axiale : dans la position déplacée de la barre, la force axiale Q introduit un moment
antihoraire = QL. ainsi 'équation devient:
méb + ¢ + (k — QL) = p(t)

Une force axiale compressive diminue la rigidité du systéme et donc sa fréquence propre. Ceux-ci

deviennent zéro si la force axiale est:

k _ 9KkL . i .
Qs = TR c'est la charge axiale critique ou de flambage pour le systéme.

Cours Dynamique des structures avancées Page 87



Chapitre 1V :

Exemple 2:

Estimer la pulsation propre d'une poutre en porte-a-faux uniforme en supposant que la fonction de forme est
obtenue a partir de la fléche statique due a une charge p a l'extrémité libre?

wx)=1- cos % o7

L

- mmm

Figure .IV.28. Poutre en porte a faux uniforme.

1. Détermination des déformations: avec l'origine a l'extrémité fixée;

u(x) = a (3Lx? — x3);

2. Détermination de la pulsation propre :
/ L3
Lipju (xj) =pu(l) = p* -

11p? mlL’
f(3Lx —x3dx = P

420 " (EI)2

f mEOMEAP dx = m ey

wo=2 2.

Ce qui nous donne :

Exemple 3:

Un pont simple de masse m de longueur L et possédant une rigidité en flexion "EI" .une charge de roue
unique py se déplace sur le pont a une vitesse uniforme de v, comme montré dans la Figure IV.29. Négliger
l'amortissement et supposer que la fonction de forme est comme y(x) = sin (%).

- Déterminer une équation pour la fléche a mi-portée en fonction du temps.

Les propriétés du pont sont L =200 [m], m = 0.3416 [kg], [ = 700 m*, et E = 576000 [N/m?]

- siv=2.241x 107> [km/h], déterminer le facteur d’impact défini comme le rapport de déflection
maximum a mi-portée a la déflection statique ?

On suppose que la masse de la roue est petite devant a la masse du pont, et peut étre considérée négligeable.
1. Détermination de la masse généralisée, rigidité généralisée et la pulsation propre :
n? . mx
Wy = sin () 5y () = — Zsin (2.
mL .
2 b

m=
b= fLEI (1‘[2)2 2 ™ gy = n*El
=) 2 sin 1 X = 213

f m sin? —dx
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2. Détermination de la force généralisée :

. : L
Une charge py qui traverse le pont avec une vitesse v prend un temps de : t; = ~ pour passer le pont. Pour

trouver la position de la roue a chaque instant, la courbe du parcours est représenté sur la Figure IV.29. (b) :

F
Pe Fuo
-
k |'1'i I
Ay m, El 9 e
. L |
1 b
fah
1] 50 100 150 200
L 1 L ! L position de la clarge )]
= 1] 1 i 2.5
§ i ] | | 1 1 t[5]
t:l 037 \f\/——/
s .
+ 104 leh
3 159

Figure .IV.29. La réponse u (x,t) de la charge traversant le pont.

Le déplacement de la charge sur le pont peut étre décrite mathématiquement par :

_ (P (x — vt) 0<t<ty
p(t) = {7 o

Ou §(x — vt) est la fonction de Dirac centrée sur le point : x = vt , la charge généralisée sera

B(t) = pr(x D) dx = {fOLpod(x — vt) sin(mx/L)dx 0<t<ty.
o P,

0 t >ty ’
:{ po sin(mvt/L) 0<t<ty _ {po sin(mt/t;) 0<t<ty
0 t=>tg; (0 t>ty

La force généralisée est une excitation semi-sinusoidale.
3. La solution de [’équation du mouvement :
mz + kz = p(t)
La réponsea une exitation sinusoidale déja étudié précédemment est :

( u(t) 1( o 2wt 2mt 2nt> Pt
=—|sin— — ——cos— <
! (ust)o 2 Ty Ty To ¢
u(t)  (To/tq)cos(mty/Ty) t 1t
t = > sin [271 (— - ——)] t=ty
(use)o (To/2t4)* -1 Ty 2T
. L 2 2
en substituant u(t) par z(t), avec : tg = >3 Ty = w—n ; (Zst)o = %0 = mf:ﬂ ;
on aura :
( (©) = 2pg 1 ( . nvt  mwv t) Y
z() =~ ‘0 = (ev/1)? sin— wOLsmwo <L/v
2po 2mv/wylL) cos(wyl/2v)
z(t) = —— sinfwo(t —L/2v t=>L/v
7O == a7 = o/ [wo(t — L/2v)] /

Cours Dynamique des structures avancées Page 89



Chapitre 1V :

4. La fleche a mi-portée :
u(x, t) = z(O)y(x) = z(t). sin”{ :
A mi-portée : x=L/2 ;
u (g, t) = z(t). sin% =z(t) ,
5. Application numérique :
m = 0.3416 [kg] ;
EI = 576,000 X 700 = 4.032 X 108[N.m?]

w? 4.032x108 rd
@o = (200)2 \I 03416 8'477[?] ’

Ty = 2n _ 0.74
0= o = 0.74 [s]
km m
v=2241x10"° [T] = 80.67 [?]
”T” =1.267;
g, =L 209 =2476[s] > To _ 037
a =5 = goer - 2A701sl > 5 =0371s]
L _ 2D, 1 . _ 1267 . .
U (2 ’ t) ~ (0.3416)200 " (8.477)2—(1.267)2 (sm 1267t ga77 " 8'477t) ’

=2 (s5in1.267 t — 0.1495sin 8.477¢) .
2400

D’apreés la courbe de la Figure IV.29. (¢), la fleche dynamique maximale a mi- portée sera :

Uy = (ngo) (1.147) = 0.0004779 pq,
La fléche statique a mi- portée peut étre calculée par la formule :

LY — pol® _ Po _ :
u (E) T 48EI 2419 0.0004134 o ;

Le facteur d’impact qui est le rapport entre les fleche est de : 1.156 (la charge statique doit étre
augmentée de 13.5% pour que I’effet dynamique est pris en considération).
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Chapitre V :

V.1. Introduction

Une structure dynamique discréte a n degrés de liberté est décrite par un ensemble de n équations
différentielles ordinaires simultanées du second ordre. Le systéme aura des pulsations naturelles tels les
degrés de liberté, un mode de vibration est associé¢ a chaque pulsation naturelle.

Puisque les équations du mouvement sont couplées, les mouvements des masses sont la combinaison des
mouvements des modes individuels. Si les équations sont découplées par le bon choix de coordonnées,
chaque mode peut étre examiné en tant qu’un degré de liberté indépendant du systéme.

La reégle générale pour le calcul du nombre de degrés de liberté d’une structure dynamique discrétisée peut
étre indiquée comme suit :

Nombre de degré de liberté d’une structure = Nombre des masses (points matériels) de la structure
discrétisée X nombre de type de mouvement possible de chaque masse =Nombre des pulsations propres.

V.2 La démarche a suivre dans I’étude d’une structure dynamique a nddl :

Les calculs se font a 1’aide d’un outil de traitement numérique « ordinateur », la démarche de 1’étude passe
par les étapes suivantes :

2.1. Discrétisation de la structure dynamique en n degrés de liberté avec plusicurs systémes dynamique
¢lémentaires couplés,

2.2. La mise en équations différentielles du systeme discret : par le biais des théorémes généraux ou des
équations de Lagrange. Afin d’établir par la suite les matrices masses et raideurs qui permettent le calcul des
pulsations et des modes propres, et de la matrice d’amortissement visqueux et du vecteur force excitatrices
pour le calcul des réponses de la structure dynamique.

Le systeme d’équations différentielles du mouvement peut étre écrit sous forme matricielle :

[MIE () + [C]R() + [KIRE) = FUE) 5o e (vV.1)

Ou : [m], [c], [k] sont appelés les matrices de masse, d’amortissement et de rigidité, respectivement.

1/ Pour avoir les pulsations et les modes propres : on considére I’ensemble du systéme de la structure

conservatif : [m])'_c;(t) A THIRCE) = 0y e, (V.2)
les solutions recherchés sont de la forme : x(t) = X coswt et x(t) = —w?x(t), .oevvevvenn.... V.3)
ce qui nous permet d’avoir la linéarité du systéme d’équations différentielles.

Onaura: [m] Yk]{X} = w?{X}

Nous serons devant un probléme de valeurs et vecteurs propres a résoudre par 'une des méthodes :
2.3. Méthode directe (méthode modale):

11 faut trouver les solutions du systéme d’équations, écrit sous la forme:
([k] — [m]w?){X} = {0} ; on pose : z = w? ; alors le systéme devient : ( [k] — [m]z){X} = {0} ...(V.4)

Si les deux matrices sont définies comme des nombres physiques positifs, z; sont des nombres réels et
positifs.

Si le vecteur {X} est nul, la solution est triviale (a éviter), donc ; le vecteur {X} sera non nul que si et
seulement si ; le systéme d’équations ( [k] — [m]z) soit singulier = det ([k] — [m]z) =0............. (V.5)
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On obtiendra alors un polynéme d’ordre n en z. Pour trouver les valeurs des pulsations propres z;, c’est

comme la recherche des racines d’un polynéome d’ordre n. « méthode de Newton,... ».

A chaque valeur de z; correspond un vecteur (mode) propre{X}. Ces modes seront orthogonaux si :

XY RIXY = 26, (V.6)
XM} = 6, V.7)

On dit que les modes propres pour [k] sont orthogonaux et pour [m]sont orthonormés. Qui permettent par la
suite de construire les matrices masse modale, rigidité modale et amortissement modale ({c} = a[m] + B[k],
afin d’avoir un systéme d’équations différentielles découplées pour trouver la réponse forcée de la structure
dynamique.

La réponse forcée est acquise, en prenant en considération la matrice de 1’amortissement et le vecteur force
excitatrice, et admettre une décomposition en série de fourrier / ou les transformées de Laplace de la force et
en posant comme solution recherchée une forme similaire a 1’excitation.

2.4. Méthodes indirectes (itératives) de recherche des pulsations et modes propres :

Pour rechercher les pulsations et les modes propres des systémes a plusieurs degrés de liberté, les méthodes
itératives sont les plus utilisés parmi eux, on peut citer :

e a) La formule de Dunkerley :

La formule de Dunkerley donne la valeur approximative de la pulsation fondamentale d'une structure
composite en fonction des pulsations propres de ses composantes. Elle est dérivée en utilisant le fait que les
pulsations naturelles supérieures de la plupart des systémes vibratoires sont grandes comparées a leurs
pulsations fondamentales. Pour dériver la formule de Dunkerley, considérons une structure générale de n
degré de liberté dont les valeurs propres peuvent étre déterminées en résolvant 1'équation fréquentielle;

[=[k] + [m]w?| =0 oo (V.8)
Ou bien : — =1 +1f] [m]| =0 o e, (V.9)
[/] : matrice de flexibilité.

Aprées développement nous allons trouver : % ~ fiamy+ foomy et Mg (V.10)
1

Cette dernicre expression est appelée la formule de Dunkerley ; qui peut étre écrite aussi :

1 1 1 1
—_— — + J— cee
w} wl  wh @no

Ou w;o = (1/fim)? = (k;;/m;)*/? indique les pulsations propres pour un systéme & un seul degré de

liberté de masse m; et de rigidité &y, i=1, 2,..., n.
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Exemple

Estimer la pulsation propre fondamentale d’une poutre soutenue par des appuis simples et portante de trois
masses identiques équidistantes, comme indiqué sur la Figure.V.1.

iy iy

;\\&\\ i ¥i(1) I ¥a(t)
N
|

"“m! x\Q\\

! L L
4

4 4

-
=
r =
L
e

4 4

|
|
!

Figure .V.1. Poutre portante de trois masses identiques équidistantes.

Les coefficients d’influence de la matrice de flexibilité sont nécessaires pour applique la formule de
Dunkerley, qui sont :

fi1=f33 = 3 P et foy = L B 0sons : my=my=mz=m, qui donne :
11 =J33 = S50 5 22= 255 P Ly =my=mz=m, :

1 3 1 3\ 13 El rd
27~ (3s+ 35 300) 7 = 004427 17 > w; ~ 4.75375 L.

e b) La méthode de Rayleigh :

La méthode de Rayleigh peut étre utilisée pour trouver la valeur approximative de la pulsation naturelle
fondamentale d'un systéme discret. La méthode est basée sur le principe de Rayleigh, qui peut étre énoncé
comme suit:

La pulsation de vibration d'un systeme conservateur vibrant autour d'une position d'équilibre a une valeur
Stationnaire au voisinage d'un mode naturel. Cette valeur stationnaire, en effet, est une valeur minimale au
voisinage du mode naturel fondamental.

Nous allons maintenant dériver une expression pour la valeur approximative de la premiére pulsation
naturelle d'un systéme multi-degré de liberté selon la méthode de Rayleigh.

Les énergies cinétique et potentielle du systéme discret a n degrés de liberté sont exprimées par :

Le systéme est considéré conservative, ce qui permet d’égalisé le maximum de I’énergie cinétique au
maximum de 1’énergie potentielle:

1= - 1= -
Trax = Vmax® Tmax = EXT[m]Xw2 s Viax = EXT[k]X ............................ (V.14)
2 _ XT[k]X . . . . oD
Alors: w , ce rapport est appelé le quotient de Rayleigh et il est noté R(X).

= XT[m]X
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Exemple

Estimer la pulsation propre fondamentale des vibrations d’une structure comme indiqué sur la Figure.V .2.

1
Suppose que : my=m,=msz=m , ky=k,=ks=k et le mode propre est : X = {2} ,
3

Figure .V.2. Structure dynamique a trois degrés de liberté.

1 0 0 2 -1 0
La matrice de masse est: [m] =m.|0 1 0] , la matrice de rigidité est : [k] = k. [—1 2 —1] ;
0 0 1 0 -1 1

Par substitution dans la formule de Rayleigh :

2 -1 0]
I - A -
— T
= T = 0[1 i 0]1{1}3 = 02143~ w; = 0.4629 /; [
(1 2 3)ymjo 1 0]42
0 0 1

R()?) = w?

Cette valeur est plus grande que la valeur exacte qui est de 0.4450 \/% et que le mode exacte fondamental

. 1.0000
est: X =41.8019;.
2.2470

Pulsations fondamentales (propres) des poutres et des arbres :

Bien que la procédure décrite ci-dessus s'applique a tous les systémes discrets, une équation plus simple peut
étre dérivée pour la pulsation fondamentale de la vibration latérale d'une poutre ou d'un arbre portant
plusieurs masses telles que des poulies, des engrenages ou des volants-moteur. Dans ce cas, la courbe de la
fléche statique est utilisée comme une approximation de la courbe de la fléche dynamique.
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Considérons un arbre portant plusieurs masses, comme le montre la Figure.V.3.

m
—r sy

Figure .V.3. Arbre portant des masses.

L’arbre est supposé avoir une masse négligeable. L’énergie potenticlle du systéme est 1'énergie de
déformation de l'arbre dévié, qui est égale au travail effectué par les charges statiques. Ainsi :

1
Viax = 52?21 TG Wi (V.15)
ou : m;g (poids) est la charge statique due a la masse m; et w; est la fleche total de la masse m; due a toutes
2
les masses. Tax = % m(mwd) (V.16)

1/2
L. , . . n o omw;
par égalisation des énergies, on obtient : w = 9 Zizy MW
> omiw?
=17
Exemple

En utilisant la formule de Rayleigh, estimer la pulsation propre fondamentale des vibrations latérales d’un
arbre portant trois (rotors) masses, comme indiqué sur la Figure.V 4.,

avec : m=20 [kg], my=50 [kg], ms= 40 [kg], /= 1[m], [,= 3[m], /=4 [m] et [,=2 [m].

L’arbre est en acier de 10 [cm] de diamétre de la section transversale.

Figure .V.4. Arbre avec trois masses.

De la résistance des matériaux, la fléche due a une charge statique P d’un arbre comme indiqué par la Figure
.V.5., est donnée par :
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b

Figure .V.5. Poutre sous une charge statique.

POX (12 — p2 — x2); 0<x<a
w(x) = 6E”Pa 1) .
_Pal=x)y 2, 2 _ .
v [a* +x*—2Ix]; a<x <l

Les fleches dues a la masse m;:/ * position , x=1 m, b= 9m, /=10 m.

;_Pbx 9 o oy (2098D.9.(1) 112 _ o2 _ 12y _ 52974
W1 = Gen (I =b*—x%) = 6E1.(10) (1097 -19) = EI

*  Position , a=1 m, x= 4m, /=10 m,

;__Pa(-x) 3 2 __ (20981)(1) (10-4) 1,2 2 _1236.06
Wy = —— [a® + x 2lx] = SEI(10) [1¢+ 4 —-2.(10)(4)] = =
*  Position , a=1 m, x= 8m, 1=10 m,
r_ Pa (I-x) o 2 _ _ (20.9,81)(1) (10-8) . 2 2 _ 6213
w3 =—— = [a* + x* = 2Ix] = SE1(10) [1¢ 4+ 8“—2.(10)(8)] = <
- Les fleches dues a la masse m,:/ * position , x=1 m, b= 6m, /=10 m.
i _ Pbx 5 oo oo (50.981).(6).(1) 2 ;2 42y _ 309015
W1 = Gen I =b*—x%) = 6E1.(10) (10 -6 -1 = El
*  Position , b=6 m, x= 4m, /=10 m,
"o_ % 2 12 2y — (50.9,81).(6).(4) 2 g2 22y 9417.6
2 T 6EN (" =b*—x%) = 6E1.(10) (10° - 67 —4%) = El
*  Position , =4 m, x= 8m, 1=10 m,
"o_ _Pa (A-x)r 2 2 _ _ (50.9,81)(4) (10—8)  , 5 2 _ 52320 |
wy' = —— [a® + x* —2Ix] = 5E1(10) [4° + 8% —2.(10)(8)] = el
- Les fleches dues a la masse m3:/ * position , x=1 m, b= 2m, /=10 m.
o Pbx g2 2y - (5098D.2)() g2 _ 92 _ g2y _ 12426
W1 = S I =b*—x%) = 6E1.(10) (10%-2%-1%) = El
*  Position , /=2 m, x=4m, /=10 m,
4185.6

mo_ Pbx 5 5o 2y _ (50.981).(2).(4) 2 92 42y _
W2 = S I =b*—x%) = 6E1.(10) (107 —2%—4%) =

2

EI
*  Position , b=2 m, x= 8 m, /=10 m,

i _ PbX o oo o0 (50981).2)(8) ;102 o2 o2y _ 334848
W3 = S I =b*—x) = 6E1.(10) (107 —2% -89 = El
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Les fléches totales dues aux différentes masses :

1 486249

14839.26 9201.78
wy = W{ + W:{’ + wi " . "

! n ! 144
=w; +w) +w)' = ws = wj +wg +wjg’ = :
5 o W2 =Wt wy +wp 5 W3 =Wzt wz +ws £l

Alors par substitution dans la formule de Rayleigh, on peut trouver que la pulsation propre fondamentale
sera :

w = (g z?ﬂmiwi)l/z . {9.81*E1*((20).4862.49+(50).14839.26+(40)-9201.78)}1/2 =0 028222\/E_I'

T, miw? 20.(4862.49)2+50.(14839.26)2+40.(9201.78)2

4
Pour un arbre en acier : E = 2.07 x 1011 [%] etl = H(Z—'l)

= 4.90875 x 107°[m*] & w = 28.4482 [=] .
e ¢) Laméthode de Holzer :

Cette méthode est tres utilisée en vibration de torsion. Elle permet de calculer toutes les pulsations et les

modes d'un systéme a plusieurs degrés de liberté, avec ou sans amortissement, en vibrations libres ou

forcées.

Structures de torsion :

Considérons la structure dynamique de torsion, constitué de trois disques (engrenages), comme montrer la

Figure.V.6 .

Figure.V.6. Structure de trois disque en vibrations de torsion.
Le systéme d’équations, peut étre obtenu par application de la 2™ loi de Newton en dynamique :
J161 + ki1 (6, —62) = 0
JoOs + ki1 (8 — 01) + kp(B3 — 63) = 0. (V.18)
J303 + kep (63 — 6,) = 0

Puisque le mouvement est considérée de forme harmonique , on peut supposer que:
0;(t) =0Ocos(wt + @) [i=1,2,...,0] v (V.19)

Ce qui nous permet d’écrire le systéme d’équations :

a)2]1®1 = k1 (01 — 03)
0)2]2®2 = kt1(®2 - ®1) + kt2(®2 - ®3) ....................................... (VZO)
w2]3®3 = k(03 — 0,)

En additionnant les termes du systéme d’équations, on aura : Yo_; w?]/;®; =0 ................ V.21
Cette équation indique que la somme des couples d'inertie du systéme doit étre nulle.

Dans la méthode d’Holzer, une pulsation d'essai @ est supposée, et @, est arbitrairement choisie comme
unité, ensuite ®, est calculée de 1’équation qui s’ensuit, et puis ®; se trouve a partir de I'équation qui
s’ensuit, nous obtenons ainsi:

( ®1:1

! O = O = (V.22)
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Ces valeurs calculées sont substituées de 1’équation (V.21) pour vérifier la satisfaction de la condition.

Si I'équation n'est pas satisfaite, une nouvelle valeur d'essai de o est supposée et le processus est répété. Les
équations peuvent étre généralisées pour n systéme de disque comme suit:

P @0 = 0.t (V.23)
2 .
0, =0;,_; — ﬁ(z;{;lljk(ak) U= 2,30 ey T (V.24)

Ainsi la méthode utilise des équations a plusieurs reprises pour différentes pulsations d'essai. Si la pulsation
d'essai supposée n'est pas une pulsation propre du systéme, 1'équation n'est pas satisfaite. Le couple résultant
en équation représente un couple appliqué au dernier disque. Ce couple M, est ensuite reporté pour le ®
choisi. Lorsque le calcul est répété avec une autre valeur de o, le graphique résultant apparait comme
indiqué sur la Figure.V.7. A partir de ce graphique, les pulsations propres du systéme peuvent étre identifiées
comme les valeurs de ® auxquelles M; = 0. Les amplitudes ®; (i = 1,2, ..., n) correspondant aux pulsations
propres sont les formes de mode du systéme.

019 107~
i = -”l._'j

AN [ ANEEY ARRE NN
1 0

3
iy = [ Uy = 12247

—{L63 % 107 |

Figure .V.7. Le couple résultant en fonction de la pulsation.

Exemple g
rigile] i Narkrs [ rpdis ey [

ky = &M M-zl ko= 2 MN-mirad
L’agencement du compresseur, de la turbine

et du générateur dans une centrale thermique
est représenté sur la Figure.V 8.

Sl |
S ]

SEwhTE -

L ey Turkire Lieneric
I B k| fas = fkpr| ' {Ep-m©i

Figure .V.8. Structure en vibrations libres de torsion.
- Trouver les pulsations naturelles et les formes de mode du systeme?

Ce systéme représente un systéme de torsion libre ou sans contrainte. Le tableau V.1. montre ses
paramétres et la séquence des calculs. Les calculs pour les pulsations d'essai = 0, 10, 20,700 et 710 sont
indiqués dans ce tableau.
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Tableau .V.1. Exemple de calcul pour ® =1, 10, 20,..., 700, 710.

Les valeurs testées :
Parametres | Quantité 1 2 3 71 72
du systéme
® 0 10 20 700 710
©? 0 100 400 490000 504100
Station 1 :

J; =8 0, 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0
kep =4 x10° | My 0 800 3200 0.392%7 0.403"7
Station 2:

J,=6 o, 1.0 0.9998 0.9992 0.0200 -0.0082
ker =2%10° | My, 0 1400 5598 0.398"7 0.401%7
Station 3 :

]2 =4 O, 1.0 0.9991 0.9964 -1.9690 -2.0120

kez =0 Mg 0 1800 7192 0.119% -0.494F5

La quantité My désigne le couple a droite de la station 3 (générateur), qui doit étre nul aux pulsations
propres. La Figure .V.7. montre le graphique du M, contre . Des valeurs d'essai proches de w sont utilisées
au voisinage de Mz = 0 pour obtenir des valeurs précises de la premiére forme de mode flexible, illustrée a la
Figure .V.9. A noter que ®=0 correspond a une rotation d’un corps rigide.

il s ————— il

ol - 100 -
/

b *
_ 1_i'|\f" — Tl
oM T C RS e Turbine Lonerntels

Figure .V.9. Les premiers deux modes flexibles.

Bien que la méthode de Holzer ait été largement appliquée aux systémes de torsion, la procédure est
également applicable a 1'analyse des vibrations des systémes de masse a ressorts.

!—-'n:l!—-ﬁ.: I—g..-x: |_"'fn

Figure .V.10. Systéme dynamique libre masses-ressorts.
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Les équations de mouvement d'un systéme de masse ressort peuvent étre exprimées comme suit:

mljél + kl(xl - xz) =0
{mzjc'z + k(o —x1) F ko (o — x3) = 0 5eeeveieiieiiieiins (V.25)

Pour le mouvement harmonique ; x;(t) = X; coswt ou X; est I'amplitude de la masse m; et les équations
peuvent étre écrites :
{ w?m Xy = ki (x; — x3)

WMy Xy = ky(xty — 1) 4 ky(oty — X3) sevreeneeneenemneenannannns (V.26)

La procédure de la méthode d’Holzer commence avec une pulsation d'essai et I'amplitude de la masse m; =
Xi1 =1, on peut alors utiliser les équations pour obtenir les amplitudes des masses m,, ms, ...., m;:

2m,X.
XZ = X1 - %111
2
Xz =X, — ‘I‘c’—z(mlx1 +m,X,) T RTEOR (V.27)
2 .
(X = Xio1 — kf’—_lz;c;ll(mkxk) i=1,2,...,n

Comme dans le cas des systémes de torsion, la force résultante appliquée a la dernieére (ni€éme) masse peut
étre calculée comme suit:

Les calculs sont répétés avec plusieurs autres pulsations d'essai. Les pulsations propres sont identifiées
comme les valeurs de ® qui donnent F= 0 pour un systéme libre. Pour cela, il convient de tracer un
graphique entre F' et ®, en utilisant la méme procédure pour les systémes de masses-ressorts que pour les
systémes de torsion.

Exemple

Utiliser la méthode d’Holzer pour calculer les pulsations propres de la structure constituée des masses-
ressorts, comme montrer par la figure suivante, en supposant : ml1=m2= 1 [kg] et k1=k2=1 [N/m]:

ki ks

[ OO 72 OO0
‘—;Xl =1 }—»Xg }—>X3

Figure .V.11. Structure dynamique de masses-ressorts.

Tableau .V.2. Exemple de calcul pour @ =0.5, 0.75, 1.0, 1.5, 1.79, 2.0.

Les valeurs testées :
Paramétres | Quantité 1 2 3 4 5 6
du systéme
® 0.5 0.75 1.0 1.5 1.79 2.0
w? 0.25 0.56 1.0 2.25 3.20 4.0
Station 1 :
m; =1 X, 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0
m, =1 X, 0.75 0.44 0.0 -1.25 -2.21 -3.0
ms; =1 X 0.31 -0.36 -1.0 -0.68 1.66 5.0
k,=1 F; 0.51 0.60 0.0 -2.10 1.47 12.0
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Par représentation graphique de F = YI-; w? m;X; en fonction de w, on peut constater que les pulsations
propres de la structure sont :

wy =02 wy =1.0 [ ; w3 = 1.70 [2].

N

e L)

Figure .V.12. La courbe de F = Y-, w? m;X; en fonction de la pulsation .

Autant de méthodes ont été développées, telle la méthode de stodola, la méthode de la matrice d’itération, la
méthode de décomposition de Choleski, la méthode de Jacobi, la méthode de Myklestad-Prohl et la méthode
de I’'impédance mécanique.

V.3. Structures dynamiques a 2 degrés de liberté :

Les structures dynamiques qui nécessitent deux coordonnées indépendantes pour décrire leur mouvement
sont appelés structures a deux degrés de liberté. Nous nous limitons & deux dégrées de liberté dans ce
chapitre, afin de faire une introduction simple au comportement des structures avec un nombre arbitrairement
élevé de degrés de liberté. Puisque c’est la méme procédure développée a I’étude des structures dynamiques
a 2 ddl qui est appliquée aux structures a plusieurs ddl.

Ce chapitre traite les structures dynamiques de deux degré de liberté, qui nécessitent deux coordonnées
indépendantes pour décrire le mouvement. Les équations de mouvement couplées de la structure sont
obtenues en utilisant la seconde loi de Newton du mouvement. En exprimant ces équations sous forme
matricielle, on identifie les matrices de masse, d'amortissement et de raideur de la structure. En supposant le
mouvement est harmonique de deux masses, les valeurs propres ou les fréquences naturelles de la vibration,
les modes propres et les réponses de la vibration libre de la structure non amorti ont été déterminés. La
méthode de combinaison des conditions initiales est également décrite. Les deux degrés de liberté des
structures en torsion sont traitées de manicre analogue.

3. 1. Etablissement des équations différentielles de mouvement :

Considérons une structure de 2 masses, ressorts a deux degrés de liberté, visqueusement amorti, représenté
sur la Figure V.13.
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(1) x(1)
i k, h() ks AD gy )
T AT wn—,
j N m | My n
o U ¢ 1] R ¢ 1
L, L, 7 7 7777770,

Figure V.13. Structure dynamique libre a 2 ddl constituée des masses-ressorts-amortisseurs.

Le mouvement du systéme est completement décrit par les coordonnées x;(t) et x,(t), qui définissent les
positions des masses m; et m, a tout instant t a partir des positions d'équilibre respectives. Les forces externes
Fi(t) et F5(t) agissent sur les masses m; et m,respectivement. Les diagrammes de corps libres des masses m1;
et m, sont montrés sur la Figure.

> X1, X > ), X5
= —f
kyx; <— — k(25 — X)) ~——] — ks,
m L) :
. 1 2
N > ol - %) <—] > ¢34

Le ressort /3 est sous
compression +x2

Le ressort k2 est sous
tension +(x2-x1)

Le ressort k1 est sous
tension +x1

Figure V.14. Les forces agissantes sur les masses isolées de la structure.

L’application de la seconde loi du mouvement de Newton a chacune des masses donne les équations du
mouvement suivantes :

{m1551 + (c1 + )% — Xy + (ky + kp)xg —koxp, = f3
MyX, — X + (€3 + ¢3)% — koxy + (ky + k3)x, = f

On peut voir que la premiére équation contient des termes impliquant x, (2 savoir ; —c,%x, et —k,x,) alors
que la deuxiéme équation contient des termes impliquant x; (a savoir; —c,X; et —k,x;). Donc ils
représentent un systéme de deux équations différentielles couplées de second ordre. On peut donc s'attendre
a ce que le mouvement de la masse m; influence le mouvement de la masse m, et vice versa. Les équations
dynamiques précédentes et peut étre écrit sous forme matricielle comme suit :

[M]Z () + [c]Z(E) + [KIZE) = FUE) 5o, (V.30)
Dans le cas d’une structure dynamique a 2 ddl, on trouve :
_[my 0] [t —Cy _ [kl + ky -k,
[m] = [ ; mz], (@=["02 2] = 0 ] 3D

3.2. Types de couplage :

Dans le systéme d’équations différentielles précédentes, on remarque que dans la matrice masse les deux
déplacements (accélérations) ne s’interchangent pas les coefficients et I’existence des coefficients nuls par
rapport a la diagonale de la matrice) on peut dire qu’on n’a pas un couplage d’inertie, mais dans la matrice
de rigidité les déplacements s’interchangent avec symétrie par rapport a la diagonale, on peut dire qu’on a
un couplage élastique. On cite I’existence d’un couplage par amortissement car les coefficients de la
matrice d’amortissement liés aux deux vitesses s’interchangent avec une symétrie par rapport a la diagonale.
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Avec : X(t) et f (t) sont appelées les vecteurs déplacements et les vecteurs forces respectivement, donnés
par :

() = {2 Eg} o F(O) = {ggg} e (V.32)

De plus, les matrices de masse, d’amortissement et de rigidité peuvent étre considérées comme symétriques,
de sorte que:

ou exposant T indique la matrice transposée.

3.3. Les vibrations libres non amorties :

Pour I’analyse des vibrations libres on doit considérer : f1(t)=f»(t)=0.
En outre, si I'amortissement est ignoré ou négliger c;=c,=c3=0.

Le systeme des équations différentielles devient :

mljél + (kl + kz)xl - kzxz =0 .
{mzic'z kg + (kA Jeg )y = 07T (V.34)
Le systeme d’équations peut étre écrit sous forme matricielle comme suit :
[MIRCE) + [KIZE) = 05 (V.35)
_ m1 0 . _ k1 + k2 _kz
[m] = [ 5 mz] ; [k] = [ S S (V.36)

3.4/ Matrice de flexibilité « de souplesse »:

La rigidité d’une structure dynamique peut étre décrite par [k] ou par sa flexibilité [f], de fagon que :

D =IKT e (V.38)
Pour : {F} = [k]{x} on peut utiliser : {x} = [f[{F};................. (V.39)
Des fois, si on connait les coefficients de la matrice de flexibilité [f] et puisque :
Ikl =] 5, (V.40)
L’équation du mouvement des structures dynamiques en vibrations libres non amorties, s’écrit :
[m]{%} + [k]{x} = 0, avec: [m]{i} = —[f1"{x} = —w?[ml{x}........... (V.41)
Ce qui nous permet de I’écrire sous la forme : ([I] — w?[m] [fD{x} =0 ................. (V.42)

afin de déterminer des pulsations propres.

Exemple :
Soit la structure suivante constituée d’une poutre sur deux appuis avec deux masses concentrées m; et m, ;
El I'Iu:&;ni } ﬂ%rl i

i by v ¥a |

Figure .V.14. Poutre supportant deux masses.

- Donnez le systéme d’équations différentielles du mouvement ?
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Grace au principe des forces virtuelles, le déplacement vertical A a I'emplacement d di a une force
unitaire agissante a la position a peut étre facilement déterminé d’apres les formules développées en RDM :

L
a d

.4+ It
lF=1 ‘

= —I

Figure V.15. Flexibilité d’une poutre supportant deux masses.

3
A= —ad(@®+ 682 —1).25 avec: a=2%et5=2;
6EI L L

La matrice de flexibilité consiste des éléments suivants :

) =[FI{F};
.o Y1 fi1 f12] {Fl}
Clest-a-dire : = [
{y 2} f21 fa2l (F,
Ou:  f;j = Lafléche (le déplacement) de la coordonnée i due a une charge unitaire appliquée

a la coordonnée j.

Les facteurs de f;; peuvent étre calculés par :
4 I3 7 L3 7 L3 4 L3
:A 2= .. =A 2 2= .. =A 1 = .. :A 2 1= —,— .
fia a=§,8=§ 243" EI’ frz a=,6=7 486 EI’ f21 a=§.8=§ 486 " EI ; f22 a=56=;" 243°EI’

3
Donc : la matrice de flexibilité sera: [f] = 48L6EI' {73 g
. 1 _162E1 [ 8 —7
La matrice de rigidité obtenue est : [k] = [f]™' = E .[_7 3 ] ;

. m 0
La matrice masse est : [m] = [ 01 m ] ;
2

Le systeme d’équations différentielle du mouvement de la structure est :

S e A N T !

a. Recherche des pulsations propres

Supposons que les deux masses possédent des mouvements harmoniques avec la méme pulsation ® et la
méme phase ¢,

x,(t) = X;cos(wt +¢)
{xz (t) = X, cos(wt+¢)°

Ou : X; et X; sont des constantes qui désignent les amplitudes maximaux de x;(t) et x,(t) ; par substitution, on
trouve :
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[{_mla)z + (kl + kZ)}Xl - kzXz] COS((Dt + (I)) = 0
2 e (V.44)
[_kZXl + {—mlw + (kz + k3)}X2] COS((Ut + (1)) =0
Ou sous forme matricielle :
{—myw? + (ki + k3)} —k; ]{Xl}
t =0............ V.45
—kz {—mlwz + (kz + kg)} XZ COS(w + d)) ( )
. {—myw? + (ky + ky)} —k, ]

Ont 1 t D=~ -~ >~ 0 e V.46
n trouve la matrice [D] k, (mmyw? + (ky + k) ( )

Sous forme reéduite on peut écrire que: J= (—w? M + K), La matrice B cst appelée La matrice

dynamique.
Pour une solution non triviale, il faut que le déterminant de la matrice ep, c’est-a-dire : det(ep)=0 ;

Ou bien : il faut que les coefficients liés a X et X, soient égale a zéro.

{=myw® + (ky + k3)} —k; ]
det =0;...(vV47
¢ —k; {=myw® + (ky + k3)} oo )
Qui nous donne :
(mlmz)a)4 - {(kl + kz)mz + (kz + k3)m1}0)2 + {(kl + kz)(kz + k3) - kzz} = 0 ............ (V48)

Cette équation est appelée « équation caractéristique, des pulsations », ces racines sont :

1
w2 w2 =1 {(k1+k2)mz+(kz+k3)m1} Tl {(k1+k2)mz+(kz+k3)m1}2 _4 {(k1+kz)(kz+k3)—k§}
L2 7, mym, 2 mym, mym,

Ceci montre qu'il est possible pour le systéme d'avoir une solution harmonique non triviale de la forme
quand o est égale a ; et ®, donnée. Nous appelons ® ; et m, les fréquences naturelles du systéme.

b. Recherche des modes propres

Les valeurs de X; et X, restent a déterminer. Ces valeurs dépendent des fréquences naturelles ®; et m,. on
notera les valeurs de X; et X, correspondant a ®; comme X; D et X, D et celles correspondant & ®, comme X;
@ et X, @ De plus, puisque I'équation est homogéne, seuls les rapports :

r={X; D x, (l)} et r={X; @/ x, (2)} peuvent étre trouvés. Pour o> = m,* et ®> = ®,> donne:

(1) 2
X3 —-miwi+(k;tk;) k>
T =—4= = = e V.50
L Xil) ko —mywi+(ky+ks) ( )
(2) 2
X, -miws+(k,+k;) ko
T, = =5 = S e V.51
2 sz) k, —mywi+(ky+k3) ( )

. . . . N 2 2
A noter que les deux rapports sont identiques. Les modes normaux de vibration correspondants a ®;” et ®,
peuvent étre exprimé, respectivement, comme :

(1) (€] () (2

v(1) — X1 _ X1 . v(2) — X1 _ X1

XY = W= (> X'\ = (= @) s (V.52)
X2 r1X1 X2 erl
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Les vecteurs X et X(?), qui sont les modes normaux de vibration, sont connus comme les vecteurs modaux
du systéme. La solution (réponse) des vibrations libres ou 1’expression du mouvement dans le temps peut

étre :
1) ®
" Xt X t+ :
XD = { 1(1)( )} = 1(1)cos(a>1 b | le premier mode,........... (V.53)
X3 () r X, cos(wit +¢,)
" x@w®))  ( XxP cos(w,t +0,) .
X)) = { © } = @ 17 3 =le deuxiéme mode,......... (V.54)
X7 () 12Xy cos(wyt +¢,)

La solution générale sera la superposition linéaire des solutions des équations différentielles, c'est-a-dire :

X = XP e, X0 (V.55)

@

Ou c; et ¢, sont des constantes, puisque : XW et X@ implique les constantes inconnues X;® et X;®, on peut

choisir ¢c;=c,=1 sans avoir perdre la généralité. L’expression du vecteur x(t) devient :

x.(t) = xl(l)(t) + xéz)(t) = Xl(l) cos(wlt + ¢1) + Xl(z) cos(wzt + ¢2)
x,(t) = xél) )+ xéz)(t) =n Xl(l) cos(wlt + ¢1) + erl(Z) cos(a)zt + 4)2) ’

Ou les constantes inconnues sont : Xl(l) et X1(2) , 0, et ¢, qui seront déterminé & partir des conditions
initiales.

c. Les conditions initiales
Positions initiales : x;(t = 0) = x7(0), x,(t =0) = x5,(0)..cceeiiiiiiii, (V.57)
Vitesses initiales : X, (t = 0) = %1(0), X,(t=0) =%(0) ...oeviiviiiiniiinn... (V.58)

Par substitution, on aura :

x,(0) = Xl(l) cos ¢, + Xl(Z) cos ¢, (V.59)
£.(0) = —o, le Sin, - szl(z) sing, .

x,(0)=n Xl(l) cosd, + 1, Xl(Z) cos ¢, (V.60)
£4(0) = —o, 7‘1X1(1) Siné, — w0y 1 Xl(z) sing, .

Quatre équations algébriques avec les inconnus : Xl(l) cosd,, Xl(z) cos¢, , Xl(l) sin¢, et X:EZ) sing, ; qui

sont :

X:El) cos ¢1 — {TZXI(O)—XZ(O)}

r2-T

Xl(l) sin ¢1 — {_7’29&1(0)‘”&2 (0)}

w1 (r2—71)

Xl(z) cos ¢2 _ {—r1x1(0)+x2(0)} ....................

To—T-
k X]FZ) Sin(b — {rlxl((z))_;z(o)}
2

w1 (r2—71)

Alors, les solutions recherchées seront :

Pour les amplitudes :
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2 2 1/2
Xl(l) = [{Xl(l) cos ¢1] + {Xl(l) sin ¢1} ]

1/2

{=12%1(0)+%2(0)}
= o |21 (0) = x; ()2 + EA O]

@ @ 2 (y® 212 rus (0)-2, 0 12 V62)
; T1X1 2
(X7 = [{Xl cos ¢2} +{X1 smq)z} ] =% r) [{ %1 (0) + x,(0)} + T]
( x® sin ¢ .y )
— -1 1| -1 72%1(0)+%2(0)
¢ = tan {x(l) os ¢1} tan {wl[rle(o)—xz(o)]}
Pour les phases : *® sing @i T (V.63)
— -1 Siné, | _ -1 71%1(0)+%2(0)
U)Z = tan {Xf) cos¢2} tan {wl[—rlxl(o)—xz(o)]}

Exemple 1:
Soit la structure d’un batiment constitué de deux étages (2 ddl) avec les données suivantes :

m;=m, =m etk; =k, =k, Onvousdemande de faire I’étude dynamique de la structure ?

m, x
EEE——— ) | 20

I'N.Z =m

k,/2 ko2
m X k= k

EEe—— ) (0
—

k2 k/2 e

ky=k

7

Figure V.16. La structure discrétisée d’un batiment de deux étages.
a. L’équation différentielle du mouvement des deux masses :

Selon la 2°™ loi de Newton en dynamique, on trouve :

o R A A T R
b. Les pulsations propres:

2k — mw? —k

La matrice dynamique sera : [D]= I i
— —mw

,|> calculons : det(D)=0, nous obtenons I’¢quation

caractéristique des pulsations :
2k — mw?)(k — mw?) — (=k)(=k) = m?w* — 3kmw? + k? =0;
= Les solutions de 1’équation caractéristique, nous donne les pulsations propres suivantes :

3FV5 k k rd k rd
Wj=""—d w 0:0,618\/% [ et w20:1,618\/% [=1;

¢. Les modes propres:
Par substitution de la pulsation w;y dans le systéme d’équations :

2 _ 2k — w?*m —k ]{Xl} 0
[k = ™m]X —k k — w?ml X, {0}

On trouve : Xz(l) =1,618 Xl(l) , si Xz(l) =1 -)Xl(l) = 0,618, la structure montre les déplacements en
vibrations suivantes (de méme sens) :
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Figure V.17. La structure déformée selon le premier mode

Par substitution de la pulsation w,y dans le systéme d’équations :
2k — w?m —k X1 0
o [HE
[k = @"m] “k k- w?mllX, o)
0,618 X1(2) , siX; @) = =1=2X, (2) — _0,618, la structure montre les déplacements en
r\'—' xP =-062
N

On trouve : XZ(Z) = -0,
vibrations suivantes (de sens opposé) :
4—) X 52) =1
]

Figure V.18. La structure déformée selon le deuxieéme mode

)
X~ _0,618;

1
= 1618 1, = (5=

X,
Les rapports seront : r; = (1)
d) Verification de [’orthogonalité des modes propres
=1,382m, XTm X, = [0,618 1] ][ 0618]
m 0 1 _
—o618][ - [_01618] =1,382m.

e Pour la matrice de masse
(0,618 1] [m 0] [0,618]

XImX, =
Xfmx, =[1 —0,618][" ;][0'6;8]_0 XImx, =[1
[Zk _kH 01618]:

e Pour la matrice de rigidité
XTk X, = [0,618 1] E’I‘( _kk [0‘6118]:1,382k,X1TkX2:[0,618 1]
—K1[0,618] _ . T v 4 2k —k
k][ ]_o,szXZ_[ 0618][ ][ 0618]—3,618k.

XTkX;=[1 —0618]|

d. Les conditions initiales

Prenons les conditions initiales suivantes

x1(0)= 0.618 [m] ; x2(0)= 0.000 [m] et %, (0) = x,(0) = 0[?]
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Pour les amplitudes :

. . 1/2
1 {=13%1(0) + %, (0)}?
v _ 2 241 2 .
X7 =— |[{nx1(0) —x,(0)}* + =0,171|m
1 (rz _ rl) [{ 2 1( ) 2( )} wf [ ]
X = = [{(-n2(0) + %, (0)} + —{rlxl(o)"*Z(O)}z]l/z = 0,447[m];
1 (ry—=1y) 141 2 w% ’ 5
Pour les phases :
= tan-t {2200 ) _ : — =1 [ EO+%0) ) _ :
0, = tan ™ e e = Ol 0, = tan™t (P S ) = Ol

Les réponses de la structure recherchée sont :

x1(t) = 0,171 cos (0.618\/% t) + 0,447 cos <1,618 \/%t) :
x,(t) = 0,277 cos <0,618\/% t) — 0,276 cos <1,618 \Et> ,

Les réponses de la structure peuvent étre représentées par les courbes suivantes :

Figure .V.19. Les réponses de la structure pour des conditions initiales données.
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3.5. Les vibrations de torsion :

Nous étudions maintenant, la structure montrée par la Figure .V.20. , constitué de deux volants a
inerties rotatives Jy; et Jyz. L’extrémité de 'arbre fixée au rotor est considérée comme une extrémité
fixe. le couple d'entrainement au premier volant est My(?). Les coordonnées généralisées ¢ et ¢
sont utilisées pour décrire les rotations des volants autour de l'axe k a travers les centres respectifs.
Les inerties des arbres sont négligées, la rigidité en torsion de l'arbre entre l'extrémité fixe et le
volant le plus proche est représenté par k; et la rigidité en torsion de l'autre arbre est représentée par
k2.

On suppose que les volants sont immergés dans un boitier rempli d'huile et I'effet dissipatif
correspondant est modélisé en utilisant les coefficients d'amortissement visqueux ¢;; et ¢, dans les

diagrammes de corps libres de la figure, les moments d'inertie —]Olilil et —Joo if)lsont ¢galement

montrés.
R A crahs "1-1,.:{:5':
/\\i cadhy .;',.|x.lbll
Jan Ji2 ki 1y
|
- (((@ (e (-
| S .
M 1) b, M) W,
; !
b, X

Figure .V.20. Systéme a deux volants entrainés par un rotor et diagrammes de corps libres montrant
les moments d'inertie illustrés par des lignes brisées.

Par I’application du principe d'équilibre des moments angulaires des volants, nous obtenons les
équations différentielles du mouvement, comme suit :

{101431 + Ctl(i)l + ke 0, + ktz((l)l - (I)z) = Mo(t)
]02¢2 + Ct2¢2 + kt2(¢2 - ¢1) =0
Les mémes procédures de résolution afin d’avoir les réponses des rotations des volants est

similaires a celle des translations des masses, comme nous allons le constater par les exemples de
vibrations libres en torsion suivants :

Exemple 1:

La propulsion d’un Bateau est assurée par un moteur marin
liée a une hélice, la structure dynamique « moteur marin-
hélice » est considérée en vibrations de torsion libres sans
amortissement, elle est schématisée par la Figure .V.22. :

Pour: fi=h, h=2/y et  ku=ko=k,

Figure .V.21. Schéma de moteur-marin

connecté a I’hélice.
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Trouver les pulsations et les modes propres pour la structure en vibration de torsion ?

Figure .V.22. Modélisation du moteur marin d’un bateau li¢ a I’hélice.

Les équations différentielles du mouvement sont établies comme suit :

{]Oél + Zktel - ktez = 0 .
2]092 - kt91 + ktez =0 ’

La solution recherchée est de forme : 8;(t) = ©; cos(wt + ¢) ; i=1,2
Apres dérivation et substitution, on obtiendra 1’équation caractéristique des pulsations suivante :
2J3w* — SkiJow? + kZ =0

Les solutions de cette équation, nous donne :

Wp1 = ﬁ(s_\/ﬁ) etwoz = thO(S“I‘m)

4Jo

Les rapports des modes propres sont :

ofV (5—v17) o (5+V17)
n=—G5=2- etry, =—=2— .
03 4 o 4

Les réponses générales de la structure dynamique libre (principe de superposition des solutions des équations
différentielles) seront:

{ 6,(t) = O cos(wpit + @1) + Oy cos(wot +¢z)
0,(t) =11 ©, cos( w1t + 1) + 712 O, cos(wozt + @3)

Les quatres constantes O, ®, , @, et ¢, sont a déterminer a partir des conditions initiales : 6,(0) , 8,(0),
6, (0) et 6,(0).

Exemple 2 :

Un arbre régulier de longueur 4L[m], ayant trois appuis, deux volants sont montés sur cet arbre de masses
identiquesau milieu des appuis. Déterminer les pulsations critiques de cet arbre ?
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L et L )-1-(—1.-—-—)-
l m [m,

Figure .V.23. Arbre portant deux volants sur trois appuis.
Soient y; et y,, les déflections résultantes des pulsations m, et , respectivement et soient :
J11,9 f 12, f 21 €t f 22 : les coefficients d’influence (matrice de flexibilité) .
Par applications du principe de d’ Alembert , on trouve:

{3’1 = —fi1.m. Y1 — fi2.mp. V2
Y2 —f21-mMq. 51 — faz-mp. Yy

On suppose que le mouvement est périodique :

y, = —w?B cos(wt + @)’

=A
{yl cos(wt + @) done -

j1 = —w?Acos(wt + @)
y, = Bcos(wt + @)’

(1 = fir.m. w)A = (fi2.mp.@*) B =0

Par substitution, on trouve : {
—(f21.m1. (1)2)14 + (1 - fzz.mz. (1)2)3 = 0

Des équations algébriques linéaires sur A et B, la solution recherchée est connue si le déterminent des
coefficients de A et B est nul :

¢! —f11-m1-w2) —(f12-m2-w2)

—(f21.m1.w2) (1 —fzz-mz-wz) =0

Ce qui nous permet d’avoir I’équation caractéristique des pulsations suivante :
(firfaz = fizfe1) MMy 0* — (fyymy + fromp)w? +1 =0
Pour raison de symétrie du probléme ...donc : fi; = foz et fi2 = fo1

Les déflections sont déterminées par la résistance des matériaux des poutres en flexion par :

fii= 2313 ot fiy = -913
11 ™ 192 E1 11 7 1921 2

Par substitution dans 1’équation des pulsations, nous aboutissons a :

6El rd 139EI rd
wy = /—mL3 [Flet = |55 [5]
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Exemple 3: Absorbeur dynamique :

Le probleme vibratoire se pose en général a la pulsation de résonance d’un premier systeme (Machine)(au
cours d'une montée en vitesse, quand la pulsation forcée du moteur est égale a la pulsation propre de la

. d e . q e ,
structure) si @ = wy =+ ki /My [%]. Pour réduire l'amplitude des vibrations induite par la résonnance, une

masse m, est suspendue élastiquement par une raideur k, au premier systéme (la machine) constituant ainsi
un systéme a deux ddl.

Figure .V.24. Absorbeur dynamique ajouté a une structure.

Les équations différentielles du mouvement sous forme matricielle sont :

(ky + ky —my &?) —k> {X1} _ {Fl} :
_kz (kz - mzaz) XZ 0 ’

Les amplitudes des déplacements des deux masses, sont :

X. = Fy (ky — my@?)
! ' (ky + ky — my@2)(ky — my@2) — ky”
Fik,
(k1 + ky —my@?)(ky — my®?) — ky

2 2

_ 2 _ Kk
=w" = m_’ par contre la masse m; va
2

La pulsation qui annule les oscillations de la masse m; est: @

oscille avec une amplitude maximale X," = — k—l ; c'est-a-dire que le ressort de la masse m, va développé
2

une force de rappel qui va équilibrer la force excitatrice pour une valeur maximale, on peut avoir :

Fl = _kZXZ*‘
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Figure .V.25. Représentation des amplitudes et des phases d’une structure forcée avec absorbeur.

3.6. Les vibrations libres amorties

Dans ce cas D’analyse des vibrations libres on doit considérer : fi(t)=f(t)=0, et les coefficients
d’amortissement sont non nuls, ’analyse est similaire aux vibrations libres non amorties, pour mieux
maitriser I’analyse et les calculs simplificatrices des exemples ont été pris en considération.

Exemple 1 :
Soit la structure dynamique suivante, en considérant cette fois que les forces excitatrices externes nulles

(f1(t) =(1)=0). Avec m 1= 2 [kg], m2=4 [kg], k1=8 [N/m], k2=4 [N/m], c=2 [N.s/m].

'—» x(0) ’—»xz(r)
| k,

1k AT

j {m\ ﬂIl _|| ”32

2 ) 7 ¢ O N
o o o o o o o o o o A

Figure .V.26. Une structure dynamique en vibrations libres avec amortissement.
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Les conditions initiales sont supposées étre : x;(0)=0 [m], x,(0)=1 [m] et %, (0) = x,(0) = 0 [m/s]

On aura cette fois, le systéme d’équations différentielles suivant :

{256'1+2561—25Cz+12x1—4x2:0.
45@2—2X1+25C2—4x1+4x2=0 ’

Pour résoudre ce probléme, on utilisera la méthode de transformée de Laplace :

{Z[SZXl(s) + sx,(s) —x,(0)] + 2[s X;(s) — x,(0)] — 2[s X5 (s) + x,(0)] + 12 X;(s) —4X,(s) =0
4[s2X;,(s) — sx2(0) — %2(0)] — 2[s X1 (s) — x1(0)] + 2[s X, (5) — x2(0)] — 4 X;(s) + 4X,(s) = 0

Pour les conditions initiales : x;(0)=0 [m], x,(0)=1 [m] et %, (0) = %,(0) = 0 [m/s]
Le systéme devient :

{ (252 4+ 25+ 12)X,(s) — (2s + 4)X,(s) = =2
(452 + 25 + D)X, (s) — (2s + 4)X,(s) = 4s+ 2

Pour résoudre le systéme d’équations, on utilise la méthode de résolution de Cramer, pour trouver Xi(s) et
Xa(s) :

-2 25 —4

D1($) =45 4 2 452+25+4|:16S’

2s®2+2s+12 =2 3 2
D = = 8s3 + 1252 + 48 s + 16,
2(5) —2s—4  4s+2| "% s s

252+ 2s+12 —2—4 4 3 2
D = =8s*+ 1253 + 56 s%2 + 165 + 32,
2(5) —2s—4  4st42s+4l s s s
Alors :

X,(s) = Dy(s) _ 16 s _ 2s .
1 T D(s)  8s*+1253+56 s2+165+32  s*+1.553+7 s2+25+4

_ Dy(s) _ 8s3+12s52+48s+16 _ s3+1.5s2+65+2
X3 (S) -  ggt 3 2 — 3 2 >
D(s) 85%+1253456 s2+16s+32  s*+1.553+7 5%+ 25+4

Pour rendre la forme du dénominateur quadratique (s2) nous allons chercher les racines de 1’équation
caractéristique : s* + 1.553 + 752 +25s+4 =0,

On utilise un programme sous MATLAB qui nous permet de trouver :

S =a+ib=—06567 +i2.3807
{53_4 = c+id = —0.0933 + i 0.8044

Les racines sont complexes (vrai pour les structures dynamiques amorties), pour trouver les fonctions
inverses par les transformations de Laplace, les solutions doivent étre décomposées en €léments simples :

2s __ C1b+Cy(s+a) | C3d+Cyu(s+c) |
(s+a)2+b2][(s+c)2+d?] ~ [(s+a)?+b?] [(s+c)2+ad?]

X,(s) = [
Oua = 0.6567,b = 2.3807,c = 0.0933 et d = 0.8044.

Par développement du numérateur et faire la comparaison, on aboutit au systeme d’équations suivant :

Cours Dynamique des structures avancées Page 115



Chapitre V :

{ CZ + C4_ =0
{ bCi+ 2c+a)C,+dC3+ (2a+c)C,=0
2¢h C; + (2ac + c? + d?)C, + 2ad C3 + (2ac + 2a? + b?)C, = 2

\(be? + bd?)C, + (ac? + ad?)C, + (da? + db 2)Cs + (ca? + ch?)C, = 0

On fait recours a Matlab pour trouver :

C; = —0.0945
C, = —0.3713
C; = 0.0196
C, = 0.3713
Donc, on peut écrire que :
X,(s) = —0.0945 b 0.3713 (s+a) + 0.0196 d + 0.3713 (s+0)
18) = —% [(s + a)z + b?] ' [(s +a)z + b?] ' [(s + )2+ d?] ' [(s + )2 + d?]

La fonction inverse de la transformation de Laplace, on trouve :
x1(t) = e706567t(0,0945 sin 2.3807 t — 0.3713 cos 2.3807 t) + e~%933¢(0.0196 sin 0.8044 t + 0.3713 cos 0.8044 t)
De la mém maniére on toruve :

53+1.55%2+6 5+2 __ Csb+Cs(s+a) | C,d+Cg(s+c) |
[(s+a)2+b2][(s+c)2+d?] ~ [(s+a)?+b?] [(s+¢)2+d?]

X(s) =

Cs = —0.0418
Cs = 0.0970
¢, =0.3077 °
Cs = 0.9030

Alors :

- b Gt _a _Gro
X,(s) = —0.0418 T+ 00970 =220 + 03077 o 4 0.9030 - =

[(s+a)2+b?
La fonction inverse de la transformation de Laplace sera :
x,(t) = 706567 £(—0.0418 sin 2.3807 t + 0.0970 cos 2.3807 t) + e~29933¢(0.3077 sin 0.8044 t + 0.9030 cos 0.8044 t) ;
La structure dynamique étudiée admet les réponses suivantes pour des vibrations libres amorties qui sont :

{ x,(t) = e7%6567£(0,0945 sin 2.3807 t — 0.3713 cos 2.3807 t) + e~ *?33/(0.0196 sin 0.8044 t + 0.3713 cos 0.8044 t)
x,(t) = e7"65671(_0.0418 sin 2.3807 t + 0.0970 cos 2.3807 t) + e~ **33¢(0.3077 sin 0.8044 t + 0.9030 cos 0.8044 t)

Qui peuvent étre représentés par les courbes suivantes :
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Figure .V.27. Les déplacements des masses de la structures dynamique avec amortissement.
Exemple 2 : Absorbeur dynamique amorti :

Considérons 1’absorbeur dynamique ou un amortissement visqueux a été installé en paralléle avec la ressort
de rigidité k, comme montrer par la Figure .V.28.

Figure .V.28. Structure dynamique avec absorbeur et amortissement.

Le systéme des équations différentielles est donnée sous forme matricielle :

[kl +ky —my @* +icw —k, —ic ]{Xl} _ {F} _
—kz —icw kz —m, 52 +icw )?2 0)~°
Avec: A (@) = ki +ky,—my @*+icw —k, —ico _
’ B —k, —icw k, —m, @ +icwl

Alors, par utilisation de la méthode de Cramer, on peut en déduire :

S 1

1
= 5w A@)

_ —2 7o
(ky —m, @° +icw) F et XZ_A(w)

(ky +icw) F,

. L= = = k o .
La force transmise a la fondation Fr a travers le ressort kl est: Fr =k X; = r;) (ky —my @2 +icw) F,

La grandeur physique de la force transmise Fy peut étre calculée par le calcul de la magnitude de Fr .

Les amplitudes recherchés X; et X; peuvent étre obtenus par un calcul des magnitudes de X; et X, .
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Figure .V. 29. Représentation de X1 en fonction de @ ,
courbe 1 : structure sans amortissement et coube 2 avec amortissement.

La courbe 2 représente I’amplitude de la réponse x1(t) avec la pulstaion forcée, noter 1’atténuation de
I’amplitude aux environs des pulsations propres ®, et ®, mais pour ® = ®" la courbe ne s’annule pas.

L’exemple suivant des vibrations libres en torsion avec amortissement donne plus de détails concernant la
démarche de résolution.

Exemple 3 :

A) Une structure mécanique a 1 ddl, est constitué d’un disque lié a un arbre de rigidité k4, le disque est
soumis a un couple d’entrainement M(?) , le disque oscille autour de son axe avec une pulsation @. Si son
5. . . A _ rd
moment d’inertie est J; et sa pulsation propre ®, est : wg; = +/ kt1/J1 [?].
Trouver la relation existante entre I’amplitude de 1’angle de torsion 0, et la pulsation forcée @ ?

B) Si on fait ajouter un absorbeur dynamique des vibrations constitué d’un disque de moment d’inertie
J,=(1/5).J; etun arbre de rigidité k;,, sa pulsation propre wgy, = +/k¢2/J2 [%].

Définir le lien entre 1’amplitude des vibrations forcées A; et la pulsation forcée w ?

C) On ajoute un amortisseur de coefficient ¢ entre les deux disques.

Déterminer le rapport entre I’amplitude des vibrations forcées A; et les petites valeurs de ¢ ?

Mit) M) My
m
3 <4 A K Ka ] - 4 K %
1 2
J,
) AL e oz e

B, O, 61&)

(a) (b) (e)

Figure .V.30. Absorbeur dynamique avec amortissement en torsion.

a) Définir la relation 6, =f (@) :
L’équation différentielle du mouvement : J,6; + k.6, = M(¢t) ,

En utilisant la notation complexe : pour : M(t) = Mye'®t, alors : la solution recherchée sera de la forme :
el(t) = Aeimt,

Par substitution et en divisant par : e‘®t, on trouve :
. . M M 1 2]
L’amplitude de ’angle de torsion : 4 = ———=—"————[rd] avec f = — ;
P & ke —jh10%  kyy (1-B2) [rd] B Wo1

Cours Dynamique des structures avancées Page 118



Chapitre V :
. . . , N ’ d
Le graphe suivant I’existence d’une seule pulsation de résonnance a : @ = wgyq = ktl/ A [%] :

A /

—t ; .

o) W,

Figure .V.31. Représentation de |A|=f(@).

b) Définir le lien A; =g(w) dans le cas d’ajout d’un absorbeur :

Les équations différentielles du mouvement deviennent :
{]191 + k161 + kp(6, — 02) = M(D)
J202 + k(62 —6,) =0

Qu’on peut écrire sous forme matricielle, avec des simplifications :

9

0

[((ktl + ko) — J10°) —ke, {Al} _ {Mo} :

—K¢2 (ktz —]252) A,

Avec la méthode de Cramer, on trouve les amplitudes des 2 angles de rotation :

= My (k=] %)
A= ((eer+he2) =1 @2) (ke = J202) —Kea [rd] :
A, — kea My [T‘d]

B (ke +ke2)—J1@2) (kez— ]2 @2) —ke?

Donc pour @=0= A=My/k;,

Figure .V.32. Représentation de |A|=f(w) en présence de 1’absorbeur.
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Du graphe de I’amplitude 4; en fonction de la pulsation forcée, montre I’existence deux pulsations de

résonnance, qui peuvent étre déterminé a partir de 1’équation caractéristique des pulsations :

((ktl + kyz) —]152)(]%2 — J,@%) — k" =0

. ) o . . k k
En utilisant les relations simplificatrices suivantes : J,=0.2 J; et a)(z) == % , on trouve :
1 2

61 = 0.8 Wo et 62 =1.23 (O
La valeur de la pulsation pour laquelle 4, =0 est: @ = f k]ﬁ et pour des valeurs @ > w,.
2

¢) Détermination du rapport entre A; et les petites valeurs de € :
Les équations différentielles du mouvement seront :

{]1é1 + CT(91 - ég) + Ift191 + k(01 — 62) = M(0)
J20;+C (0, —01) + ke2(6,—0,) =0

Afin de résoudre ce systéme, nous devons poser : 8, (t) = A;e!(@t+¢1) = B oi®t

et 0,(t) = A,el(@t+92) = B, i@t . ayec substitution dans I’équation et en divisant par e'®¢, on trouvera :

((ktl + ktZ) _]162)31 +1i C_'C(_)Bl - ktsz —icw Bz = MO
(key — Ji@*)By + i c @By — kB —ic@w B, =0

Mettant le systéme sous forme matricielle, on aura :

b

|((kt1 +key) -1 @2 +ic) —(kyp + iC @) {Bl} _ {MO}
—(kep +iCT®) (ke — J,@% + icw)| (B2 0

Par I’application de la méthode de Cramer, on obtiendra :

. Mqo(kez—J,@%+iC @) )
T ((kpr+ken) =102+ T®) (ke —J, @2 +iC @) (kep +iC @)2

B,

Pour trouver ’amplitude A4, de I’angle de torsion ; nous devons calculer la magnitude de B; qui est :

A = Mo/ (ke — J,@%)? + (C @)? [rd]
L=
VIker = J10B) (key = J,@2) = kipJ@2)]? + [C@(key — TJh@? — T,@2)?

- N . . .
Sic=0 [;S] , on trouve la méme amplitude précédente.

D’aprés le graphe de 4; en fonction de la pulsation forcée @ , on constate que 1’amortissement a réduit les
amplitudes du disque dans les deux pulsations de résonnance, mais 1’augmente aux environs de la pulsation
propre, comme monté par la Figure .V.34.
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3
}
T— e —
0 w, w, o

Figure .V.34. Superposition des trois cas étudiés.

3.7. Les vibrations forcées non amorties

Les forces externes sont non nulles dans ce type de vibrations, avec des coefficients d’amortissement qui
sont nuls, des exemples simplificateurs ont été pris en considération pour mieux maitriser I’analyse de ce
type d’étude.

Exemple 1 :
Considérons un systéme constitué de deux masses et trois ressorts comme le montre la Figure V.35.

- Déterminer les réponses permanentes (stationnaires) du systéme quand les masses sont sujet a des
forces harmoniques excitatrices avec une pulsation @ et les amplitudes des forces sont : F et FY,
respectivement ?

- Utiliser les résultats obtenus pour évaluer la réponse du systéme pour :
ki = ky, = k3 = k et my = m, = m quand la force excitatrice F, = 0 et F;(t) = Fysin@t

Figure .V.35. Structure de deux masses et trois ressorts.
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Le systéme d’équations différentielles du mouvement, sous forme matricielle ; est donné par :
[m1 O ]{ill} + [kl + k2 _k2 ]{ul} _ {Fl} X
O mz uz _kz k2 + k3 uZ - FZ i
Détermination des réponses permanentes de la structure :

Aw) = ((kl + kz) - mla_)z)((kz + k3) — mzaz) - k22 =0;

(ky + k3) — myw? + kyF)

_ iwt
o= (Uey + k) — ma@?) ((ky + ky) — my@®) — k2
luz(t) _ ko FY + ((ky + k) —myw?) FY ot

(Uey + k) — my@2)((kz + ks) — me@?) — ky°

Danslecasou:k; =k, =ks =k ;m;y =m, =met F, =0etF,(t) = Fysin& t, on trouve :

Fy 12— 5/w)]
3k [1 (%1)][ - (5/w,)’]

sinwt

(
wy (t) =

2()_ Sinﬁt

k [ (w/(lh) ] [1 - ((T)/(Dz) ]
Avec, les valeurs des pulsations propres, comme suit : w; =/ k/m [ ] et w, =+/3k/m [Td]

Exemple 2 :

Un véhicule de masse m; se déplace sur un parcours ondulé
régulier avec une vitesse v. le véhicule transporte une caisse
de masse m,, la masse 1ié au véhicule a I’aide des chaines et
des cables d’arrimage considérés comme un ressort de
rigidité k,, comme illustrer sur la figure., on suppose que le

parcours a une longueur d’onde A,et la grandeur verticale
est y(t).

- Ecrire les équations différentielles du mouvement ? Figure .V.36. Véhicule transportant une caisse.
- Trouver I’amplitude des vibrations forcées de la
masse du véhicule et I’amplitude des vibrations de Jatty I-:,% M
la masse de la caisse, en fonction de la vitesse v du L
TR . - my e
véhicule ? si on vous donne : m;=m,=m, k;=2k,=k, Y.t
tracer les courbes de A; et A, en fonction de v, et L ke

spécifier les plages de vitesses pour lesquelles les
masses vibrent dans le méme sens ?

Figure .V.37. Le modele dynamique similaire
a base excitatrice.
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a) Etablissement des équations différentielles du mouvement :
A T’aide du 2°™ principe de la dynamique du Newton et par isolation de chaque masse avec les forces qui

agissent sur chacune d’elles, les équations différentielles du mouvement sont établis comme suit :
{ml i+ 2k, (31 —y2) k(1 —y) =0
my y, + 2k, (y, —y1) =0
b) Les amplitudes des vibrations forcées A; et A, :

La base son allure est considérée avoir la forme : y(t) = Be '@t ; donc les solutions recherchées seront :
yi(t) = A7 et y,(t) = At
En dérivant et en substituant dans le systéme d’équations nous aurons :
{mjil +2ky, —ky, =ky
my, + kyy, —ky, =0

2k — mw?) —k

Sous forme matricielle : Kk (k — mw?)

(i} = (o)

Nous utilisons la méthode de Cramer ;
_ Bk(k—-m®?)
17 (m@?)2-3kma?+k?
Bk? ’
27 (m@?)2-3km@?+k?

Calcul de la pulsation forcée :

B 5 — 2n v @ A ’k
v=Af=A—Dw=v.—,; onpose: —=-—=donc:vy=— [—;
2m v, m

0 Jk/m 21

Par substitution dans les amplitudes A, et 4, et par division sur k?:

( (1-G%

Al = B v 20 v

{ 1—3(%) LG
Ay=B———5

v 2 v
\ 1-3(0) +Go)*
¢) Tracage des courbes de A et 4, :
Pour v=0=> 4,=B et 4,=B
Pour v>>vy = 4,=0 et 4,=0,
Les vitesses v pur lesquelles on aura I’une des vitesses propres, et celle pour laquelle le dénominateur nul,
2 v
sont:1—3( ) +(v—0)4=0,

v
Vo

La premiére vitesse critique est : v; = vyv0.4 = 0.63 v, ;
La deuxiéme vitesse critique est : v, = vyvV2.6 = 1.6 v ;

Figure .V.38. Représentation des amplitudes forcées 4; et A,.
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D’apres les graphes des amplitudes 4; et 4,, on peut constater que :

e Les deux masses vibrent au méme sens avec y(t) pour les valeurs: v; > v > 0, (ligne continue)
e Les deux masses vibrent de le sens opposé a y(t) pour les valeurs: vy > v > vy, (ligne discontinue).

3.8. Les vibrations forcées amorties
L’analyse de ce type des vibrations forcées les forces externes et les amortissements non sont pas nuls pour

mieux maitriser 1’analyse, des exemples simples ont été pris en considération.
Exemple 1 :

Nous allons étudier les vibrations forcées d’une structure dynamique composée de deux masses liés par deux
ressorts et deux amortisseurs, avec une force harmonique excitatrice agissante sur la masse m;, comme
I’indique la figure suivante :

- 4 EY e 11

't
___F )]

Figure .V.39. Structure dynamique forcée et amortie.

- Trouver les amplitudes des réponses forcées permanentes de la structure ?
- Tracer la courbe de I’amplitude forcée de la masse m; en fonction de @ ?

a) Les amplitudes des réponses forcées permanentes de la structure dynamique :
Le systéme d’équations différentielles du mouvement est :
{mljc'l + 0% F (g — X)) + kyxg + ky(xg —x3) = F(t)
myXy + (% — %1) + k(X2 — %) =0
On suppose que : F(t) = Fye' ®* ; les réponses forcées permanentes de la structure seront sous la forme :
x,(t) = A et (@1+P1) = B ol Bt ot x (1) = A el (P1+P2) = B ol BT

Par dérivation, et substitution, on trouve que le systéme d’équations sous forme matricielle devient:

it

[[(k1 +ky —m@%) +i(cy + ¢)@) —(ky + ic,@) ]{Bl} _ {Fo}
—(ky + ic,®) [(ky —my@?) + i c,@][ (B2 0

Par utilisation de la méthode de Cramer, on aura :

. Fo(ky—m,@2+i c, @)

T [k thz—my @2 +ieq +0) @] [(ky—my®2) +i c0] - (kg +ic, @)%
_ Fo(ky+i c,@) ’
T [(kq+ky—mi@2)+i(cy+62) @] [(ky—my@2) +i cy@]—(kq +ic, @)2

B,

B,

Par calcul des magnitudes de B, et B,, on obtiendra les amplitudes des réponses recherchées :
Fox/(kz —mp®?)? + (c,@)2

\/(m1m264 - mlkzaz - mzklaz - mzkzaz - C1C262 + klkz)z + (k1CZCU + kzcla - m1C263 - m2C163 - m2C263)2

Fo [k + (c,@)?
- J

\/(m1m264 - mlkzaz - mzklaz - mzkzaz - C1C262 + k1k2)2 + (k]_CZa + kzcla - m1C263 - m2C163 - m2C263)2

Ay

Dans le but de simplifier les calcules, prenons le cas ou : my=my=m , ky=k,=k et c;=c,=c.
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I( 3 For/ (k — m@2)? + (c@)?
4 \/(k2 — 3kmw? + m2w* — c2w?)? + (Qkcw — 3cmw?)?
|4 Fok? + (c@)?

2 \/(kz — 3kma? + m2a* — c2w?)? + (2kcw — 3cma?)?

Ay

b) Tracage de la courbe de ’amplitude forcée 4; de la masse m; en fonction de @ ?

.E.':"_ _,.."'ﬂ. b _..-'-"I‘: ) .,

o -

-

Figure .V.40. Représentation de ’amplitude de la réponse forcée A; = f(@).

En faisant la comparaison de la courbe de I’amplitude de la réponse avec amortissement (c>0) et sans
amortissement (c=0) , quand la pulsation forcée passe par les pulsations de résonnance (w; et @,) les
amplitudes prennent des valeurs limitées en présence de 1’amortissement et 1’amplitude ne s’annule pas pour
les valeurs de la pulsation entre les pulsations de résonnance et elle atteint des valeurs limitées quand la
pulsation forcée sera égale a I’une des pulsations de résonnance.

3.9. Les vibrations forcées impulsives non amorties

La force excitatrice externe appliquée a la structure dynamique est de type impulsif, la théorie est trés vaste
pour cerner tous les types d’impulsions mais pour une meilleure maitrise de I’étude de ce type des vibrations
des exemples ont été pris en considération.

Exemple 1 :

Un batiment constitué de deux étages, représentée sur la Figure .V.41., peut étre modélisée comme
un systeme a deux degrés de liberté représenté sur la Figure. le deuxiéme étage du batiment est
soumis a une explosion qui conduit a une force de forme représentée sur la Figure. quel est le
déplacement maximal de chaque étage due a l'explosion?

Fiy,

e o S = fog
, = 14 -
r SFES 2 | =

LR isy

(H1]

Figure .V.41. Batiment de deux étages, sous une charge d’explosion.
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N 07 . P . . m.jé1+2kxl_ka:0‘
Le systéme d’équations différentielles est : {mic'z —kxy +kxy = F(8)

Faisons appel aux transformées de Laplace, des deux équations et écrivons les résultats sous forme

[ms2 —k {X1 (5)} { 0 }
-k ms? + k]l (X2(s) F(s))’
Les solutions apres simplification en tenant compte les transformées inverses de systéme sont :

0 -k
2 0.447 1 1
G $) = 1 ms“+k — _ .
12(8) = ik m \s2+03825 5242618 %)
-k ms2+k m m

matricielle :

242k o|

_ 1 0.724 0.276
G S)=—F—"—= =— + .
22(8) = msmazk =k | m $2+0382 % 52426185 )’

-k ms2+k m m
Les transformées inverses seront :

0.447 1 1 0447 1 K 1 k,
LG} =L — == =" sin| 0.618 |t |- ———sin| 1.618
s?+0382 1 s52+2618 - 10.618\/% |
1( 0724 0276 1| 0724 k| 0276 K
LGy ()} =171 oy . T =m sin| 0.618 |-t |+ T —osin{ 1618 [t
S2+0382 5 s52+2.618 - [0_618\[% |

La réponse forcée est un intégral de convolution de la réponse impulsive et la fonction forcée, donnée par :

x1(6) = fy Fo (1= 1) Tu(®) = u(r = to)] .16 ()} de

( )
x1(t) =f Fy (1——) [u(t) —u(r — to)]. il 1\Fsm <0618\Et) 161185”1 1.618 —t lf drt

lo 618

Aprés I’intégration, on trouve ;

0.447 1 |[ k . k ]l
x, () = R k |t to + tocos| 0.618 Et - sin| 0.618 Et |u(t)
! t—t 0.618 k (t—t (t—1ty)
- k —ty— sin| 0. el Gl ) u(t—t,

m

1
1 k 1 . k|

- —ty+tycos| 1.618 —t - sin| 1.618 - |u(t)
2.618— 1618 5 |

1
+ t—ty— = sm(l 618 (t_to) l u(t — to)
2.618E7 1. 618 - J

=

==
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La réponse forcée de la masse my:

x2(8) = fy Fo (1= 1) [u(®) = u(r = to)].17 (6. ()}. dr ;
( P
t T 1| 0724 K\ 02761 k
= F 1 - - - . —|——=sin . —t])° sin . —t . d
x5 () fo 0( to) [u(®) —u(r — ty)] mloms\g <0 618 /m ) — <1 618 /m )Jf T

Aprés intégration, on aura :

® Fo ( 0724 [t to+t 0618j;t ! i 0618j;t l ®
X =——g bt cos . —_ - Sin . —_ u
2 mio-?’gz k[ s " 0.618\/E " |

m

m

1
0.724 1 k |
- t—ty— sin| 0.618 |—(t —t, |jult —ty)
03825 k m !
m| 0.618 |- |
0.276 k 1 k
+ t—ty+tycos| 1.618 [—t | — sin| 1.618 |—t || u(t)
2.618% m k m
0.276 1 k
- 5 618£ t—ty— - sin| 1.618 E(t —to) || u(t —ty)
618:1 1.818 |- |
La représentation graphique des réponses des deux masses de la structure dynamique sont illustrées sur :
= 1073
10+
& x)
% 4 :-: :.“: -’- ----- Xa
R I
ORI SN S
of ¥ LRIV VIV ILILIY SN
v ooif i PLL ftiy1 0
) Y VAR VI VAR V
v " s ® . .e -~
—4 7 e e 32 e 3
[ . “ v ¢ is)
—6 T T T T T T T T T t
’ 0 0.01 002 003 004 005 006 007 008 0.09 0.1

Figure .V.42. Les réponses permanentes de la structure dynamique.

V.4. Généralisation aux structures a plusieurs degrés de liberté (n>2) :

Différentes méthodes peuvent étre utilisées pour approcher un systéme continu en tant que systéme
multi degrés de liberté. Une méthode simple consiste a remplacer la masse ou l'inertie distribuée du systéme
par un nombre fini de masses ou de corps rigides. Les masques localisés sont supposés étre reliés par des
masses ¢€lastiques et des éléments amortisseurs. Les coordonnées linéaires (ou angulaires) sont utilisées pour
décrire le mouvement des masses localisées (ou corps rigides). De tels modeles sont appelés paramétres
localisés ou masse localisée ou systémes de masse discréte. le nombre minimum de coordonnées nécessaires
pour décrire le mouvement des masses localisées et des corps rigides définit le nombre de degrés de liberté
du systéme. Naturellement, plus le nombre de masses localisées utilisées dans le modéle est grand, plus la
précision de 1'analyse résultante est élevée.

Une autre méthode populaire d'approximation du systéme continu en tant que systéme multi degrés de liberté
implique de remplacer la géométrie du systéme par un grand nombre de petits éléments, en supposant une
solution simple a l'intérieur de chaque élément, les principes de compatibilité et d'équilibre solution au
systéme d'origine.
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{a) (b}

Figure .V.43. Modélisation d’un immeuble a deux étages.

a) Les coordonnées généralisées et forces généralisées :

Les équations du mouvement d'une structure vibrant peuvent étre formulées dans un certain nombre de
systémes de coordonnées différents. Comme indiqué précédemment, n coordonnées indépendantes sont
nécessaires pour décrire le mouvement d'un systéme ayant n degrés de liberté. Tout ensemble de n
coordonnées indépendantes est appelé coordonnées généralisées, généralement désignées par ql, g2, ..., qn.
Les coordonnées généralisées peuvent étre des longueurs, des angles ou tout autre ensemble de nombres qui
définissent la configuration du systéme a tout moment de fagon unique.

Figure .V.44. Trois pendules.
(%1, ¥y1, %2, V2, X3, V3) lls sont également indépendants des conditions de contrainte.

xf+yf =04
(=) 24+ (Vo —=V1)2 =15, oo, (V.65)
(x3 = x2)*+ (13 —y2)2 =13

Puisque les coordonnées (x1, V1, X2, Y2, X3,¥3) ne sont pas indépendantes, elles ne peuvent pas étre appelées
coordonnées généralisées. Sans les contraintes d'équation précédente, chacune des masses m1l, m2, m3 sera
libre d'occuper n'importe quelle position dans le plan x, y. les contraintes €liminent trois degrés de liberté des
six coordonnées (deux pour chaque masse), et le systéme n'a donc que trois degrés de liberté. Si les
déplacements angulaires (64, 84, 83) sont utilisés pour spécifier les emplacements des masses m1, m2, m3 a
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n'importe quel moment, il n'y aura pas de contraintes, ils forment donc un ensemble de coordonnées
généralisées et sont notés (q; = 04,9, = 05,q3 = 053).

Lorsque des forces externes agissent sur le systéme, sa configuration change. La nouvelle configuration du
systéme peut étre obtenue en changeant les coordonnées généralisées qj par dqj, j=1,2,...., n; ou n désigne le
nombre de coordonnées qj généralisées par la quantité 0qj, la force généralisée correspondante Qj peut étre
définie comme

Ui .
Qj=57;j;]=1,2,...,n, ................................. (V.66)

ou Qj sera une force (moment) ou gj est un déplacement linéaire (angulaire).

b) Les vibrations forcées des systémes non amorties : analyse modale

Lorsque des forces externes agissent sur un systéme multi degrés de liberté, le systéme subit des vibrations
forcées. Pour un systéme avec n coordonnées ou degrés de liberté, les équations de mouvement gouvernantes
sont un ensemble de n équations différentielles ordinaires couplées de second ordre.

La solution de ces équations devient plus complexe lorsque le degré de liberté du systéme (n) est important
et / ou lorsque les fonctions de forcage sont non périodiques. Dans de tels cas, une méthode plus pratique
appelée analyse modale peut étre utilisée pour résoudre le probléme. Dans cette méthode, le théoréme
d'expansion est utilisé, et les déplacements des masses sont exprimés comme une combinaison linéaire des
modes normaux du systéme.

Cette transformation linéaire découple les équations du mouvement de sorte que nous obtenons un ensemble
de n équations différentielles découplées de second ordre. La solution de ces équations, qui équivaut a la
solution des équations de n systémes a un seul degré de liberté, peut étre facilement obtenue. Nous allons
maintenant considérer la procédure de I'analyse modale.

4.1. Les vibrations forcées des systémes non amortis par 1'analyse modale

Le systeme d’équations du mouvement d’un systéme a plusieurs degrés de liberté soumis a une force externe
est:

[ml{xX} + [K]E = {F} 5o (V.67)

Ou : F est le vecteur des forces externes arbitraires, pour résoudre le systéme d’équation par la méthode
d’analyse modal, il faut tout d’abord résoudre le probléme des valeurs propres :

@?[m){X} = [kI{X3 oo (V.68)
Et de rechercher les pulsations propres de la structure : ®;,0,,......... ,®, qui correspondent aux modes
propres XD X, , XM Par le théoréme d’expansion, le vecteur solution des équations peut étre

exprimé par une combinaison des modes propres ;
X

X@t) =[q:(®) qz2(&) - an(t)] )?EZ) e, (V.69)
X
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Les coordonnées généralisées q; (t) q2(t) ... qn(t) sont des fonctions du temps, connues comme les
coordonnées principales ou les coefficients de participation modal, en définissant la matrice colonne modale
X
[X] par: [X] = |X 52) , I’écriture précédente de 1’équation devient : X(t) = [X1{q()} ......... (V.70)
Xxm
avec:
q1(t)
{gv} = qzz(t) ceci nous permet d’avoir : )'_c;(t) = [X]{a(t)}; ............................ (V.71)
qn(t)

Donc par substitution dans le systéme d’équations différentielles :

m][XH{q} + EIXHG = {F}oooeooeiee (V.72)

Par multiplication des deux membres du systéme d’équations par [X]7, on aura :

[X17[m][X1{q} + X1 [k1[X1G} = [X]T{F}. oo (V.73)
Mais on sait que : [X]T[m][X] = [I1et [X]T[k][X] = [w?][I], .cceevvneeneeinenn (V.74)

Reste a définir le vecteur des forces généralisées :

(A} = [XTT{E @)oo (V.75)

Alors ; le systéme d’équations devient :

Gi(®) + 02qi(t) = Qi(t) L i=1,20 el e (V.76)

Comme on peut le constater ce dernier systeéme d’équations est semblable a I’équation différentielle
décrivant le mouvement d’une structure a 1 ddl non amortie. Par analogie les solutions du systéme
d’équations seront :

q;(t) = q;(0) cos w;t + (Q( )) sinw;t + — f Q;(0) sinw;(t —t)dt ;i=1,2,....n....... (V.77)

Les déplacements généralisées initiales ¢;(0) et les vitesses généralisées initiales ¢;(0)seront obtenues a
partir des valeurs initiales des déplacements physique x;(0) et les vitesses physiques initiales x;(0) .

G(0) = [X]T[m]{Z(0)} et (0) = [X]T[MI{Z(0)}....vreveereiriireiain. (V.78)

Une fois les déplacements généralisés trouvés, les déplacements physiques peuvent étre trouvés.
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Exemple : (Réponse aux vibrations forcées d’un marteau de forgeage) :

Figure .V .45. Le forgeage manuel et automatique, avec des picces mécaniques forgées.

La force du marteau de forge agissante sur la piéce a

fabriquer est montrée sur la figure en raison d'un impact par Fin N .L""“]

le marteau peut étre approchée comme une impulsion | " T
rectangulaire, comme le montre la figure. Trouver la A na
vibration résultante du systéme pour les données suivantes: 25,000 g g &
La masse de la picce, enclume et cadre m; = 200[Mg], masse i ‘r
du bloc de fondation m, = 250[Mg], rigidit¢ du tampon it
élastique k; = 150 [MN/m] et raideur du sol k, = 75 [MN/m]. ] A-:% -
supposer que les déplacements initiaux et les vitesses initiales v i -

de la masse sont nuls. in) ihy
Figure .V.46. Le modéle de la structure dynamique sous impact.

Le marteau a forger peut étre modélisé comme une structure a deux degrés de liberté, Figure . V.46, le

systéme d’équations différentielles du mouvement est : [m] {37} + [k]{y} = {ﬁ }

Les données sont :
_[m 0]_200 0 _[f1  —k ]_ 150  —150] MN; |
[m]—[o my =% 250) Mol k1= —ky ey + K, =150 28 IEm1:
= F, (t
Fo ={"{"};

Les pulsations propres qui peuvent étre déterminées par :

150 —150

A(w) = |—[m]w?* + [k]| = |—“"2 [(2) 2(_)5] X 10° + [—150 225

]x106=0|;

D w; = 122474 [] et w, = 38.7298 [~ ;
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Les modes propres :

o o 7=

Orthonormalité des modes propres :
PO =qf1 o =pf11.
YO =afggbe T =b{};

Ou a et b sont des constantes qui peuvent déterminer par la normalisation de YO et Y@ ;

(Y17 [m][Y] = [1];

Cette derniere condition nous donne : a=1.6667x10™ et b= 1.4907x10 -3 , ce qui nous permet de construire
la matrice modale :

M= [FOFOI= (15550 o7 ¥ 107

Réponses en termes de coordonnées généralisées :

Puisque les conditions initiales des deux masses ml et m2 étaient au repos nulles, a t= 0[s];

¥1(0) = y2(0) = y,(0) = y,(0) = 0 ce qui donne : ¢;(0) = g2(0) = ¢, (0) = G2(0) = 0, donc les
coordonnées généralisées sont données par la solution :

1 (ot . .
q;(t) = w—ifo Q;(0) sin(t — )dr, i=1,2.
Les forces généralisées :
A® = YI"F(®),

Alors - {@(t)} _[L6667 133341, yg-a (R {1.6667 x 1073 Fl(t)}’

3,(0)) 114907 —1.4907 0 1.4907 x 1073F, ()

Les données numérques : F1 (t)= 25.000 for 0< t<0.1 [s] et F1(t)=0, pour t>0.1 [s].

Avec :

q,(t) = %f; Q:(0) sin(t — )dt = 3.4021 [)sin12.2474 (t — 1)dt = 0.2778 (1 — cos 12.2474 t)
Et q,(t) = — J; Qx(7) sin(t — T)dr = 0.9622 [, sin 38.7298 (t — T)dr = 0.02484 (1 — cos 38.7298 ¢)
2

Les réponses forcées des masses de la structure sont :

{yl(t)} — [X](G(6)} = [1-6667 14907 ] % 10-3 {Q1(t)} _ {1-6667 q1(6) + 1.4907q,(¢)

-3
y2(t) 1.3334 —1.4907 q.(t)S ~ 13334 ql(t)—1.4907q2(t)}x10 [m].
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Figure .V.47. Représentation des réponses des vibrations forcées dela structure.

4.2. Les vibrations forcées des structures amortis (amortissement de Rayleigh) par 1'analyse modale

Dans de nombreux cas, l'influence de 1'amortissement sur la présence d'un systéme vibratoire est mineure et
peut étre négligée. Cependant, il faut considérer si la réponse du systéme est requise pendant une période de
temps relativement longue par rapport aux périodes naturelles du systéme.

De plus, si la fréquence d'excitation (dans le cas d'une force périodique) est a ou pres de I'une des fréquences
propres du systéme, I'amortissement est d'une importance primordiale et doit étre pris en compte. En général,
puisque les effets ne sont pas connus a l'avance, I'amortissement doit étre pris en compte dans I'analyse des
vibrations de tout systéme.

Dans cette section, nous considérerons les €quations du mouvement d'un systeme a plusieurs degrés de
liberté et leur solution en utilisant les équations de Lagrange. Si le systéme a un amortissement visqueux, son
mouvement sera contraint par une force dont la grandeur est proportionnelle a celle de la vitesse mais dans la
direction opposée.

Il convient d'introduire une fonction R, connue sous le nom de fonction de dissipation de Rayleigh, pour
dériver les équations du mouvement au moyen des équations de Lagrange. Cette fonction est définie comme:

ou la matrice [c] est appelée la matrice d'amortissement et est définie positive, comme les matrices de masse
et de rigidité. Les équations de Lagrange, dans ce cas, peuvent étre écrites comme:

d (0T\ 0T OR , OV .
E(a—h)—a—xﬁa—h%—m_ﬂ, =12, M) (V.80)

T : énergie cinétique, V : énergie potentielle.

ou Fjest la force appliquée a la masse m;, en substituant 1'équation, on obtient 1'équation du mouvement du
systéme multi degré de liberté amorti sous forme matricielle:
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Pour simplifier, nous allons considérer un systéme spécial pour lequel la matrice d'amortissement de
Rayleigh qui est exprimée comme une combinaison linéaire de [m] et [k]. En substituant en équation, on
obtient:

[cl=am]+Blk]; oo (V.82)
ou « et S sont des constantes.

11 est appelé « amortissement proportionnel » car [c] est proportionnel a une combinaison linéaire de [m] et

[£].
Par substitution dans le systéme d’équations, on aura : [m]J'_c; + (a[m] + B [k])fc’ +[k]E=F......... (V.83)

En exprimant le vecteur de solution X comme une combinaison linéaire des modes propres du systéme non
amorti, comme dans le cas de 'équation:

Le systéme d’équations peut étre réécrit comme:
[m][X1G + (alm] + BIEDIX1 G+ [KI[X1G=F.ooeoeeeee (V.85)
Le pré multiplication du systéme d'équations par [X]”  cela conduit a:
[X17[m][X]1q + (a[X]7[m][X] + BIXIT[KI[XD) G + [X1T[K1[X1G = [X1TE ..o (V.86)
Si les vecteurs propres X® i=1,2,...,n sont normalisés, I'équation est réduite a:
G + (a + 0?B) G(t) + 0}q(®) = Qi(t) oW i=1,2,0 s (V.87)
ot a; est 1a i"™ fréquence naturelle du systéme non amorti et :
Q) = [XTTEQE) e (V.88)

En écrivant:  a + w?f = 28, w; , ou & est appelé le rapport d'amortissement modal pour le i™ mode
normal, 1'équation est réécrite comme suit:

q() +2 & 0d(t) + w?d(t) = Q(t) o, i=1.2,0 e (V.89)

On peut voir que chacune des n équations représentées par cette expression est découplée de toutes les
autres. Par conséquent, nous pouvons trouver la réponse du i mode de la méme maniére que celle d'un
systéme a un seul degré de liberté visqueusement amorti.

La solution d'équations quand §;, <1 , peut €tre exprimée comme:

q:(t) = e &t {COS wg;t + \/izsin wdit} q:(0) + {w%,e_éiwit sin wg;t }%(0) + w%,fot Q:(0) e 5@t sinwy (t — 1) dr
1-¢; i i

1,2, e (V.90)
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Notez les aspects suivants de ces structures:

1. L'identification de la source et de I'amplitude de I'amortissement est difficile dans la plupart des problémes
pratiques. Plus d'un type d'amortissement: Coulomb, visqueux et hystérétique peuvent étre présents dans le
systéme. En outre, la nature exacte de I'amortissement, telle que le type de variation linéaire, quadratique,
cubique ou autre, n'est pas connue, I'obtention de I'amplitude précise est trés difficile. Pour certains systémes
pratiques, des valeurs d'amortissement déterminées expérimentalement peuvent é&tre disponibles pour
I'analyse vibratoire. Un certain amortissement, sous la forme d'un amortissement structural, est présent dans
les structures automobiles, aérospatiales et mécaniques. L’amortissement est introduit délibérément dans
certaines applications pratiques telles que les systémes de suspension des véhicules, les trains d'atterrissage
d'aéronefs et les systémes d'isolation des machines. Parce que l'analyse des systémes amortis implique de
longues manipulations mathématiques, dans de nombreuses études sur les vibrations, qu'elles soient
négligées ou supposées proportionnelles.

2. la condition nécessaire est que la transformation qui diagonalise la matrice d'amortissement aussi
découpler les équations couplées du mouvement. Cette condition est moins restrictive et couvre plus de
possibilités.

3. Dans le cas général de l'amortissement, la matrice d'amortissement ne peut pas étre diagonalisée
simultanément avec les matrices de masse et de rigidité. Dans ce cas, les valeurs propres du systéme sont
réelles et négatives ou complexes avec des parties réelles négatives. Les valeurs propres complexes existent
en tant que paires conjuguées: les vecteurs propres associés sont également constitués de paires complexes
conjuguées. Une procédure courante pour trouver la solution du probléme de valeur propre d'un systéme
amorti implique la transformation des n équations de mouvement du second ordre couplées en 2n équations
du premier ordre non couplées.

Exemple :

Soit la structure dynamique excitée par trois forces harmoniques, elle est composée de trois masses, trois
ressorts et cinq amortisseurs, comme représenter par la figure suivante :

Figure .V.48. Structure dynamique a trois degrés de liberté.

Dans le cas ou : les masses sont soumises a des forces harmoniques : F; = F, = F; = F, cos @t avec :
w=175k/m [%] , supposer que : ml=m2=m3=m ; k1=k2=k3=k ; c4=c5=0. Et le pourcentage
d’amortissement pour chaque mode normal est donnée par : §; = 0.01, i=1,2,3.

-Trouvez les réponses stationnaires de la structure ?

Cours Dynamique des structures avancées Page 135



Chapitre V :
Etablissement des équations différentielles du mouvement, par la méthode énergétique de Lagrange:

L’énergie cinétique : T = %(mlyf +myy5 +mzy3)
L*énergie potentielle : V = 3 (kyy? + ko (v2 = y1)? + ks (2 = y1)?)
L’énergie de dissipation de Rayleigh : R = %(clyf + (V2 — V)2 + c3(V3 — V2)? + cuyE + cs(¥3 — y1)?)

L’équation de Lagrange sera :

d (0T aT R av .
E(a_m)_a_m-l_a_m"'@_ﬂ’ 1—1,2,3.

Ce qui permet d’avoir le systéme d’équations différentielles du mouvement :

[mly + [c]y + [k]y = F ,

m; O 0 ¢ +tcy+cs —Cy —Cs
Avec: [m] = [ 0 m, O ] , [c] = —Cy cptez+e,  —c3 |,
0 0 my —Cs —C3 c3 + cs

—ky,  ky+ks —ks
0 —ks ks

ki+k, —k, 0
[k] = ] ;

Les pulstaions propres de la structures non amrties sont :

k k k
Wy = 0.44504\/% [rd.s], w, = 1.2471\/% [rd.s]; ws = 1.8025\& [rd.s].

Les modes propres orthonormaux sont :

X = 23280 1;6019 X = 27370 114050 ;X = 2521 112.9}68
- \/m . s - \/m . s - \/m — 4. .
2.2470 —0.8020 0.5544

Le vecteur modal peut étre exprimer par :

105911 03280 —0.7370

0.7370 —0.5911 0.3280

[X] = [f© @ §O] =

El

0.3280 0.7370  0.5911 ]

Le vecteur des forces généralisées :

. ) 1 [0.3280 05911  0.7370 ] (Fo
Q(t) = [X]TF(t) = —[0.7370 0.3280 —0.5911|{Fy{cosawt
Vm 0.5911 —-0.7370 0.3280 1\F,
Fo\
1.6561 —
vm
Q(t) =< 0.4739 Fo \ cosat
= . — COS W
Vm
0.1821 Fo
.- ym
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Si les coordonnées généralisées des facteurs de participation modale pour les trois modes principaux sont

notées q,(t), q2(t) et q3(t); les équations du mouvement peuvent étre exprimées comme:

G(O) +2 & 0G(0) + 0 (D) = Qi(6) ou,i=1,2,3.
Les réponses permanentes peuvent étre écrites comme ;
q;(t) = gy cos(@t — ¢4,) ,i=1,2,3.
. 2, (2
Ou : o = 2o, ! et ¢, =tan"? l(w‘)
a)i & 232 5 2 l
{1‘(@-) } +e, (w—i)}

Par substitution les valeurs, on obtient :

Gro = 057815 ™ 4 = tan~!(~0.00544)
420 = 031420 7 4 = tan=1(~0.02988)
Gso = 0.92493 2 4 = tan=1(0.33827)

Enfin, les réponses en régime permanent peuvent étre trouvées en utilisant:
x(t) = [X1q

x1(t)  [0-3280 07370 059117 (%®
x5 () =\/—_ 0.5911 03280 —0.7370[<q,(®) ¢ [m]
x3(t) M10.7370  —0.5911  0.3280 1 {g,(®)

Cours Dynamique des structures avancées Page 137



Partie I : Les structures ypynamiques continues



Chapitre P :

J 0 structures dynamiques contiarues
Y es vibrations libres & forcees



Chapitre VI :

VI.1. Introduction

C’est une extension des systémes a n degré de liberté avec n —> c. Dans le cas des structures dynamique
ayant une distribution continue de la masse et de la rigidité et de géométrie simple telle qu’une barre ou une
poutre homogeéne avec des conditions aux limites simples, on peut utiliser des solutions analytiques pour le
calcul des pulsations et des modes propres ou des réponses vibratoires & une excitation. Dans le cas
contraire, on ne peut se passer des méthodes numériques (Rayleigh, Rayleigh- Ritz, modale, Eléments
Finis...). Nous résumons dans ce qui suit les équations du mouvement vibratoire de poutres sollicitées en
traction compression (vibrations longitudinales des barres), torsion (Vibrations de torsion des arbres) et en
flexion (vibrations transversales des poutres), afin d’accéder aux pulsations et aux modes propres des
structures libres ou avec des sollicitations extérieurs appliquées.

Les méthodes utilisées dans ce chapitre sont analogues a celles utilisées pour les systémes a plusieurs degrés
de liberté. La méthode de séparation des variables utilisée pour déterminer les fréquences naturelles est
analogue a la solution en mode normal utilisée au chapitre précédent. La méthode utilisée pour l'analyse des
vibrations forcées est le résultat direct d'un théoréme d'expansion et est directement analogue a analyse
modale.

La méthode générale pour déterminer les solutions libres et forcées aux problémes de vibrations continues
est présentée. Elle est appliquée aux structures qui sont régis par des équations aux dérivées partielles dont la
dérivée spatiale de plus haut ordre est de second ordre (systémes du second ordre), en considérant que les
matériaux constituants la structure sont homogenes, possédent des propriétés unis et soumises a la loi de
Hooke.

Des exemples de telles structures sont les chaines, les barres et les arbres. Elle est ensuite appliquée aux
structures qui sont régis par des équations aux dérivées partielles dont la dérivée spatiale de premier ordre est
de quatriéme ordre (systémes de quatriéme ordre). Un exemple de systéme de quatriéme ordre est une
poutre.

Afin de montrer I’influence de la masse distribuée de la poutre sur la pulsation propre d’une structure
dynamique, considérons par exemple, la poutre en porte-a-faux de la figure suivante avec une masse
concentrée a sa fin. La Figure .VI.1. montre la pulsation propre la plus basse non dimensionnelle en fonction
du rapport de la masse concentrée a la masse de la poutre. La Figure .VI.2. montre les pulsations naturelles
calculées en utilisant jusqu'a six degrés de liberté, ainsi qu'une approximation a un degré de liberté.
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Figure .VL.1. Structure dynamique constituée d’une poutre avec une masse concentrée a sa fin,
I'approximation discréte fonctionne bien quand m est grand par rapport a la masse de la poutre.

4.0

First mode

n=1

——n=2

35+ masse concentrée

i

" massede la poutre

W ceeee-n=3
309 -8 n=4

————n=5

@ [rd/s]

—  n=6

in
L
=

Figure .V1.2. Courbe de f=f(®), au fur et & mesure que le rapport de la masse concentrée a la masse de la
poutre augmente, 1'approximation de la pulsation propre la plus basse en utilisant un modele discret a n
degrés de liberté s'améliore.

VI.2. Les vibrations libres des structures dynamiques continues

2.1. Les vibrations longitudinales des barres

Le mouvement longitudinal correspondant a des oscillations de traction-compression des bars qui peut étre
représenté par (fFigure VI.3):

IJ5G'X %
Ep 5L x -
% | M % MNegh
a L3
X — ax - |_”.. wedy

Ty

Figure .VL.3. Vibrations longitudinales d’une barre.
Ou : u(x,t) : le déplacement longitudinale de 1’¢lément barre dx,

N : La force longitudinale agissante sur la section droite S de 1’é1ément barre dx,

ON

dN = I dx : ’accroissement de la force longitudinale,
d . .
du = ﬁ dx: I’accroissement du déplacement,

2
pSdx ZTZ: La force d’inertie de 1’¢1ément barre dx .
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Par application du théoréme de la résultante cinétique et la loi de Hooke (0, = E &, = E i) a un élément

de longueur dx, on obtient I’équation (de d’Alembert) du mouvement longitudinale libre dans le cas d’une
section constante qui s’écrit :

0°u E 9%u
otz p ox2

Avec :
E : module d’élasticité longitudinale du matériau (module d’Young), et p : la masse volumique du matériau.

Pour la détermination des pulsations et les modes propres et résoudre 1’équation différentielle aux dérivées
partielles de type hyperbolique, on utilise la méthode de séparation des variables en posant :

0%u(x,t)
0x2

=u"(x).T(t); azgg’;ﬂ = UG T" () eeereeereenrn, (V1.2)

u(x,t) =ulx).T(t);

Par substitution dans 1’équation différentielle aux dérivées partielles (EDP), on aura le systéme d’équations :

%u(x) 2 p
" " +w .—u(x) =0
Er® _TO_ 2 "”;2 E (équations de vibrations libres non amorties) (V1.3)
p u(x) T(t) 0°T(t) 2 _
oz T T(t)=0

Dont les solutions sont :

T(x) = Asinwt + B cos wt
............................ V1.4
u(x):Csinw\/gx+Dcosw\/gx (V14)

Les conditions aux limites :

p = 6000 kg/m®

/ C= 200 x 107 N/m?

= =5
[ 2m -

Figure .V1L.4. Poutre encastrée-encastrée.
Dans le cas d’une poutre encastrée-encastrée, a tout instant on aura :
u(0,t) =u(0).T(t) =0 et u(L,t) =u(L).T(t) =0,
cecinousdonne: D =0 et Csin w\/%L =0 (VL))

. nw |E
Les pulsations propres sont donc : w, = TAp e (VLo6)
.. nmx

et les modes propres : U, (x) = C SIN—=....ooo (VL.7)
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La réponse du mouvement sera :
00 : . nmx
u(x,t) = Yn-1(4, sinw,t + B, cos w,t) Cy sin——.................. (VL38)

2.2. Les vibrations transversales :

2. 2.1. Les vibrations transversales des cordes et des cibles (équation d’onde)

Considérons une corde ou un cable de longueur L et une masse par unité de longueur m = pA. En outre, la
corde est sous une tension uniforme N(x,t) et P(x,t) : une force externe distribuée axialement. La mesure de
déplacement est le déplacement transversal w (X, t), (Figure VL.5)

Nt BN 3
||'I.I_'Jfrl .' '~ iy "I|_'.I.I i

"o |'|II
Figure .VL5. Mouvement transversal d'une corde: (a) déformation et chargement, (b) diagramme cinétique
de I'¢lément différentiel.

L’équation dynamique du mouvement transversale d’une corde est donnée par :

%w %w
mﬁ—Nﬁ—q(x,t) .................. (VIL.9)

Ou : m : masse par unité de longueur,

w (x,t): le déplacement transversale de la corde,

N (x,t): la tension interne agissnate sur la section transversale,

q(x,t) : une force externe répartie linéairement (force par unité de longueur),
P(x,t) : une force externe distribuée axialement.

Dans le cas des vibrations libres tel le cas :

wix,t)

FIHHHHHHHHT#ﬂhhh'ihﬂllththlHHHHh

2N

Figure .V1.6. Vibrations transversales d’une corde.
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L'équation de mouvement sera :

m 9%w _ 92w
a2 0 2

=0, (VL10)
Ou : Np : une tension uniforme dans la corde,

La vitesse d'onde d'une perturbation transversale se propageant sur la longueur de la corde.:
2= (VL11)
Par la méthode de séparation des variables, on trouve que :
w(x) = Acosfx + B sinffx
Les conditions initiales : dans notre cas : w(0,t) = w(L,t)=0, =2 w(0)=w(L)=0................ (VL12)
Cequiconduita:sinfL =0, D BL=A,=nt (n=1,2,..) cccocoeerriiiin... (VL.13)

Les pulsations propres seront :

w, =nm /% ] =120 (VL14)

Les modes propres :
o, (x) = sin (%) ,(n=1,2,...) enposant B=1 (unité). ................... (VL15)

Par substitution et en adoptant le principe de superposition des solutions, donc la réponse vibratoire sera :

w(x,t) = Ygoq A" sin (%) cos(Nt/No/ML? t — @©p) v, (VL16)

0.2 0.4 0.6 LR

Figure .VL.7. Les trois premiers modes d'une chalne fixée aux deux extrémités.
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2.2.2. Les vibrations transversales des poutres (poutres d’Euler Bernoulli)

Le mouvement de flexion d'une poutre peut étre représenté par:

ELp S L X
a iz -
o~ A‘
y ¥ x
& -
T .
w !
A . 5 1_\
M{’ iy ) M+
. DR N
E4 dJ\" |l
: - | = \
y TedT
i

Figure .VL.8. Vibrations de flexion d’une poutre.
Ou: w(x,t) : le déplacement vertical (fléche) de 1’élément de poutre dx,
T : effort tranchant,

M : le moment fléchissant,

dT = 3—2 dx : D’accroissement de 1’effort tranchant,

oM , ) _y
dM = P dx: I’accroissement du moment fléchissant,

92 N 12
pS dx a—t‘:: La force d’inertie de I’¢lément poutre dx,

Par application des théorémes généraux de la dynamique et des relations classiques de la résistance des
matériaux , sans les effets secondaires (cisaillement et inertie de rotation, « torsion ») :

P’y _ _ T _w
EIZZ=—Tet y—— =22 ... (VL17)

Ou:

I : inertie de la section,

G : module d’¢lasticité transversale (module de Coulomb- de cisaillement),
v : pente due au moment fléchissant,

. a: facteur de forme (=1 pour des sections usuelles).

On aboutit a I’équation du mouvement libre, dans une section constante :

9’w | EI 9*w
otz pS’ ox*

= 0ol (VL18)
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Pour la détermination des pulsations et les modes propres et résoudre 1’équation différentielle aux dérivées
partielles de type hyperbolique, on utilise la méthode de séparation des variables en posant :

w(,t) =w).T(t) ..o (VI.19)

Aprés dérivation et substitution dans 1’équation, on aura le systéme d’équations :

4
Iw_ w2 Zw(x) =

El w'(x) T''(t) 2 ax* EI

———=———= o (V1.20)

pS w(x) T(t) aaTtgt) 4+ O)ZT(t) =0

Dont les solutions sont :
{ T(x) = Asinwt + B cos wt (VI21)
w(x) = Csinwfx + Dcoswfx + E Sinh f + Fcoshp "~ '

Avec :

g = “/”;‘1"2 ................................. (V1.22)

Les conditions aux limites permettent de déterminer les pulsations et les modes propres :
Dans le cas d’une poutre sur deux appuis, a tout instant ; on aura :

L ow(0,t) L Ow(Lt)

w(0,t) = 0; 5 =0 et w(L,t) =0; o O (VL.23)
Cequiconduita:sinfL=0, P BL=A, =1t (M=1,2,..), cceceriiiiiiiiiininnnnnn (V1.24)
Les pulsations propres seront :
n?n? |EI rd
wp =7 o5 ] e (V1.25)
et les modes propres seront : wy(x) = ¢, (x) = Cy sin% ..................................... (VI1.26)
é
m, Ff
o l %

$1(x) = sin(na/L) -
nt fE

= ——
17 2 om

() = sin(2nx/L)
W= | —
\_/ 2y m

afx} = sin{ 3w/l

/\m,=ﬂy§
N s

.
»
»

Figure .VL.9. Les modes et les pulsations propres d’une poutre sur deux appuis.
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Exemple :

Un nanotube de carbone est un nouveau matériau d'ingénierie qui est fabriqué a partir d'une feuille de
graphéne roulée pour former un tube comme le montre la Figure VI.10. Cependant, le rayon du tube est le
rayon de plusieurs atomes de carbone. Le rayon de 1 atome de carbone est de 0,34 [nm]. Si le nanotube est
assez long, l'hypothése du continuum peut étre utilisée et le tube peut €tre modélisé comme une poutre.
Déterminer les cinq pulsations propres les plus basses et leurs modes correspondants du nanotube de carbone
avec un rayon moyen de 2 [nm] et une longueur de 100 [nm] ?

Le module d'élasticité d'un nanotube de carbone est de 1 [GPa] et sa masse volumique est de 2,3 [g/cm’].
Supposons que le tube est une poutre fixée a une extrémité et libre de l'autre.

Figure .VI.10. Nanotube de Carbone.
L’équation caractéristique pour une poutre fixée libre (voir Annexel) est donnée par :
cosha*cosa* +1=0

Les pulsations propres non dimensionnelles sont les racines carrées des solutions de cette équation. Si @y est
une pulsation propre non dimensionnelle, la pulsation propre dimensionnelle correspondante est :

EI

ak = (l)k pAL4-

Al (1x1012[- 5] )31(2x 10 [m])*~ (1.66x 10~ [m])*]
ors : =
pAL? (2-3[L])( 1[%g] )(an'[(2><10_9[m])2—(1.66)(10‘9[m])z](100><10_9 [m])4

cm31/\1000[g] m

=271 x 10°[s1]

Les cinq plus basses pulsations propres non dimensionnelles sont tirées du tableau A.1. de ’annexe, qui
seront :

@, =351(2.71 x 10°[s71]) = 9.51 x 10°[>],

w, = 22.03(2.71 x 10°[s™1]) = 5.97 x 1010[%],
@3 = 61.70(2.71 x 10°[s71]) = 1.67 x 101 [=] ;
@, =120.9(2.71 x 10°[s™]) = 3.28 x 101 [=] ;
@5 =199.9(2.71 x 10°[s71]) = 5.41 x 1011 [=].

Les modes propres correspondants pour une poutre fixée-libre, sont données par:

X, (x) = Ci[coshA*x — cos A *x — ay (sinh 2 *x — sin AM*x) |
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Ou:

cos A% +cosh /4
a, =—————ct A =,/ W
k sinA/*+sinh 2 1/4 k k

Les modes propres non dimensionnels seront :

X;(x) = C1[cosh1.87x — cos 1.87x — 0.73(sinh 1.87 x — sin 1.87 x) | ;
X,(x) = C,[cosh4.69x — cos4.69x — 1.02(sinh 4.69 x — sin 4.69x)];
X3(x) = C3[cosh 7.86x — cos 7.86x — 0.999(sinh 7.86 x — sin 7.86x)];
X4(x) = C4[cosh11.0x — cos 11.0x — sinh 11.0 x + sin 11.0x];

Xs(x) = C4[cosh 14.14x — cos 14.14x — sinh 14.14 x + sin 14.14x].

La normalisation des modes propres avec respect au produit scalaire énergétique, nous donne :

1

Ci=

2

\/fol[cosh rix+coshjx—a;(sinh Ajx—sinA;x)]2dx

Ce quidonne aussi: C; =1.003,C, =C3=C,=C5=1.

Les modes propres normalisés sont illustrés sur la Figure .VIL.11.

2.5

2 4
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0 0.1 0.2 03 04 05 06 07 08 0.9 1
x

Figure .VIL.11. Les cinq modes propres les plus bas.
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VI1.3. Les vibrations de torsion des arbres

Le mouvement de torsion peut étre modélisé de la méme fagon que le mouvement longitudinal. La Figure
.V1.12. représente le mouvement de torsion d'une poutre circulaire.

& J L X

Figure .VI.12. Vibrations de torsion dans un arbre.

Ou :0 (x,t) : Le déplacement angulaire (angle de torsion) de 1’élément de I’arbre de longueur dx,

d

9 . .
do = de : L’accroissement de 1’angle de torsion,

M : 1e couple de torsion appliquée a la section transversale d’abscisse X,

oM , . :
dM = P dx : L accroissement du couple de torsion,

De la résistance des matériaux, le couple et I’angle de torsion sont liés par : M = GJ %, .......... (VL27)

Ou: G Module d’¢lasticité en torsion (module de Coulomb) et J est le moment polaire de la section
transversale.

L’équilibre dynamique en rotation de 1’élément de I’arbre de longueur dx est réalisé par :

9%0 a%6
19 F =G w .......................................................... (V128)

Iy est I’inertie de masse par rapport a I’axe de rotation par unité de longueur (inertie géométrique), dans le
cas d’une section circulaire constante : /g = J,.

L’équation du mouvement en torsion est similaire a celle du mouvement longitudinale, donc les étapes de
résolution sont les mémes pour la recherche des pulsations et les modes propres.

VI1.4. Méthodes énergétiques pour déterminer les pulsations propres des
structures continues

11 existe plusieurs méthodes pour la détermination des pulsations propres des structures continues, parmi eux
la méthode de Rayleigh, Rayleigh-Ritz, Gallerkin...etc.

a/La méthode de Rayleigh :

Qui est une méthode qui se base sur les énergies a été rencontrer dans les structures dynamiques discrétes a
plusieurs ddl, mais nous allons 1’appliquer maintenant, sur une structure dynamique continue.
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NAAY o

Figure .VI.13. Arbre circulaire soumis a une charge de torsion T'(x, t) , 8(x,t) mesure un déplacement
angulaire de l'arbre.

Les forces extermes Les forces effactives

Figure .VI.14. Diagramme de corps libre de 1'¢1ément différentiel de l'arbre a un instant arbitraire T (x, t) est
le couple résistant dans l'arbre.

Considérons un élément d’un arbre en torsion ; I’arbre a une densité volumique p (7850 [m—g3]), un module

d’élasticité transversale G (80 x 10° [W] et une section transversale A, alors une contrainte de cisaillement
est développée et égale a :

r=TENDT (V1.29)

Ou : T(x,t) : est le moment résistant dans la section transversale de ’arbre, r : rayon de 1’arbre,

J - moment polaire (/ = [, 72 dA),........ccooiiiiiii, (VL.30)
’ s . . 1 (L 26,5
L’énergie potentielle totale sera : V = > fo JG (5) [0 S (VL31)
. . 1/ (06)?
Et I’énergie cinétique totale sera: T = 3 fo pJ (E) AX,eoeiiiiiiiinnn.. (VL32)

Donc, le rapport :

L6 @2 ax
R(W) = w? = s (VL.33)
fo pJ(E) dx

11 est appelé « Rapport de Rayleigh » pour déterminer la pulsation basse de la structure continue.
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Exemple :

A I’aide du rapport Rayleigh, déterminer la pulsation propre basse de la structure :

EW]I'HI

AR URRARARTARREUAUEUARRUERRRA AN

- i §f 5cm
- im |
Figure .VI.15. Arbre circulaire conique.
Le moment polaire de 1’arbre qui varié le long de 1’arbre, est :
T
J(x) = 5(0.2 —0.05x)*
Une fonction de forme qui satisfait les conditions aux limites : w(0) = 0 et ‘2—‘: 5 = 0 est de la forme :
X=3sm

w(x) = sin%x
La pulsation propre de I’arbre sera :

or N 13 _ a(m\? T
ROw) = @ = 80x10%[- 73] [ (0.2-0.05x)*(%)  cosgx dx .

7850[%] I (0.2-0.05x)* sin22xdx
w; < [R(w)]V? = 3767 [=].

b/ La méthode de Rayleigh-Ritz :

La méthode de Rayleigh-Ritz, se base sur le rapport-Rayleigh, est utilisée pour I’approximation d’un
nombre fini des pulsations propres basses d’une structure continue.

Posons  sont des fonctions linéairement indépendants, chacune d’elles satisfait les conditions aux limites
pour une structure dynamique continue et spécifique. Une approximation de la réponse de la structure
continue dans le cas des vibrations libres est supposée étre:

w(x) =27 Ui ()i (VL34)
Par substitution dans le rapport de Rayleigh, qui sera ré écrit comme :
RW)W,W)r = (W, W)y i (V1.35)
Ou : (w,w) : est le produit scalaire des énergies.

Puisque R(w) est stationnaire au voisinage de mode propre, la meilleure approximation aux pulsations

propres et les modes en utilisant les fonctions u; (x), u; (x), ....... , Uy (X), est obtenue en posant :
OR oR OR
a—cl—a—cz—"'— a—o, ............................. (VI36)
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Par dérivation de I’équation (VI1.35) par rapport a ¢, pour tout k=1,2, .., n et utilisant I’équation (V1.36), on
aura :

R(w) 2&Wr _ 00wwly (V137)

aCk 6ck

Par développement de 1’équation pour tout k=1,2, .., n, conduit & une équation lin¢aire homogene a résoudre
pour cy,Cy,..., C, en termes du parametre R(w). Puisque les équations sont homogenes, une solution non
triviale est disponible si et seulement si le déterminant est égal a zéro, ce qui donne une équation
polynomiale d'ordre n pour R(w). Les racines du polynome sont le carré¢ des approximations aux pulsations
naturelles (propres) les plus basses. Des approximations pour les modes propres peuvent étre obtenues en
revenant aux équations homogenes. La méthode est illustrée par 1'exemple suivant.

Exemple :

Utiliser la méthode de Rayleigh-Ritz pour approximer les deux pulsations propres basses de 1’arbre en
torsion, Figure .VI.16.

= A

'-- T

- I S
- |

;*' 1m II"

Figure .VI.16. Arbre en torsion.

Les deux polyndmes qui satisfont les conditions aux limites sont :
u;(x) = 2x —x? et uy(x) =3x—x3

La forme du mode propre approximé est :

w(x) = c;(2x — x2)+ ¢, (3x — x3)

Les produits scalaires énergétiques seront :

1 8 61 204
w, W) = [, [c1(2x — x*)+ c,(3x — x*)]?dx = Eclz +55 2

w,w)y = fol[cl(Z —2x)+ (3 — 3x2)]%dx = gclz +5¢cc, + 2—:c§,

Par application de 1’équation (V1.37), nous aurons :

(B-5)er+ (s -2R)er =0

(5-ZR)cr+ (B-22R)c, =0,

Une solution non triviale du systéme si le déterminant est égale a zéro, donc :
(8 16 R) (5 61 R)
3 15 30

(5 61R) (48 136R)
30 5 35
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Nous obtenons I’équation caractéristique suivante : 9.24 R? — 241.0 R + 538.0 = 0
Dont, ces racines sont :
R = 2.467,23.610.

Alors, les pulsations propres de la structure dynamique continue, sont :
w, ~ 1.571 [%] et w, ~ 4.859 [%]

L’approximation des basses pulsations propres est excellente avec une erreur de 3.3% en plusque la valeur
de la solution exacte.

Les approximations des modes propres sont obtenues en résolvant pour ¢, en terme de ¢; pour chaque R,
puis en substituant dans l'expression pour w(x) avec cl restant arbitraire. cela conduit a:

wy(x) =758 x —x? —1.86 x3 | wy(x) = 0.4295 x — x? + 0.5235 x3

Les modes propres rapprochés sont présentés sur la Figure .VIL.17., ils ont été normalisés de telle sorte que

Wl(l)zl 1.5

wix)
=
—
]
1

L w=1.571
- = 4.859

T
0 0.2 04 0.6 08 |

Figure .VI.17. La méthode de Rayleigh-Ritz donne des approximations aux deux modes propres
correspondants aux deux pulsations propres les plus basses d'un arbre en torsion a extrémités libre-fixe.

VL5 . Orthogonalité des modes propres

Les fonctions modales d'une structure dynamique donnée correspondent & des mouvements fondamentaux
qui constituent la réponse de cette structure. Il est évident que tout mouvement, forcé ou libre, peut étre
décrit comme une combinaison linéaire des fonctions modales. Pour établir cela, nous devons d'abord établir
l'orthogonalité mutuelle.

Les propriétés les plus importantes des modes normaux sont celles de l'orthogonalité. C'est cette propriété
qui permet le découplage des équations du mouvement. Pour deux pulsations différentes on # om, les modes
normaux doivent satisfaire :

fOL m(x)¢,, (x) ¢,,(x)dx =0, pour:n »m;
Pour n=m ; fOL m(x) 4)721 O)AX = My, oo, (V1.38)

iéme

Ou : M,, est appelée la « masse généralisée » a la n“" mode.
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Exemple :(vibrations longitudinales)

Considérons la barre de longueur L, de rigidité axiale EA

et de masse m, encastrée d’un coté et attachée a un bloque
de I’autre c6té, ce bloque posseéde une masse M=amL , o

coefficient sans dimension.

- Déterminer 1I’équation de la pulsation et la forme =Xk I
générale du mode de la structure correspondant ? -
- Evaluer les trois premiéres pulsations de la
structure pour o=2 ? Figure.VI.18. Barre attaché a un bloc.

- Evaluer la réponse générale des vibrations libres de la barre de la structure (a=2) ?

(a). La solution du c6té de déplacement x sera u(x) = A cos fx + B sin fx

Les conditions aux limites de la barre :
* du coté encastrée : u(0,t)= U(0)=0;
* du coté attachée a la masse M :

o'
N=FA4A—
=
cx i=L : - ;
e > -« i = - .M
ot

=L
Figure .VI.19. Diagramme cinétique.
D’apreés la Figure VI.19., la condition sera :

ou _  9%U 1 iwt _ 2 iwt
_EAY =MZY 3 _EAUL)ei®t = —Mw2U(L)e
ox x=L at2 x=L

Enfin: U’(L)ei®t — %[;ZU(L) =0
Maintenant les conditions aux limites sont établis, la premiére condition, nous donne : U(0)=0=>» 4=0

En substituant dans la solution : U(x) = A cos fx + B sinfx + , on aura : U(x) = B sin fx
La deuxi¢me condition, nous donne : B [cos BL—f % sin ,BL] =0

Les racines de cette équation peut étre déterminé numériquement pour une valeur donnée du rapport
massique o. Les modes propres correspondants sont alors de la forme :

UM(x) =B"sinf,x (n=12,..),

iéme

ou f3, correspond a la n “™ racine de 1’équation. Puisque B" est arbitraire, on doit le mettre égal a un,
rendant la fonction modale de la barre a la forme :

Ut(x) =sinBpx (n=12,..)

(b). Les trois premicres racines de 1'équation, pour a =2 sont obtenues en utilisant le programme MATLAB
"fzero".

PL =0.6533,3.292, 6.362,.........
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Les pulsations propres seront :

Wy, = Bnl\EA/mL?,
De laquelle, on obtient : w; = 0.6533 wq , W, = 3.292 wg ; w3 = 6.362 w,
Avec: wg = \/W
(c). La réponse générale des vibrations libres est donnée par :
u(x, t) = X2, Ul (x)A! cos(wjt — (I)j)-) u(x, t) = Zj‘;lAj sin Bjx cos(w;t — <|)j),

u(x,t) = A sin(0.6536 wox/L) cos(0.6536 wot — ¢,) + A?sin(3.292 wox/L) cos(3.292 wot — ¢.,)
+ A3 5in(6.362 wpx/L) cos(6.362 wot —¢,) + ..

Ou: A et @ (=1,2,...) sont déterminées a partir des conditions initiales.
Vérification de I’orthogonalité des modes :

Pour établir 1'orthogonalité des fonctions modales, nous devons prendre les termes entre crochets de
I'équation :

[IV(”)(L)U(")(L) — N(”>(L)U(”)(L)] — [IV(”)(O)U(”)(O) — IV(")(O)U(”)(O)] =0 (*¥
La somme égale a zéro. Pour la condition de support donnée ;
U(0)=0,

Dong, la deuxiéme expression entre crochets de I'équation 10.111 est vue disparaitre identiquement. Si nous
considérons que la masse concentrée fait partie de la tige. I'opérateur de masse et la distribution sont donnés
par I'équation des structures continus avec un ou plusieurs points de masse concentrés

nifx) m

—...p'r

Figure .V1.20. Structure lisse avec masse attachée.

Dans ce cas: m (x) = m(x) + M S(x — L)
Pour (x = L) alors la condition limite a la droite de la masse ponctuelle (en x = L) est alors:
N(ILH =0
La premiére expression entre parenthéses de I'équation (**) , vu pour disparaitre aussi bien. Les fonctions
modales sont donc orthogonales entre elles par rapport a la masse du sens de 1'équation ;

L L
f UMIONL(x) U™ dx = f U mEURdx + (L) M U™L) =0
0 0

et sont donc orthogonaux par rapport a l'opérateur de raideur dans ce sens é¢galement.
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VI.6. Les vibrations non amorties forcées des structures dynamiques continues

Le traitement et les étapes a suivre pour la résolution des problémes de vibrations forcées sont présentés par
des exemples de vibrations de torsion et transversales.

6.1. Les vibrations de torsion :

L’application de coefficients non dimensionnels pour les excitations harmoniques est illustrée dans 1'exemple
suivant.

Exemple :
Un disque mince de la Figure VI.21. est soumis a un couple harmonique T'(t) = T, sin wt.

Déterminer la réponse a 1’état stationnaire de la structure ?

AULELARAAN

~N1LGp

Fgure .V1.21. Disque en torsion harmonique forcé.

L’équation du mouvement est donnée par :

TG 4G 926 ]629
X, —=p/ =
ax2 P

o . . . . . 9%0 _ 920
Considérons I’équation homogene sans dimension : 2z = gz Avec

0%

Les conditions aux limites 6(0,t) =0 et % (1,t)=-p 35t

01‘1:6=L\f£w.
G

Le moment extene appliqué est harmonique alors la réponse stationnaire sera de la forme :

ToL .
(1,t)+ 16 sin wt

0(x,t) = u(x) sin wt,

La substitution de la réponse dans I’équation homogéne nous donne :
d*u . _ — - d?u | _
—sin@wt = —@usinwtou: — + @*u=0.
dx dx

Par substitution de la réponse dans les conditions aux limites, nous aurons ;

- au 1\ _ p=2 — Dl
u(0)=0 et ™ (1) —Bwu(l) = 16
La réponse sear :
u(x) = Tl sin wt.

(@ cosw—PBw?sinw)]G
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6.2. Les vibrations transversales des poutres :

Exemple :

Une machine de masse de 150 [kg] est fixée a I'extrémité de la poutre en porte-a-faux de la Figure .V1.22. La
machine fonctionne a 2000 [tr / min] et a un balourd tournant de 0,965[kg.m].

Quelle est I'amplitude de la vibration de I'extrémité de la poutre en régime permanent?

L’équation fondamentale nondimensionnelle qui régit le modele est :

ax* | otz 0

Ou les conditions aux limites sont :

a’w

ow ow 3w

(1,t) + asinwt

= 3.63

_ pAL* tr 2w rd (280 [kg])(3[m])3
b=w = (2000 |—|) *==|—
El ( [mm ) 60 [ s ] (210 x 109[%]) (1.2 X 10~4[m?*])

O" = = 150 g

1 w= _MHES man
I g =90 kg om

w= TH kp
E w2100 w0 BT I e
P 2w W

.
B =01, fi w—il.n
> 2t

Les forces extemes Les forces effectves

{L]]

Figure .V1.22. (a) Poutre a extrémités fixe-libre avec une machine tournante a balourd a son extrémit¢ libre,
(b) diagramme du corps libre de la machine a instant arbitraire pour décrire les conditions aux limites.

_ m _ 150[kg] _

b= pAL ~ 280[kg] 0.536,
Et:
moew?2  (0.965 [kg.m])(209.4[%])2(3[m])2
o= - ) = 0.010,
EI (2 10x109[m])(1.2x10-4 [m*])

D’apres les conditions aux limites, et 1’équation caractéristique homogene de la poutre avec une masse
concentrée a son extrémité est :
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1 1 1 1 1 1 1
A4(1 + cos A4 coshA4) + f(cos A4 sin A4 — coshA4sinA4) = 0
Et le mode propre correspondant est :

1 1
1 1 cosA4+ coshA4 1 o1
Xy (x) = Cy |cos A4x — cosh A4x + T T (sinh A4 x — sinA%x)

sin A4 + sinh A4

Ou C; est choisi pour normaliser le mode propre par rapport au produit scalaire défini par :

1
(X0, X (x) ) = Jo X500, Xie () dx + B X;(1), X, (D).
Ce qui permet d’avoir la réponse stationnaire :

wx,t) =[S 42 X (@) sinat,

A —@?
L’amplitude en régime permanent non dimensionnelle de I’extrémité libre de la poutre est :

a X (1)

m =1.67 X 10_4
K —

L’amplitude dimensionnelle peut étre obtenue en utilisant la relation :

x =x*L = (1.67 x 107%) x (3[m]) = 4.0 [mm].
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VI.7. Récapitulatif :

La solution des problémes de vibrations libres :
w(x, t) = X(x)T(t)

La séparartion des équations :

d*T
{ﬁ +AT =0,
LX+XX=0
Les modes propres normalisés :
(X %), =1

Théoréme d’éxpansion :

G =) (£, XrKe()
k=1

La solution génrale des vibrations libres :

W) = ) Xe(OTe(®
k=1

La solution des problémes des vibrations forcées avec La fonction force f(x) :
) = C®X ()
k=1

Ce(®) = (F (x, 1), X (%))

Les solutions des équations séparées dans le cas des vibrations libres d’une poutre uniforme sont :
T(t) = AcosVix + BsinVix,
X(x) = €, cos A *x + C, sin A *x + C3 cosh A *x + C, cosh 1M *x.

Rapport de Rayleigh :

Méthode de Rayleigh-Ritz :

Wi =) )

=1

oww)r _ aww)y
ack - ack ’

Les équations a résoudre pour les coefficients de Rayleigh-Ritz : R(w)
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VII.1. Les techniques de réduction des vibrations des structures dynamiques :

Trois types de technique de réduction des vibrations des structures dynamiques peuvent étre utilisés pour
limiter les vibrations structurales qui peuvent causer des problémes (fatigue, le bruit dii au rayonnement
sonore, etc...), qui sont :

e Par production d’une source de bruit secondaire émettant le négatif du bruit primaire pour avoir une
annulation (suppression) des deux sources, c’est la premiére technique,

e Eviter la transmission des vibrations par utilisation des absorbeurs, c’est la seconde technique dite
d’isolation,

e Diminuer I’amplitude des vibrations structurales dont les fréquences sont proches des fréquences
propres de la structure, ¢’est la technique d’atténuation.

Qui peuvent étre classés en trois groupes principaux :

e Les techniques passives : qui utilisent 1’ajout de matériaux possédant des propriétés amortissantes,
couplés a la structure pour amortir les vibrations de la structure passivement.

e Les techniques actives : qui permettent de contrdler a chaque instant par des actionneurs qui
agissent sur la structure selon une loi de commande congue pour minimiser une mesure quelconque
de I’intensité des vibrations indésirables, ¢’est le principe du contrdle actif des vibrations.

e Les techniques hybrides « passives-actives » : utilisant les matériaux viscoélastique (passif) [On peut

distinguer deux grandes classes de matériaux viscoélastiques : les polymeéres (élastomeéres, plastiques...) et

les céramiques (verre, vernis...)] €t piézoélectrique (actif) [lcs matériaux piézoélectriques les plus importants
technologiquement sont les céramiques ferroélectriques de structure pérovskite a base de plomb comme les zircono-
titanate de plomb (PZT)]. Le premier assure la fiabilité et la robustesse et le second améliore les performances du
systéme pour les trés basses fréquences. Ils agissent en complémentarité.

Controle actif
|

Contrédle passif

i e
Structure/’j/ |

Figure .VIL.1. Exemple d’une configuration de controle hybride passif-actif.

La conception d’un systéme de contrdle est trés dépendante du choix et de I’emplacement relatif des
actionnaires et des capteurs, son efficacité (temps de réponse) est liée au modéle « algorithme »
mathématique utilisé.

Parmi ces algorithmes optimaux, du type « LQR » (Linear Quadratic Regulator), appliqué aux
revétements hybrides, ou de type « LQG » (Linear Quadratic Gaussien) [Trindade, 2000].
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Exemple de la technique d’isolation (Controle passif):

Un climatiseur pese 110 [Kg] et est entrainé par un moteur a 500 [tr / min]. Quelle est la fleche statique
requise d'un isolateur non amorti pour obtenir une isolation de 80%?

La solution :

80% d’isolation demande un rapport de transmissibilité de 0,2,

Pour une structure sans amortissement, le rapport vaut :

1
02 = |Gomy

Puisque r doit satisfaire la condition r>+/2 pour obtenir I'isolation, et doit étre requis, la forme appropriée
de I'équation précédente aprés que la racine carrée est prise est :

02=—1-

r2-1’

Qui nous donne r=2,45.

La fréquence maximale du climatiseur-isolateur avec 80% d’isolation est calculée comme suit :
@ _ (500.2m)

wo =—= (602.45) =21,4 [rd/s].
La fléche statique déduite est :
— |k _ /i
Wo = \/; - Agt [rd/s]a
\ 9,81 _
Alors, la fleche est : A= wig = G = 2110 Z [m] [kelly, 2000].

Cours Dynamique des structures avancées Page 159



Chapitre PIH H:

Y bubrations hes structuees dpuamiques
par [a Methode des Elements Finis




Chapitre VIII :

VIII.1. Introduction

Les modéles mathématiques des sciences et des techniques se présentent trés souvent sous forme de systémes
d’équations différentielles qui lient des fonctions inconnues a leurs dérivées partielles. Des conditions
initiales et des conditions aux limites sont en général requises pour compléter le modéle.

La solution peut étre parfois obtenue analytiquement. Toutefois, dans la plupart des cas, cela n’est possible
que de calculer une fonction approchée au moyen des méthodes numériques. L’idée de base consiste a
rechercher les valeurs inconnues d’une fonction en un grand nombre de points : il s’agit de discrétisation. Au
lieu de résoudre un probléme différentiel ou continu, on résout un grand systéme d’équations algébriques
qu’on appelle le probléme discret.

Ces les méthodes numériques telle les éléments finis qui permettent d’avoir un probléme discret et sont a la
base de nombreux logiciels utilisés pour la simulation des réponses fréquentielles des structures dynamiques.

La méthode des ¢léments finis peut étre envisagée comme procédure particuliére d’application de la méthode
de Rayleigh-Ritz. Elle consiste a subdiviser le corps déformable ou la structure en un certain nombre
d’éléments finis de géométrie simple (segment de droite unidirectionnel, triangle ou quadrangle
bidimensionnel tétraédre ou hexaédre tridimensionnel) et de fonction structurale bien identifiée (barre,
poutre, membrane, plaque, coque,...).

Les fonctions de déplacement sont choisies pour satisfaire les conditions aux limites géométriques (c'est-a-
dire, les déplacements et les pentes) et de sorte que la continuité nécessaire soit atteinte entre les éléments. Il
suffit d'exiger la continuité du déplacement pour les barres, tandis que les déplacements et les pentes doivent
étre continus a travers les limites des éléments pour les poutres.

Les effets de I’inertie d’une structure deviennent non négligeables si elle est soumise a une excitation de
fréquence supérieure a un tiers de sa premiere fréquence naturelle. Dans ce cas ’analyse statique n’est plus
suffisante. Il devient nécessaire de déterminer les fréquences naturelles et les modes de vibration d’une
structure afin de déterminer le type d’analyse : quasi-statique, ou dynamique, c'est-a-dire temporelle. La
recherche des fréquences et des modes naturels d’une structure s’appelle I’analyse modale.

VIIIL.2. les concepts des éléments finis :

Nous présentons le concept des modes de vibration par I’intermédiaire du modele dynamique élémentaire, en
utilisant les concepts des éléments finis.

2.1. L.’élément ressort :

Un ressort élastique est un dispositif mécanique capable de soutenir 1’effort axial. L’¢longation ou la
contraction du ressort est directement proportionnelle a la charge axiale appliquée. La rigidité du ressort
notée k.

u,

Bk L
~ o AW —o—>
© @

Figure VIIIL.1. Caractéristique d’un élément ressort.
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A Tattention de la Figure VIIL.1 ; les extrémités du ressort sont les nceuds (I’extrémité du nceud 1 est
supposée fixe « encastrée » alors que I’autre extrémité libre peut déplacer, on aura 1 seul degré de limité le
nceud 2 = 1 degré de liberté = I'ordre du systéeme d’équation différentielle de mouvement= une seule
pulsation et un seul mode propres) et les déplacements nodaux notés ul et u2 et sont montrés en sens positif.
Si ces déplacements nodaux sont connus, toute ¢longation ou contraction du ressort sera connue de méme

que la force dans le ressort.

Puisque, en équilibre (statique) :

Fil4F, =000 F] = —Fiiii i (VIIL1)
Donc: F; = —k(uy; —uq)alors : Fy = —k(Uy —U1)eeeriviiniiiiiiiiiannn, (VIIL.2)

On peut les exprimer sous forme matricielle :

{,1::;} - [_kk _kk] 5 RS (VIIL3)

Ou sous forme réduite : {F} = [KI{u}...ooooiii (VIIL4)

11 apparait que la matrice de raideur de 1’élément ressort est :

[K] =

k _k] ...................................... (VIILS)

-k k

Exemple :

a) Les vibrations libres non amorties :

Figure VIIL.2. Systéme masse-ressort.

Si la masse m est attirée de sa position d’équilibre, d’aprés la 2°™ loi de Newton, on obtient :

ZF/x:mJ'c':mg—k(x+Ax);
mi+kx=0;

La pulsation propre sera : wg = \g [rd/s] ;

La réponse de la masse prend la forme : x(t) = C sin(wot + @) ;
Les constantes C et ¢ sont a déterminer a partir des conditions initiales.

Les efforts aux nceuds avec les déplacements nodaux peuvent s’écrire sous la forme suivante :

EY_1k —k1n 0 071(V;
{mg} B [—k k ]{Vz} + [0 m {vz}
Avec la force de réaction F; = R = k(x; — x,) et et I’effort : F, = mg

Puisque : {2} = —w? {112}
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Le systéme précédent peut tre écrit sous la forme suivante :

6 R I [ Bl P 9

{TZZ} - —kk k —_rlrcza)z] {z;}

Ceci peut permettre de déterminer les pulsations propres.

Ou bien :

b) Les vibrations forcées non amorties :
Le systéme simple masse-ressort 1ié @ un mécanisme externe qui provoque la réponse dynamique qui est la
charge F(t) variable dans le temps.

Figure VIIL.3. Systeme sollicité a une charge externe.

Les équations du systéme peuvent étre déduites comme suit :

{ Fy }=k [ 1 —1]{1?1}+[0 0]{1'7'1},
mg + F(t) -1 11w, 0 ml(i,)°
L’équation de la force de réaction au nceud 1 est inchangée, I’équation du mouvement se réduit a I’équation
pour le mouvement au nceud 2 est :

mg + F(t) = mi, + kv,
La solution particuliére doit satisfaire a : ¥, + w?v, = % ;
L’importance particuliére dans 1’analyse dynamique structurale est le cas quand les forces externes
produisent une variation sinusoidale dans le temps.
Par conséquent, nous considérons le cas dans le quel : F(t) = F, sin(@t) ; ou Fy est ’amplitude ou la valeur
maximum de la force, et @ est la pulsation forcée, I’équation devient :

¥, + w?v, = %.sin(a_)t) ;

Nous assumons une solution particuliére de la forme : v, (t) = C sin(wt)

Ou C est une constante a déterminer. Par dérivation et substitution a I’équation on obtient :
— Fo .
T m(w?-@?2)°

La réponse particuliére prend la forme suivante :

vy(t) = sin(wt)

0
m(w? — @?)

Qui représente la réponse forcée, dans tous les cas on peut écrire :

[K1{x} + [m]{k} = {F(£)};
Ou : [k] est la matrice de rigidité, [m] la matrice masse, {x} le vecteur nodal des déplacements et des
rotations, {X} le vecteur des accélérations, et {F(t)} le vecteur des fonctions des forces externes appliquées a
la structure.

Cours Dynamique des structures avancées Page 162



Chapitre VIII :
2.2. Assemblage des éléments ressorts dans le systéme des coordonnées globales :

Les équations nodales d’équilibre peuvent étre obtenues plus efficacement en considérant I’effet de chaque
¢élément séparément et en ajoutant la contribution de force d’élément a chaque équation nodale. Le processus
est décrit comme un assemblage.

Pour illustrer tout ¢ca prenons un exemple simple :

. U, U,

F E» k f—w» k, ‘ > ,
L A —o— WA —o—>
0 Qr ®

Figure VIIL.4. Systeme a deux ressorts.

Assumant le systeme des deux éléments de ressorts pour étre en équilibre, pour le premier ¢lément ressort,
nous aurons :

| U,
F \”', k, ‘ >

Figure VIIL5. Représentation des forces et des déplacements dans le premier élément ressort.

Le systéme d’équation :

Fy ki  —ki{]( W
=] T (D) (e VIIL6
o= o o) i)

Et pour le deuxiéme élément ressort :

Figure VIIL.6. Représentation des forces et des déplacements dans le deuxiéme €lément ressort.

Qui nous donne le systéme :

Fz(z)}_ k; —kz]{uz(z)}
{F3 ek, K, Uy Jrr (VIIL7)

Pour assembler les équations d’équilibre décrivant le comportement du systéme de deux ressorts les
conditions de compatibilité de déplacement, qui relient des déplacements des éléments aux déplacements du

systéme, sont écrites : uq; = U; ; ugl) =U,; ugz) =Uy;et u3 =Usz.ooovviiiiiiiiiiiiiin, (VIIL.8)

La continuité de déplacement de 1’élément (1) vers 1’élément (2) est imposée aux raccordements nodaux.

Fl k1 _kl 0 Ul
F,=ED+F?} = [—kl ki +k, —k, {Uz} ..................................... (VIIL9)
F; 0 —k, ky 1\U3
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Sous forme matricielle réduite : {F} = [K]{U}, par comparaison directe de condition d’équilibre, nous
obtenons la matrice de rigidité du systeme :

k, -k, 0
[K] = _kl k1 + kz _kzl ...................................... (VIIIlO)
0 —k, ky

Exemple :

a) Les vibrations libres non amorties :

Soit un systéme de deux éléments ressorts ayant suspendu deux masses attachées aux nceuds 2 et 3. Le
systéme est soumis a la pesanteur et le premier ressort est fixé a un appui encastré au nceud 1.

Figure VIIL.7. Systéme masse-ressort a 2 ddl.

Nous déterminons aisément la matrice de rigidité des ressorts

[kli2 = ky [_11 _11] et [klz—3 =k [_11 _11] ;

Les masses étant concentrées aux nouds 2 et 3, nous définissons les matrices de la masse des éléments
ressorts :

[mli—; = [8 7?1] et:[m],_5 = [8 T(T)l] ;

La matrice de rigidité globale :

ki -k, 0
K] =|—ki kqi+k; —kzl ;
0 —k, ky

La matrice masse du systéme sera :

0 0 O
[m]=[0 m O] ;
0 0 m

Les équations du mouvement peuvent étre exprimées par :

2] 121 F;
[K] {UZ} + [m] {vz} = {Fz = mg}
V3 U3 F3 =mg

Ou F; est la réaction dynamique du nceud 1.
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Sachant qu’a I’extrémité encastrée, les déplacements sont nuls (v,=0) et puisque les forces de gravité

représentent 1’état d’équilibre statique, celles-ci sont négligées (tendent vers zéros par le faite des élongations

initiales des ressorts pour I’état équilibre statique), il en résulte que les équations du mouvement se réduisent
a:

[k1 + k —kz] {vz} + [m 0 {vz} = {0}

—k, k, |(vs 0 mlli; o)
Le systéme des équations de second ordre, linéaires, ordinaires, homogenes représente la réponse vibratoire
du systéme libre de deux degrés de liberté, qui peut étre sous la forme du mouvement harmonique :

Uy (t) = —w?vy(t)

{vz (t) = Cysin(wt + @)
U, (t) = —w?v,(t)

V3 (t) = C3 Sin(a)t + ¢) 5 sachant que : {

Ou C, et C; sont les amplitudes de vibration des nceuds 2 et 3(les masses sont attachées aux nceuds 2 et 3).
® est la pulsation propre du mouvement et ¢ est I’angle de phase.
Nous déduisons :

sin(wt + @) Uy + k) = ma? ~h 2] {Cz} = {O}

_kz kz —mw C3 0

Le systeme de deux équations algébriques homogenes, qui n’aura de solution que seulement si :

=0

|(k1 + ky) — mw? —k,
2

-k, k, —mw
Pour simplifier les calculs prenons le cas ou : k; =k, =k, le systéme devient :

2k — mw? —k
-k k—mw
I’équation caractéristique suivante : m?w* — 3kmw? — k? = 0,

,| = 0 = dont la seule inconnue est ® qui peut étre déterminer par la résolution de

Ceci nous donne par la suite les valeurs suivantes pour o :

2 _ 3km—5km _ kY.
2 _ 3km+V5km _ k
W2 =" me = 2,62 (m)

L’existence de quatre racines, dont deux négatives qui sont a rejeter car y’a pas une signification physique,
reste a déterminer les modes C, et C; :

Pour substitution de la premiére valeur : w? = 0,382 (%) dans le systéme suivant :
[ <3 - \/§> 1
2k — k —k
o -0
| 3-8 [lef = lo
l -k k — > k J
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Systéme avec deux équations et deux inconnus, a noter qu’on peut utiliser plusieurs méthodes pour la
résolution et on arrive a :

1++5
C3: 2 62:1,62 CZ

L2
m
des vibrations de la masse suspendue au nceud 3 est de 1,62 fois de celle de la masse suspendue au nceud 2.

Qui veut dire, que si le systéme dynamique vibre avec la premiére pulsation w? = 0,382 ( ) , ’amplitude

Les réponses des deux masses sont alors :

v,(8) = €3 sin(wit + ¢1)
v3(t) = 1,62 CF sin(w t + ¢1)

Da la méme maniére, par substitution de la deuxiéme pulsation : w? = % = 2,62 (%) dans le
systéme :

[ 3++5 1

|2k - > k -k l{Cz} B {0}

| k k 3+V5 k| “ °

| 2 )"
Qui permet d’avoir :

1-+5
C3 = CZ = —0,62 CZ

2

Dans ce cas, les deux masses se déplacent (vibrent) dans des directions opposées.

Les réponses des deux masses dans ce cas seront :

v, (t) = C§sin(wyt + ¢;)
v3(t) = —0,62 CZ sin(w,t + ;)

Par conséquent, les réponses générales des deux masses du systeme dynamique de deux degrés de liberté et
en utilisant le principe de superposition des solutions des équations différentielles sont donnée par :

v,(t) = C} sin(w,t + @) + CZ sin(w,t + @5) .
v3(t) = 1,62 C} sin(wyt + ¢1)—0,62 CZ sin(w,t + @)’

Les quatre constantes C5 , CZ, @ et ¢, sont a déterminer a partir des conditions initiales.

2.3. L’élément ressort spiral :

Figure VIIL8. Caractéristique de 1’é1ément ressort spirale.
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Les relations de comportement de ce ressort spiral sont :

{%;}z _k/fe _k];e]{z;}i') [K]=k9-[_11 _11]; ......................... (VIIL11)

2. 4. 1.’élément barre élastique :

Est particuliérement trés utile en analyse des structures dynamiques bidimensionnels et tridimensionnels. On
s’intéresse a un probléme de résistance des matériaux ou n’intervient que la traction-compression, on dit
alors qu’on a un probléme de barre élastique.

Fondé sur les hypothéses suivantes : la barre doit étre droite en géométrie, obéissante a la loi de Hooke, les
forces sont appliquées aux extrémités et qu’elle soutient uniquement I’effort axial (la déformation est
unidirectionnelle).

Soit une barre élastique de longueur L a laquelle appartient un systéme de cordonnées globale ox avec son
origine placé a I’extrémité gauche.

14) &2

I = = !l"i_.'l. |
. ' ~

Figure VIII.9. Géométrie de I’¢lément barre.

La fonction u(x) de déplacement axial qui est variable & n’importe quelle position (x) sur la longueur de la
barre.

Les nceuds 1 et 2 se trouvent aux extrémités de la barre élastique avec des déplacements ul et u2
préalablement connus.

On cherche la fonction u(x) qui définit le déplacement de chaque point se trouvant a une distance x de la
barre élastique, pour cela ; les mathématiciens nous propose une fonction approximative en termes des deux
déplacements ul et u2, par :

Ux) = Ny(x)ug F No(X) Uy e (VIIL.12)

Ou les fonctions Nj(x) et Ny(x) sont des fonctions d’interpolation également connues sous le nom des
fonctions de forme.

Les fonctions de forme sont des fonctions qui relient les déplacements d’un point quelconque intérieure a un
¢lément aux déplacements nodaux sont les degrés de liberté. Il existe pour un élément autant de fonctions de
forme que de degrés de liberté, le choix est limiter a celles qui répondent aux conditions aux limites.

Les fonctions de forme doivent étre choisies de telle sorte que nous obtenions les bons déplacements nodaux.
L’approche la plus simple pour décrire le comportement d’un €lément consiste a représenter son champ de
déplacement interne par des développements polynomiaux (Triangle de Pascal).

Dans le cas unidirectionnel, pour 1’élément barre, dit de premier ordre (degré). L’approximation des
fonctions de forme du premier ordre sur 1’élément est linéaire et s’écrit :
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NX)=ax+D;eeiiiiiiiiiiiiiiiiiiiieeen (VIIL.13)
Les fonctions de déplacements a choisir doivent satisfaire les conditions suivantes :
Lorsque :  x=0 = 2©(0)=t1,erereninininiiiininiiiiiniainnnnns (VIII.14)
Quand: LD u(L) = Upeeeveeniiiiiiiiiiiiiiiiiii (VIIL.15)
Par analogie les fonctions de forme doivent satisfaire les conditions dites de frontiéres suivants :

N, (0) =1 Ny =0 et Ny(L) =0  Ny(L) =Turerovevererraenrnn, (VIIL16)

# ¢ g
I."|:L|'||_'-|I— "1'-.

Figure VIIL.10. Fonctions de forme.
Pour la détermination des constantes (a;, a,, b;, b,) des polynémes de forme, prenons :
Ni(x) =a1x+ by No(x) =apx+byseeeiiiiiiiiiiiiiiiin, (VIIL17)

Par application des conditions de fronti¢res précédentes, on aboutit a :

x.
e

N()=1-F et Np(X) =T, (VIIL18)

Tandis que la fonction continue de déplacement est représentée par la discrétisation suivante :
X X
u(x) = Ny (x).ugy + Ny(x).u, = (1 — Z)'ul + (Z) cUD S (VIIL.19)

Sous la forme matricielle, on peut écrire :

u(O) = M@ NGO (o} = IV s (VIIL20)

Ou [N] est la matrice ligne des fonctions d’interpolation et {u} est le vecteur des déplacements nodaux.

Une fois les déplacements connus en tout point intérieur de 1’élément, on peut calculer les déformations en
chaque point: € = S. U..ooviviiiiiiiiiiiiii e (VIIL.21)

Ou S est un opérateur de dérivation linéaire, la déformation & peut étre approchée par : &€ = [B]{d}, tel que :

8N, &N,
B ] (VIIL22)

{6} = {Z;} le vecteur des déplacements nodaux et [B] = S[N] = [

Pour obtenir les équations d’équilibre reliant les déplacements aux forces appliquées, nous procédons a partir
du déplacement vers la déformation, de la déformation a la contrainte et finalement de la contrainte a la force
appliquée.

Dans le chargement uni axial, ona: € = % = % [(1 - %) u; + (%) uz], ................. (VIIL.23)
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ce qui donne : € = %, ................................ (VIIL.24)

Si on désigne par E le module d’¢élasticité longitudinal du matériau avec lequel est faite la barre, la loi de
Hooke nous donne la contrainte axiale : 0, = E. &, = E. (%) e (VIIL.25)

La force axiale associé¢e est : F = g, A = % (U = UQ) oo, (VIIL26)

ou : 4 : est la section de 1’élément barre.
Ceci permet de relier les forces nodales appliquées F; et F, aux déplacements nodaux u; et u,.

L’¢élément est sollicité a la tension de la force nodale F, qui doit étre dans la direction positive des abscisses
tandis que la force nodale F; qui doit étre égale et opposée pour 1’équilibre de la barre donc :

F=- EL—A(uz —Uy)
EA e (VIIL.27)
Fp = T (uz —uq)
Sous forme matricielle, on aura :
FI) _Ear1 —-11(W . ) _
{Fz} =2 [_ . ] {uz} Puisque : {F} = [K]{8}.ververvenrn. (VIIL.28)

Par déduction on aura la matrice de rigidité pour I’élément barre :

_eafl 1]
[k] == [_ - ] SUURTRUR TR (VIIL29)
f F-A o g
(S " -
i I - L
wd [ : 2
m == 'L e L 2

Figure VIII.11. Discrétisation de I’¢1ément barre.
Procédé formel :

La méthode directe peut produire une matrice de rigidité seulement pour les éléments simples, ou les
formules des mécanismes des matériaux fournissent des relations entre les déplacements nodaux et les
charges nodales associées. Pour la plupart des éléments une formule générale de la matrice de rigidité [k] et
de la matrice masse [m] doivent étre employés, la formule générale est :

(k] = [[BI".E.[B]dV ;...ceeevvvnnnn... (VIIL.30)

Ou [B] est la matrice du gradient du déplacement, E est la matrice des propriétés du matériau, et le dV set un
incrément du volume V (dV=A4dx)...............ccooiiivininnnn (VIIL31)

Pour obtenir la matrice [B] pour I’élément barre que nous commengons en écrivant une expression pour le
déplacement axial u(x) d’un point arbitraire sur la barre, dans I’équation d’interpolation linéaire du
déplacement, par :
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u(x) = (1 - %).u1  (3) Uz (VIIL32)

La déformation axiale &, et le gradient du déplacement axial seront :

__du

g == [Z—Z] (6}:0u:[B] = ['Tl %] SUURUUUUU TR (VIIL33)

La matrice de rigidité calculée par intégration, sera :

-1
[kl = J" E E[Z Hadx :”"L—A[fl ‘11] .................................. (VIIL34)
L

Dans le cas d’une barre ou la masse de la barre est pris en considération-élément continu-, alors :

La matrice masse se calcul par :

N{  NiN,

AX i VIIL.35
N.N, A@]x’ (VIIL35)

mu=ﬁpA[

Exemple :

a) Les vibration libre non amorties d’une barre élastique :

Soient le module d’¢lasticité E et p la masse volumique du matériau d’une barre circulaire pleine est
encastrée dans une extrémité et libre dans I’autre. En utilisant deux éléments barre de longueur identique,
déterminer les pulsations propres ?

| E A - X
F—‘* ———— [T e
i
«— £
D @
-

L o

Figure VIII.12. Barre circulaire pleine.

o Un seul élément
La discrétisation de la barre a un seul élément (2 nceuds) :

Nous avons : [k]{u} + [m]{ii} = {F}
El—lul p_AL].Ou1_Fx1‘
€> L [_1 1 ]{u2}+ 2 [0 1]{1‘12}_{Fx }
Au niveau de I’encastrement, le déplacement est nul u;=0, ainsi nous assumons les réponses sinusoidales
suivantes : u, = C,sin(wt + @) et ii, = —C,w? sin(wt + @)
La force Fy, =0

Alors, on aura :
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EA [--1----—-1]{---11-1-'—‘- ----}-_-l_-ﬁAc[I--f)]{ -------- ﬂ------"-}---{F,;fz"‘(rém:tton)}
L C, sin(wt + ¢ 2 lo 1/1-Cw?sin(wt + @) Fp=0

2 G, [i—A—pTsz]sin(wt+ 9)=0;

= Danc on peut détermine la pulsation propre : w = % /% =14 \/E [rd/s];

_ 1571
La solution exacte par intégration nous donne la pulsation propre : w = E - f rd/s] ;

La solution calculée par la méthode des éléments finis est inférieure de 10% par rapport a la solution exacte.
e Si on introduit dans la procédure du calcul la matrice masse avec distribution de la masse sur les
deux nceuds, on obtient :

E_[_l-""i] “"uf'E'O‘"‘}“pﬂL'[Z' { ------- B-------- }-:-{F;C-lt?-(‘r‘éact-ion)}
L -1 C, sin(wt + ¢ 0 —C,w? sin(wt + @) Fpy=0

EA pAL .
2 G, [T—%wz] sin(wt + @) =0 ;
. . 1 ,35 1732 [E
= Ce qui donne la pulsation propre : w = AT \E [rd/s] ;
La deuxiéme méthode des éléments finis nous donne une erreur de 10,25% supérieure a la solution exacte.

e Deux éléments

La discrétisation de la barre en deux éléments (3 noeuds) ;

@ @ ©)
o ———o— o

L/2 , L2

%

Figure VIIL.13. Barre avec deux éléments.

Le systéme d’équation différentielle du mouvement est : [K]{u} + [m]{ii} = {F}

1 1 0](is Fyq
0 2 0|juzt=1{Fx2(;
0 1 11\is F,3

e auniveau de I’encastrement, le déplacement est nul u;=0,

La superposition des éléments :

2EA 1 -1 0] AL
(--)—[—1 2 —1“ }+”T

L
0 -1 11U

Les conditions aux limites ;

e auniveau des forces : Fy, =F3 =0 (pas de forces externes appliquées aux nceuds 2 et 3)

e, I o W Y A U =0__ Y. 1-1--03{---cc--- Qo). E .+ =2 (réaction)
221 2 —1] {Cz Sln(wt+(p} 22l 2 0] —Cyw? sin(wt + @) ={ Fy }
0 -1 11\¢;sin(wt+e 0 1 1l(—C;w?sin(wt+ @) Fy3

Qui peut ce réduire a :

CL ey Do = )
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La solution du systéme par :
2EAr 2 —17 PAL .12 0
<14 T1-Fels Hl=o

pALw?/4 _ pL?

Pour simplifier les calculs posons : E= =—w*;
2EA/L ~ 8E

Le systéme devient : |[_21 _11] —-& [(2) (1)” = |2 :12:;’ 1_—1§| =0
2 282 —4E4+1=0;

r“f = 1,707

2—2
2

On obtient deux solutions : §, = =0293 et §, =

Les pulsations propres s’obtiennent :

2\/’ 1,531
& = _wl {wl L él \f
-> [rd/s]
w1

e, _pl? 2\/’ (%2 3695\[

Les pulsations exactes obtenues par intégration, sont :

= 8 ©2
r [E 1571 [E 3t [E 4712 [E
Wy =— |—m=="—= |=[rd/s] et w,4 ==— |-=——= [=[rd/s
a=g [E= 1 Fras) e wn =3 =222 g

Remarque :

Les pulsations calculées par la méthode des éléments finis sont inférieures de 2,54% pour la premiére
pulsation et 21,6% pour la deuxiéme pulsation.

e Par utilisation de la méthode de la distribution de la masse, il en découle :

a1 L@ =0-oy o YR 2 e B Gk e Foq-=7
- |71 2z -1 C, sin(wt + @} + p1—2 1 4 1|{-Cw?sin(wt+¢)} = Fyy
0 -1 C3 sin(wt + ¢ —C3w? sin(wt + @)

Qui se limitera a :

<2EA[ 2 _1] pAl 2[4 ; ){gz}sin(wt + @) = {8}

s 2]t =0
On posant :

£= pALw?/12 _ pl?> o
T 2EA/L  24E °

. .2 -1 4 1|_|2-48 -1-¢_
Lesystemedev1ent.|[_1 1] E”[l 2”— -t 1-2¢ =0
2 782 -105+1=0;

On aura deux solutions : &, = S 3\/——0108 et &, —5+jﬁ= 1,32
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Les pulsations propres seront :

Les pulsations propres obtenues par la méthode des ¢léments finis sont supérieures de 2,482 % et 17,317% .
Constatation :

La premiére méthode ou il n’y pas distribution de masse, la solution des pulsations propres converge a partir
des valeurs plus basses vers la solution exacte de valeur supérieure.

Dans la deuxiéme méthode ou la distribution de la masse est prise en considération la solution converge a
partir des valeurs plus élevées vers la solution exacte de valeur inférieure.

Le recours aux méthodes des ¢léments finis parce que y’a pas dans les problémes rencontrés de vibration
souvent une méthode analytique (mathématique) d’intégration a appliqué directement pour avoir les
solutions des équations différentielles d’ordre supérieure, mais permet le transfert des équations
différentielles en équations algébriques programmables.

2.5. Charges externes variables :

d {1}

Figure VIII.14. Elément barre avec charge externe répartie.

Dans les cas précédents, les charges ont été considéré concentrées mais avec des charges variables, les
forces équivalentes appliquées aux nceuds se calcul par :

Faqr = Jy G0Ny (0)dx = [y (). (1=%) dox oo (VIIL36)

Faqz = Jy 00 No()dx = [ q(0).(3) dx oo (VIIL37)

2.6. Charges thermiques :

Si une structure est en matériau homogene et élastique isotrope est uniformément chargé a une température
ou & un champ de température et le corps non restreint par les appuis externes, si la structure est initialement
non chargée, elle reste non chargé, mais elle se déforme.

Plus souvent, le gradient de température est plus compliqué, et les contraintes thermiques surgissent avec ou
sans appuis externes.

Figure VIIL.15. Les charges thermiques appliquées aux nceuds.
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(FY+ {Fr} = [K1{6} 5meeoeeoeeeeene, (VIIL38)
O Fp = QEAAT .oovooeeoeeoeeee e, (VIIL39)

Fr est la force due a la dilatation de la barre une fois la température atteint une quantité AT.

e (=20 T b o)

2.7. L’élément barré orienté :

Dans les structures treillis, qui sont des structures constituées de plusieurs barres éléments assemblés avec
différents angles par rapport a un repére global comme montré par la figure suivante :

'
|
I - -
| ® © _
i TR \ gL
o “ {7 ;
I";-':./ - T WS _.-1:’:_'--:I N i
i B @\ | N @,
[D‘ff N : .
— -
| @ (B

Figure VIIL.16. Treillis en éléments barres connectés.

La liaison physique et la variation de 1’orientation géométriques des éléments imposent les conditions
suivantes :

e le déplacement nodal des éléments connectés en un seul nceud doit étre identique au déplacement du
nceud de raccrochement dans le systéme global.

e Les caractéristiques physiques de chaque ¢lément (la matrice de rigidité et le vecteur forces
appliquées a I’élément) doivent étre transformées, au repere global pour représenter les propriétés
structurales dans le systéme global.

e Les paramétres individuels de 1’élément (effort axial,...) sont déterminés aprés la solution du
probléme dans le systéme global.

La matrice de transformation :

Pour transformer les déplacements et les forces nodaux de 1’élément barre du repére local vers le systéme des
coordonnées global on a recourt a la matrice de transformation.

Figure VIII.17. Les déplacements aux nceuds du barre, (&, 7) au systémes de coordonnées local et (u,v)
dans le systéme de coordonnées global.
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Uy = uqycosf +vysinb Uy =uycosf +v,sinf
{51 — 1, sin6 + v, cos 6 e By = —y Sin6 4+ 1y cosf > (VIIL.41)
Sous forme matricielle et en posant : A = cos 0, u=sin 0, on écrit :
Uy cosf  sinf 0 0 Uy [ A H 0 07w
vy _ —sin@ cosf 0 0 vi(_ | —m 8 0 0[)wn
a4, (= o 0 cosd  sind|u2(=| o 0 Aol ua (o (VIIL42)
2 0 0 —sinf cos @1 \V2 [ 0 0 —n Al NP2
cos 6 sinf 0 0
S _ —sinf cos6 0 0
La matrice : [T] = 0 0 coSO  Sin | e (VIIL43)
0 0 —sinfd cos 6

La matrice dans ce cas est appelée matrice de transformation ou de passage entre les deux systémes de
coordonnées local et global.

Pour la transformation des déplacements on peut écrire sous forme réduite :
{8} =THSY s, (VIIL44)
{6—} : Vecteur des déplacements dans le repére local,

{6} : Vecteur des déplacements dans le repére global,

La matrice de transformation posséde une propriété importante qui est : son inverse est égal a sa transposée,
DT =Tl (VIIL4S5)

La transformation du vecteur des forces appliquées aux différents nceuds sera :

(F}Y=[THF};.......evviiin. (VIIL46)
Et puisque : {F} = [k]{5}
{F}y=[THF} = [k]{8} .o, (VIIL47)
Multipliant les membres de 1’équation par la matrice inverse de la matrice de transformation [T]™* , on aura
[T17MTI{F} = [T1*[k]{8}; avec [T TT = [I]..ccooovvreennnnes (VIIL48)
On aura finalement :  [k] = [TT*[k][T]. .oooovvvreeiiiee (VIIL49)

Dans le cas ou la distribution des masses est prise en considération, on applique :
[m] = [T][m][T]...coeveieien (VIIL.50)

Les forces axiales de I’élément barre peuvent étre obtenues par :

{F} = [K]{6};

L’effort normal correspondant a la force nodale a I’extrémité (2) sera :

N = [r p]{F}
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Si on trouve que N est positif alors on constate 1’existence d’une traction et une compression dans le cas
négatif.

Allongement di aux forces axiales : Al = 1, — U,

2.8. L’élément poutre en flexion :

Cet ¢lément est la base de la formulation par éléments finis en utilisant la théorie élémentaire de flexion
d’une poutre. La formulation de 1’é1ément de flexion a pris en considération les déplacements et les rotations.
Pour chaque élément poutre de longueur L posséde deux nceuds et chaque nceud a deux degrés de liberté, un
déplacement transversal v et une rotation 0 autour de I’axe z. En plus, pour éviter I’ambiguité potentielle des
déplacements, 1’inclusion des rotations nodales de I’élément de flexion assure la compatibilité des rotations
aux liaisons nodales entre les éléments.

A :
af-1%

i

|
\ 1 N | >
\,@T I

<\ 6
# "JIJI

Figure VIII.18. Elément poutre en présence des déplacements et des rotations.

Le nombre de degrés de liberté de 1’élément poutre égal au produit du nombre de nceuds par le nombre de
degré de liberté correspondant a chaque nceud.

Les nceuds 1 et 2 de I’élément poutre sont situés aux extrémités, et les variables nodales sont les
déplacements transversaux v; et v, ainsi les rotations 6, et 6, correspondants.

Le vecteur déplacement est discrétisé par :

Les conditions aux limites, qui sont connues :

. . d
Déplacement au nceud 1 vy(x=0)=v; et la rotation d—:| =0,.
x=0

. . d
Déplacement au nceud 2 vo(x=L)=v, et la rotation d—Z| =0,.
x=L

D’aprés les conditions de frontiére et la nature unidimensionnelle de 1’élément en termes de variable
indépendante, la fonction de déplacement satisfaisante prend la forme ci-apres :

v(x) = ag + a;x + a,x? + azx3
Sous la forme réduite le vecteur déplacement s’écrit :
v(x) = Ny (x)vy + N (x)0; + N3(x)v; + Nyu(x)0;
Ou sous la forme matricielle :

U1

V@) = M) M) N M@ o
0,

Par application des conditions aux limites et substitution, on trouve :
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M) = (1= +75); N,G0) = (3 - 2 2,
Ns(x) = (3%22_%3) Ny(x) = (——sz);

Par application de la formule : [k] = [[B]TE [B] dV , ou avec E et I des constantes:

[k] = EI fL(ZIZ‘d 2 dx avec i,j=1,4.

On aboutit a la matrice de rigidité de 1’élément poutre, comme suit :

12 6L -12 6L

[k]:ﬂ 6L 412 —6L 212
F|-12 —6L 12 —6L|’

6L 21> —6L 4I?

et puisque : [m] = pA f [N]dx avec p et A des constantes :

156 22L 54 —13L

[m] = 24:| 22L 412 13L —3L?
a20 54  13L 156 —22L|
—13L 3L —22L 4L?

Les conditions de frontiére pour les poutres :

Les conditions de frontiére pour les poutres impliquent des spécifications de déplacement v ou de ses trois
premiéres dérivées en fonction de x.

u=v=0M=0 v=0 M=0 —v=0
v=0 =0 6=0
_ M=0
——— _.':“Tﬂfﬂ e 7‘—4ﬂ ——
u=v=>_0
Figure VIII.19. Conditions de frontieres typiques de poutre.
Conditions A gauche de x0 A droite de x0
Déplacement v(xg) = vyg v(xg) = vy
Rotation ov(xo) v (xo)
0(xo) = ax 610 6(xo) = ox 620
Moment 0%v(xg) 92v(x,)
—EI W = M10 El W = MZO
Cisaillement 0%v(xy) 9%v(xg)
EI axz = I'10 —EI T = FZO

D’autres conditions de frontieres plus compliquées sont possibles quand les poutres sont soutenues par
d’autres éléments élastiques tels les ressorts linéaires ou spirales. La force développée dans le ressort support
de la structure doit étre équilibré par le cisaillement a I’appui.
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L’état de frontiére dans ce cas est exprimé par la condition :

9 El 0%v kv=20
0x 0x2 vE
El kv

— t>k Hg@*

Figure VIII.20. Conditions de fronti¢res avec des ressorts.

Le vecteur forces- moments nodales peuvent &tre obtenus a partir de 1’énergie de déformation, pour EI
constantes :

2 2 2 2 2
U=3El [ (S8, + 28, + 20y, 4 T8, )

dx? dx? dx? dx?

_OU\
S ovy
_aU
96,
_BU
Cov,
au
kMZ:(?_BZJ

F

My

~~

F

Exemple :

Soit la poutre continue, formée de 3 éléments et quatre nceuds sollicitée a une charge concentrée localisée a
une distance L par rapport a ’appui 3.

- Déterminer la matrice de rigidité globale ?

- Déterminer les déplacements nodaux et les rotations nodales ?

- Déterminer les efforts tranchants, les moments fléchissant et tracer leurs diagrammes ?
- Calculer les réactions d’appuis ?

jm
i ;
|
-

Figure VIIL.21. Poutre a une extrémité encastrée et une charge en surplomb.
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La discrétisation de la poutre en EF (Eléments Finis) :

A 4 A
M V2 [ V3 V4
6, | 6, | o, a,,
[ @ —_— - — +—
\ | \ |
“a - A -

Figure VIII.22. Discrétisation de la poutre totale en quatre poutres élémentaires en flexion.

e Détermination de la matrice de rigidité globale :
e 1/ La matrice de rigidité pour chaque élément est :
Elément (1) constitué des nceuds 1-2 :

12 12 6L —-12 6L (M1
Mi( _er| 6L 412  —6L 217 |)01(.
F, 3|—-12 —6L 12 —6L|)v2("’

M, 6L 21> —6L 4L1*>1\6,
Elément (2) constitué des noeuds 2-3 :
F> 12 6L =12 6L 7 (V2)

Mp( _er| 6L 412 —6L 212|)02(
F, (T3|-12 —6L 12 —6L|)vs("’

M; ) 6L 21> —6L 41*>1\6;)
Elément (3) constitué¢ des noeuds 3-4 :
F3 12 6L —12 6L 7(Ys
My _EI| 6L 412 —6L 212|)0s
F, [3|—-12 —6L 12 —6L|)|Vs
M, 6L 212 —e6L 4121\6,
e 2/ Assemblage des matrices de rigidité élémentaires :
(F1) - 12 6L —12 6L 0 0 0 o7
M, 6L 41* —6L 2I2 0 0 0 o6
F -12 —-6L 24 0 —-12 6L 0 0f]|v
M2\ _EIl 6L 212 0 812 —6L 212 0 o0])61
F3 L3 0 0 —-12 —6L 24 0 —12 6L!l)v3
M, 0 0 6L  2L? 0 8L2 —6L L*}]|063
F, 0 0 0 0 —-12 —6L 12 —6L| |1,
M, L0 0 0 0 6L 212 —6L 4121\9,)
e 3/ Les conditions aux limites :
e (Coté : déplacements : v=0;=v,=v3=0
e Coté : moments externes appliqués aux nceuds : M,=M;=M,=0
e (Coté les forces externes appliquées aux nceuds : F,=-P

La matrice de rigidité globale de taille 8x8 se réduit a une matrice de 4x4, aprés application des conditions
aux limites, il vient :

F; =? (réaction) 7~ 6r-—"—={Z-6r---"""- 6---"0- - 0~ ~"03 71 = 9@ {enreastrement)
M; =0 6"~ 413 -~ ~=GF -3~ ------ 0----- 0------ G ---0119r =0 <{encastrement)
F, =?(réaction) ~12 - =6l =24 -0 __ =12---__ 6L ) NPT 1 1Y IR vy =0_
M; =0 _El 6L 21> 0 8I? —6L 217 0 0 62
Fy =?(réaction) [ 2| Q-0 ____=12_ =6L___24 ____._ Q=12 6L}y ____. v3=0---
M, =0 | 0 0 6L 22 0 82 —6L L*| 0,
F,= —P | 0 0 0 0 -12  —6L 12 —6LJ v,
M, =0 0 0 0 0 6L 212 —6L 4L? 6,

Le systéme se réduit a :
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0 8L2 212 0 01]/(f2
0 (_Ellz2 g1z —612 212|)06s
-P(7 3]0 —6L 12 —6L|)v,
0 0 212 —6L 4172]1\6,

On résout le systeme d’équation ci-dessous, puis on détermine les déplacements et les rotations de la poutre :

< D

Détermination des déplacements nodaux et les rotations nodales de la poutre :
131 1

[ ]
{V1}_PL2 21 { 0) p2) 14|
0.7 Er )11 05 Er)_z2(°
7

14

e Détermination des efforts tranchants et les moments fléchissants :
On procéde a remplacer les déplacements et les rotations dans les matrices élémentaires :

Elément (1) :
Fy 12 6L -12 6L 0 3
M| _mi| 6L 412 —6L 212 { O l_r)t
F(Tr@|-12 —eL 12 —6L[] O (T7)-3("
M, 6L 21* —6L 4L2. \PL 2L
14EI)
Elément (2) :
F o)
2 12 6L —12 6L17| p12 -9
M, ( _Er| 6L 41> —6L 2I? Joamr \ _P)=2L1 .
Fs (" 13|-12 —6L 12 —6L|}) 0 ([~ 7] 9 (°
Ms 6L 2L —6L 4Ll |_r2? =7
\" 7E1/
Elément (3) :
F3 12 6L —12 6L71,0
My ( _EIf 61 412 —6L 21%|)PL
F, (" 13|-12 —-6L 12 —6L|)—p

M, 6L 21> —6L 4L*1\0
Les diagrammes des efforts tranchant et les moments fléchissants, sont établis comme suit :

Effart tranchani

Muomens fTéchissant
M=

=
M

Figure VIIL.23. Représentation des efforts tranchants et les moments fléchissants.
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e Détermination des réactions d’appuis :

Lire directement les valeurs de F;, F, et F; des matrices précédentes (dans la matrice de rigidité

globale, elles ont été mentionnées par « réaction ») :
12 1

F, = %(6L92) = §P; F, = %(6L93) = —ZPet:Fy= %(—6L92 +12v; + 6L6,) = P,

2.9. Poutre avec charge répartie :

La formulation des éléments finis transforme la charge répartie en charges équivalentes et des moments aux
nceuds. Nous savons que les charges concentrées sont appliquées aux nceuds de 1’élément de flexion, alors
que les charges réparties sont réparties le long de la longueur de I’élément. Il faut remplacer ces charges
réparties par des forces et des moments nodaux tels que leur travail mécanique effectué soit équivalent a
celui des charges réparties.

g(x)
[f P2 20 2 I 2l
| L wp

Figure VIII.24. Elément poutre sollicité avec une charge répartie.
L
W= f qv(x)dx = Feq1V1 + Meg 101 + Feq 202 + Mg 26,
0

Ou : Feqr et Fgq2 sont respectivement les forces équivalentes aux nceuds 1 et 2, tandis que Mgqr et Mege sont
les moments nodaux équivalents, ce qui permet d’avoir :

Fegr = Jy aQOINy (0)1dx s Megy = [ G N2 ()]l ;

Fegs = [} q0OIN3(0)]dx ; Mega = [, g0 [N, ()] dlx.

Dans le cas d’une charge uniformément constante, (¢(x)=g), on aura :

L 3x%  2x3 qlL L 2x%  2x3 qlL?
Féql—qfo(l—L—2+L—3)dx—7, Méql—qfo(x—T+L—2)dx—E,
L (3x? 2x3 qL L(x3 x? qlL?
Féqz-‘lfo(L_z—L—g)dx—7, Méql—CIfo(L—z—T)dx—E,

a R IR T B J.]

THE { .

i - — * 4 -

i |" JLE |
I - 2 ¥

Figure VIIL.25. Représentation des forces et des moments équivalents dans le cas d’une charge uniforme
constante.
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Exemple :

Soit une poutre encastrée de 1’extrémité (1) et en appui simple a I’autre extrémité (4). Au nceud (2), elle est
sollicitée a un moment de flexion et sur le trongon 3-4, elle est sollicitée a une charge uniforme répartie .

- Déterminer la matrice de rigidité globale ?
- Déterminer Les déplacements nodaux et les rotations nodales ?
- Calculer les réactions d’appuis ?

M q
o9 Iy
& ! 2.0

@

Figure VIIL.26. Poutre a une extrémité encastrée avec une charge répartie et un moment de flexion.

F1] M FS""Féqu F4+Féqu

Figure VIIL.27. Discrétisation de la poutre totale en trois poutres élémentaires en flexion.

e Détermination de la matrice de rigidité globale
e Détermination de la matrice de rigidité pour chaque élément :
Elément (1) constitué des nceuds 1-2 :
Fy r 12 6L —12 6L ("1

IMo( _ | 6L 412 —6L 212 |)01( .
F, (T 13|-12 —6L 12 —6L|)v2("

M, L 6L 212 —6L 4L*1\6,
Elément (2) constitué¢ des noeuds 2-3 :
F> r 12 6L —12 6L 7 (V2)

Mo _ | 6L 412 —6L 212 |)02( .
Fy(~3|[-12 —-6L 12 —6L|)vs(’
\M, ) L6l 212 —6L 4121\6;)

Elément (3) constitué¢ des noeuds 3-4 :

F3 12 6L —12 6L 7(Vs
My _Er| 6L 412 —6L 212|)0s(.
F, B3|-12 —-6L 12 —6L|])vsf(’
M, 6L 212 —6L 4121\6,

e Assemblage : (la matrice de rigidité globale) :
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0
0
(F1 8 12 6L  —12 6L 0 0 0 07 (V1
M, oL 6L 41> —6L 212 0 0 0 of|%
F - -12 —-6L 24 0 —12 6L 0 O0f]|v
M2 ) 2| _Ell 6L 212 0 8L —6L 217 0 0[)6:1
F; U 0 0 -12 —-6L 24 0 -—12 6Ll vs
M, 12 0 0 6L  2L? 0 8L2 —6L L? |63
F, ql 0 0 0 0 —-12 —6L 12 —6L|{|v,
M,) T L0 0 0 0 6L 212 —-6L 4121\9,)
qL?
‘12
e Les conditions aux limites :
e (oté des déplacements et des rotations : vy = v, =v3=v,=0;60,=0;
e (Coté des moments externes appliqués aux nceuds : M; = M3 =0, M, = —M.
Apres introduction des conditions aux limites, on aura :
0
(Fa =7 (reactiomyy |0 BV A v e 3 Al i Ay R o (i H=0 )
I Mmoo | 6L 4 el 212 0 0 o ol 61 I
| F2 =? (réaction) | ” 12 -=6L--24--6G----- =1‘2"“6t""'0'“f)11 ----- =0- |
M, 172 _ml el 212 0 8L —6L 217 0 0 0,
Fpreaction) w2 Bl 0---8---—12-—6L---24----0---—12--6Ld}----- =0
M, 12 0 0 6L 212 0 81> —-6L I? 03
F,? (réaction) -z | -6---0----0---0----—32---—6L--12- - —6L [y, ~= O(Encustrement)
M, q_LzZ I U U U 2077 =6L - At (g, = ()(_b:rfc?zstrement)}
12
Le systéme se réduit a :
0 0 412 212 0 (9
0 El 1
{—qLZ} + =3 [ZLZ 812 2L2] {92} ;
qL L
0 Py 0 217 8L21\6;

Les rotations de la poutre peuvent étre calculées apres simplification :

47qL3 47qL3 17qL3
= , Uy = et =
624 EI 312 El

1 37 624EI "

e Détermination des réactions d’appuis :
On injecte les valeurs des rotations déja calculées dans la matrice globale, on aura :

EI 47
EI 5
L  EI 21
F3 =24 5(=6L68)) = ———qL;

qL | EI 35 .
Fo=3 + (6L = qpals
L?> EI 3
My = -1+ 5 (21%60;) = ———qlI*.
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2.10. Les vibrations composées (axial-flexion)

La poutre suivante est sollicitée a une vibration axiale-flexion. Cette poutre est orientée arbitrairement dans
un plan bidimensionnel. Les équations du mouvement peuvent étre obtenues en employant le procédé de
transformation du repere local vers le repere global.

Figure VIIL.28. Elément poutre orientée en sollicitation axial-flexion.

L’équation générale s’écrit :

71" [[}] - w?[ml] [T 1)
Ou [T] est la matrice de transformation entre les repéres.

[E] : Matrice de rigidité dans le repére local,

[m] : Matrice masse dans le repére local,
Dans la formulation suivante, les équations de mouvement liées au chargement axial et au chargement de
flexion sont décrites séparément ;

e Chargement axial :
Pour un élément en chargement axial dans un plan bidimensionnel, la matrice de rigidité et la matrice de la
masse dans le repére locale, sont :

(Fi1) (100 -1 0 07w
| Fy1 | 000 0 0O (Ul]
{Mz}_ﬂ 000 0 0 0{91}.
Fa( " Zl-1 0 0 1 0 0|)uy("
5.l o 00 00 0J| v,
\n,, ) 0 00 o0 o0 o0l
La formule de changement de base est la suivante :
[F] = (117 [[K] - w?[m]] [T){8} ;
Dans ce cas, la matrice de rigidité, sera :
100 -1 0 0 2 0 01 00
[000000] [000000]
eAlo 00 o0 o0 ol. . ta1_PALlo 0 0 0 0 ol
[k] T|—1 00 1 0 O|,etlamatrlcemassesera.[m]— 6|1 00 2 0 0|
[OOOOOOJ [OOOOOOJ
0O 0 0 0 0O 0 0 00 0O
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La matrice de transformation, sera :

Aou 0
—u A 0
[T]:E 0 0 0
L0 0 0
lo 0 o
Lo 0 o
Par substitution, on trouve :
(Far) Mo 0 =A% —ap 0]
| Fxz | Mop? 0 =i —p? 0
{Fyl}:|% 0 0 0 0 0 oj_rAL
|M1| L|1-2* —x 0 2% ap O 6
LFyZJ T VI N TR T |
M, 0 0 0 0 0 O

e Chargement en flexion :

0 0 0

0 0 0

0 0 0

A ou 0

0 o ol

20% 24 0 A% ap O\ g
2an 2u2 0 = —u® 0 (uz
20 0 0 O 00.{171
A2 oan 00 2M% 2 O 61
AL w2 00 2apn 2u? 0 lzz
0 0 0 0 0 o0 2

Pour un élément en chargement flexion dans un plan bidimensionnel, la matrice de rigidité et la

matrice de la masse dans le repére locale, sont :

Fr1 00 0 0
Fy [0 12 6L 0
M| _EIl 0 6L 412 0
Fo( I3 0 0 0 0
Fy, l —12 —6L 0
M, 0 212 0
La matrice de rigidité dans le repere local, s’écrit :
[ 0 O 0
0 12 6L
EIl 0 6L 4L?
[k] O 0 0
—12 —6L
l0 6L 212
La matrice de la masse :
0 0 0
AL|[ 0 156 22L
_ p 0 22L 41?2
Ml =25l o 0
0 54 13L
lo —13L —31L?

0

Apres substitution dans I’équation du mouvement générale :

71" |[F] - w

Fy / [ 12 2 ]
Fy, | —12n 1232 Sym |
M| Ve —eul  eaA  4L?
Alors : Fol=|El-122 120 6uL 122 |
Fy, 120 1242 —exa —120 1227
;) | 6y 6nL 212 6ul  —6nL 4L)
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0
-12
—6L

0

12
—6L

0

—-12 6L
—6L 2L2?

0
12
—6L

0

0

0
0

0
0

13L

156
—22L

60L](

212 |
0

U
U;
%1
01

—6L; 1 V2
4172 J k@z J

01

0
412}

—13

(1] [T1{6}

[ 156u%
| 156
—22 uL

54u?
-54%
[ 13uL

156A%
220 4L7

-56M
54)%
—130L

L|
—3L i
|

22L

412

Sym

156p2
-1561
22ul

—13ul
1302
—312

15627
—220L 4L

I
Ji

2

|
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L’équation générale de chargement axial est utilisé pour I’analyse de vibration libre des treillis plans, alors
que ; I’équation générale de chargement en flexion est employer pour I’analyse de vibration libre des
structures planes et qui sont dominées par des mouvements de flexion seulement (avec I’hypothése de
I’inextensibilité).

La combinaison des deux équations est employée pour I’analyse de vibration libre de treillis plan ou les
mouvements axiaux et de flexion sont couplés.

Exemple :

Un portique fermé composé de trois barres, fixé a ces extrémités. Les barres ont les mémes: module
d’¢élasticité E, section A, moment d’inertie I et longueur L. Calculer les fréquences de la structure ; en
supposant deux cas de déformation : (a) symétrique, (b) antisymétrique ?

E,A LI p
2 3
A ]
L
.‘__ e ———— ’
v 1 3)

Figure VIIL.29. Portique fermé a trois barres.
Le tableau suivant résume les angles et cosinus directeurs des trois barres constituant la structure de portique
fermé :

Barre Longueur Angle 0 A=cos 0 u= sin0 A2 w? AL
1 L /2 0 1 0 1 0
2 L 0 1 0 1 0 0
3 L /2 0 1 0 1 0
e Chargement axial :
L’élément 1 : constitué des nocuds 1-2 :

(Fi1) 000 0 0 0 00 0 00 Op (%

1 — %1

[ 1 | 01 0 1 0 020010(]

{Ml}:'E 000 0 0 of_PAL 510 0 0 0 0 0 -{91}

Fy, LlooooooI 6 I000000I U,

|F, | 0 =10 01 0] 0100 2 0 lvz

\n, ) 00 0 00 0 000 0 0 o \6

L’élément 2 : constitué des nocuds 2-3 :

Fra [ 00 -1 0 0 [2 00 10 0\ (%

F

y2 |00 0 0 0 Of [0 0 0 0 0 0f)][v

M _1EAlo 0o 0o o o of_PAL 5lo 0 0 0 0 off]6;

Fy |—100100|6 |100200| Us

Fys \lo 0.0 00 0] [OOOOOOJ/lZ3

M, 0 00 00O 00 0O0O0 O 3

Cours Dynamique des structures avancées Page 186



Chapitre VIII :
L’élément 3 : constitué des nocuds 3-4 :

(Fx3) 000 0 0 0 000 00 O\ (U
| Fva | / 010 0 -1 0 020010\|v3|
{M3}:'%000 0 0 of_PAL 210 0 0 0 0 Of]6s
Fys L10 0 O 0 0 0 6 0 0 0 0 0 O Uy
| F, | |l0 10 0 1 0J| |l0 100 2 0J| )
\n, ) 0 0 0 00 0 0000 0 o/ \6
L’assemblage :
?1 r0 0 0 0 0 O 0 0 0 0 0 07 0 0 0 0 0 00O O 0 0 O Uy
Itjl,l 01 0 0 -10 000 0 O00O 020010 0O0OO0O0O0TO0O0 vy
1 000 0 0 O 000 0 O00O 0 000 OO OOTUO OO OT OO 0,
Fep o 0 0 1 0 O -1 0 0 0 0 O 0 002 001O0O0O0O0TO0 Uy
Fya 0 -1 0 010 0 0 0 0 0 O 01002 0O0O0OO0O0TO0OTPO V2
My _|EAlo o o 000 o0 0 o0o0o0o0f_PAL ,Jo 0 0000 0O0TOTOTO O]
Fes L]0 0O 0 -1 0 O 100 0 0 O 6 0 001002 0O0O0O0T0O0 Uz
Fy3 000 0 0O 010 0 -1 0 0 000 O0OO0OOZ2U0010 V3
M, 000 0O 0O 00 0 0 0 O 0 000 0O O0OOOTO OO OT OO 0;
Fo, 00 0 00O 0O 0 0 0 0O 0 000 0O O0OOOT OO OO OO Uy
F,, 000 00O 0 -1 0 0 10 0 000 0 O0OOT1TTUO0TO0OTZ?Z2ZDO0 Vs
1‘31' L0 0 0 0 0 O o 0 0 0 0 O (0 0 0 0 0O0OOO OO0 0 o 0,
4
e Chargement en flexion :
L’élément 1 : constitué des noeuds 1-2 :
(qu 12 0 —6L —12 0 —6Ly 156 0 —22L 54 0 13LY\ (U
[ Fy1 | |0 o0 o0 0 0 0 | 0 0 0 0 0 0]\|v1|
{Ml} Ell_er 0 412 6L 0 2I2 _ﬂwz|—22L 0 42 —13L 0 —3L2|| 61
L3 —12 0 6L 12 0 6L 420 54 0 -—-13L 156 0 22L U
\ 0 0 0 0 0 [ 0 0 0 0 0 0 J/ Uz)
—6L 0 202 6L 0 412 13L 0 —312  22L 0 4I? 6,
L’élément 2 constitué des nceuds 2-3 :
( 2) [0 0 0 0 0 0 [0 0 0 0 0 0\ (%2
[ Fyz | / [ 0 12 6L 0 —-12 0 |o 156 22L 0 54 -—13L |\ | v2 |
{M} EIl 0 6L 412 0 —6L 2L2 3 0 22L 4L2 0 13L -3I2 Hﬁz}
F. lo o 0o o0 o 0 0 0 0 us
£ \ 0 12 e 0 12 -u 0 se 13L 0 156 —22L/|U73J
M) 0 6L 20 0 —6L 412 0 —13L —22L 0 412 63
L’élément 3 : constitué des noeuds 3-4 :
(Fx3) [0 0 0 0 0 07 0 0 0 0 0 0 T\ (Y3
[ Fys | / [0 12 —6L 0 —-12 —6L| [0 156 —22L 0 54  13L |\|v3|
{Mg}zlﬂo —6L 412 0 6L 212|_pPAL ,lo —220 42 0 -13L -312 Heg}
Fyy 30 0 0 o 0 0 420 0 0 0 0 0 0 Uy
tFy4| \ 0 —12 6L 0 12 6L 0 54 —13L 0 156 22L /'kw)'
M,) 0 —6L 212 0 6L 4I2 0 13L —3I12 0 22L 42 0,

e Assemblage :

{ Fr1=2(réaction) \

[ | (12 0 —6L 0 0 0 000 000 | [156 0 —22L 54 0 13L 000 000 [y
réaction 00 0 0 0 0 000 000 0 0 0 0 0 0 000 000 v

| m, ’(reactmn)l | | | [V 1Y
| | | |-6L 0 42 6L 0 212 000 000 | |-22L 0 42 —13L 0 -3I2 000 000 [[[6]
| Fea | | [-12 0 6L 12 0 6L 0 0 0 000 | | 54 0 -13L 156 0 22 00 0 000 |[[ul
| Fy2 | | ] o o o o 12 6L 0 -12 6L 0 0 0 | | o o o 0 156 22L 0 54 -13L 0 0 0 [1]vz]
4 M, }:Iﬂl—ﬁL 0 202 6L 6L 8I? 0 —6L 212 0 0 0 |_pAL o113 0 -312 220 221 8L 0 13L —3[2 0 0 0 II{%}
Fe |l 0000 o 0 0 0 0o 0o 0 0l 220“] o000 o0 0 0o 0 0 0 0 0o | Nus

| Fys | I | 0000 -12 -6L o0 24 -120 0 -12 —6L] | 0000 s4 13 0 312 —44L 0 54 13L|||V3|
I My I | I 0000 6L 202 0 —12L 82 0 6L ZLZI i 000 0 -13L -31 0 —44L 82 0 -13L —3L2H||93|
| Fomooeon | 000 000 0 0 0 00 0 | 000 00 0 0 0 0 0 0 =
IF *_;E’:é“;c‘:zn” \ I 000 000 0 -12 6L 0 12 6LJ 000 000 0 54 —-13L 0 156 22L /ka
W 000 000 0 —6L 20* 0 6L 42 L 000 00 0 o 130 32 o 22 42 Ve,

M, =7 (réaction)
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e Les conditions aux limites :

o (Coté des déplacements et des rotations :

Au niveau des encastrements les déplacements et les rotations sont nuls, uy = uy =0 ;v; = v, = 0;

. et 91 = 94 = 0.
e (Cot¢ des forces et des moments externes appliqués aux nceuds 2 et 3 : Fy,=Fy,=F3=F;3=0 ;
MgZM 3:0

Assemblage global : apres avoir eu les systemes matriciels de chargement axial et en flexion, La
superposition des systémes matriciels se réduit a:

[12E] EA o 6EI EA o
L 12 L

o 12EI  EA 6EI 0 12E 6EI
Fy, 2 L I? 212 206 0 22L 70 0 0 1|
Fya 6El 6EI  8EI o  _OEL 2EI 0 156 22L 0 54 —13L| v,
M, | _ 2 2 L 2 L |_PAL .22 220 812 0 13L -3I2 0,
Fos EA EA 220 |70 0 0 140 O 0 [us
- 0 0 — 0 0 [ {1v;]
Fys [0 54 13L 0 312 —44LJ \U3J
M,) 12E1  6EI 24EI EA 12EI 0 —13L —312 0 —44L 8I2 03

12 12 L 12

6EI  2EI 12E1 8EI

. 2 L 2 L

A/ cas de déformation symétrique (pas de déplacement pour les nceuds 2 et 3, y’a que les rotations):

La condition de symétrie suppose que les rotations 0, et 05 sont égales au module et de sens opposé ; 6,=-0s.
Et que la condition de I’inextensibilité exige que v,=v3;=0. Puisque les déplacements verticaux sont nuls,
alors on peut en déduire que les déplacements horizontaux sont nuls aussi, il reste deux de degré de liberté

seulement.

3 5
0, %
A — )
e 4
- |
L
I — — »|/
v_|{ 4

Figure VIIL.30. Structure portique déformée par symétrie.

Le systéme matriciel devient :

(1 7 T 0 \

I 0 12E1  EA 6EI o 12E1  6EI I
(Fa=0y | L T 296 0 220 70 0 0 ql=0)
F,=0 I 6EI 6EI  8EI o  _OEL 2EI | 0 156 22L 0 54 —13L || v, =0
My=01_ 12 12 L L | _PAL o122 221 82 0 131 =312 ||] 6
Fu=0(" EA EA 20% 170 o 0 140 0 0 Ilu;=0

[ =22 0 £ 0 0 |
|Fs=0 | 0 54 13L 0 312 —44LJ||1;3:0I
m,=0) | 12EI  6EI 24EI EA  12EI 0o -13L -32 o -44, s82l|l’g )

| Tz T T Tk |

\ 6EI  2EI 12E1 8EI /

2 L iz L

12E1

EA

On aura a résoudre le systéme pour 6, et 0;:

pAL?
420EI

Onpose: § =

t

)

-(Zh

a)z et 62 = -63.

2

o

pAL
420

812
—3L2

|

—312
812

D1

0>
03

}

Cours Dynamique des structures avancées

Page 188



Chapitre VIII :

_ 2 _9_ 2
GL D212 oe Dl 2ol =0 (B35 i)l =0):

2
= 6-11L2§:O.9§=&w2 = 62 = w = 15'213 EL [E]
420E1 11L L \’pA s
A/ cas de déformation antisymétrique (existe de déplacements horizontaux pour les nceuds 2 et 3, et leurs
rotations):

D’apres les conditions d’antisymétrie, on remarque que les rotations 0, et 0;, sont égales au module et de
méme sens, (0, = 63). D’apres la condition de I’inextensibilité, v,=v;=0. Alors les déplacements horizontaux
existent, donc on aura quatre degrés de liberté.

@ u,

v 1O

Figure VIIL.31. Structure portique déformée par antisymétrie.
Le systéme matriciel sera :

12E1  EA o 6EI 2N .
Z ' 7 L
121 EA 6EI o 121 GEI
(Faz = 0y L 12 2 L2 296 0 22L 70 0 0 Uz
(Fe=ol || em  Cem T osE ek 2 [ %" a5 2 o sa —as |[[w=o]
Mz=0}= [E 2 L 2 L |_PAL o| 221 220 812 0 13L —3I? 6,
= EA EA 20|70 0 0 140 0 0 us =,
[Fys=0] -4 0 0 T 0 0 |0 54 131 0 312 a4 v3 =0
(m, =0) o 12E1  6EI 24E1 EA  12EI 0 -13. -32 o -a4r 82 l|lo;=0,)
12 12 Z ' Iz
6EI  2EI . 121 8EI
Iz L Iz L

Le systéme matriciel se restreindra a :

12EI  6EI
{0}_ [Z _ﬂw2[366 22L {uZ}
o) 6El  10EIf 420 22L 3121 |16,
L2 L
2
Onpose: § = f;;LElwz, on aura :

12 366 6 228 L

Uy _ (0
%—ZZE,L 10 — 5EL {92} {0}

On calcule le déterminant :

12 366 2221
12 S 7%
6

7= 226L 10— 5EL

1346 £ — 3456 £ + 84 = 0

det =0

Cours Dynamique des structures avancées Page 189



Chapitre VIII :

( _3.212 |EI (rd
w1 = 12 p_A [?]
_ 32685 |EI rd )
Wy = 12 p_A [?]

Nous déterminons les pulsations (fréquences) par :

VIIL.3. Récapitulatif :

Pour analyser un systéme dynamique libre non amorti de ressorts et de masses ayant n degrés de liberté, la
forme des équations différentielles du mouvement sera :

[m{¥} + [k]{v} = {0}

Ou [m]est la matrice masse du systéme,

[k] est la matrice de rigidité du systéme,

Pour déterminer les pulsations des vibrations libres du systéme dynamique, nous admettons comme solution :
v;(t) = C;sin(wt + @)

La substitution des dérivées de la solution, nous améne a avoir I’équation caractéristique :

|[k] — w?[m]| = 0, qui permettra de déterminer les pulsations propres, qui seront substituées, une par une ;
ausysttme :  [[k] — w?[m][{C;} = {0},

Pour déterminer les rapports des amplitudes a chaque mode de vibration.

La solution (réponse) générale pour chaque degré de liberté (i) est exprimée par :

vi(t) = Z?’=1 Cij sin(w;t + @;) avec : j= 1,.., n ou n: nombre de d.d.L
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Remarque importante :

Les éléments finis dont nous avons fait I’introduction et I’initiation dans cette partie sont les éléments
linéaires (ressorts, barre, poutre-« éléments utilisés en treillis ») par contre les ¢léments plans et les éléments
volumiques nécessites une étude approfondie non prise dans ce cours, concernant leurs matrices de rigidité et
de masse, les conditions aux limites et les types de chargement appliquées.

Les éléments 2D (surfaciques) :

Elément plan 8 nceuds iso paramétrique (8 N I) Elément 4 nceuds linéaire quadratique (4NLQ)

Les éléments 3D (Volumique) :

Elément SNL (cube) Elément 20 NQ (cube)
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Elément 4NL (tétraédrique) Elément 10 NQ (tétraédrique)
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Chapitre VIII :

Les ¢léments coques (épaisses- minces)

7
Les ¢léments plaques (épaisses-minces) L

Des logiciels (tel : Ansys, Cosmosworks, Catia, Castem, Sap 2000,...) nous permettent de faire 1’analyse
vibratoire en 2D et 3D, apres :

2/ Attribuer les conditions de frontiéres et le

1/ 1a création de I’objet, . ’
matériau de 1’objet,

3/ Etablir le choix de I’élément de maillage

4/ Affichage des résultats (les pulsations et les modes propres)

1st Mode Shape I

2nd Mode Shape 3rd Mode Shape
e ——
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Vous pouvez me contacter par e-mail a :

Saib _cherif@yahoo.fr , pour me faire part des erreurs constatées sur ce document ou pour toutes

suggestions. Merci d'avance.
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