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Intégrales Simples et Multiples
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CHAPITRE I : Intégrales simples et multiples

.1 Rappels sur I'intégrale de Riemann et sur le calcul de primitive

Soit f(x) une fonction définie et continue dans tout l’intervalle[a, b]. On subdivise cet
intervalle en n intervalles égaux de largeur h. Soit x = a + ih on appelle intégrale de Riemann

f; f(x)dx la limite de la somme R, = }i-; h. f(x;) lorsque n tend vers ’infini

(o Ry = Jim Sy hf () = [ f()dx)

L’intégrale est I’aire algébrique entre la courbe, I’axe et les bornes.

fix) o
.
Ny
h b-a
g, h=— h =Xy —x
Aire . = h.f(Xi1
n
Aire totale R,, = z h. f(xi41)
i=1
b
L'intégrale = Jf(x)dx =limR,
x ¢ n—-oo
a X, X5 X, X+ b

Remarque : il faut noter que I’intégrale d’une fonction n’existe pas toujours. En d’autres termes la

limite définissant 1’intégrale n’existe pas toujours. Cependant il est possible de démontrer que si la

fonction a intégrée f(x) est continue sur [a, b]alors I’intégrale f: f(x)dx existe.
Théorémel (Chasles) :

Soit ¢ € ]a, b[ ; la fonction f est intégrable sur [a, b] si et seulement si, elle est intégrable sur [a, c] et
sur [c,b] ,onaalors :

ff(x)dx= ff(x)dx+ff(x)dx

Théoréme2 (Linéarité) :
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Soit A € RetB € R ; les fonctions fet g sont intégrables sur [a, b] , on aalors :

b b b
[+ pgenax =1 [ reoax+p [ g

Rappel sur les Primitives :

» Une fonction continue sur un intervalle admet une primitive sur cet intervalle.

> une primitive de f est une fonction dérivable F telle que F' = f

> les fonctions F telles que F' = 0 sont les fonctions constantes

> si F, et F, sontdes primitives de f; et f, respectivement, elles différent d'une constante.

> f;f(x)dx = F(b) — F(a) , avec F est primitive de f

1
1+x2

Exemple : Sur R la fonction Arctgx est une primitive de la fonction f(x) = puisque pour

vx € R :(Arctgx)’ =
X (rgx) 1+ 22

1.1.1 Outils de Calcul d’intégrales

1. Décomposition en somme
Si f est une fonction telle que f(x) = fi1(x) + fo(x) etsi f;(x) et f,(x) ont des primitives,

on calcule f;f(x)dx en utilisant :
b b b
[rwax = [ rwar+ [ feoax

Exemple :

1 1 1
Ly —Jx2+4_4d —j( 2)d +4] dx _ 3,
x+2%7 = X x+2 277"
0

x+2
0 0

1
/
2. Intégration par partie

Soit u et v deux fonctions de class C*sur [a, b]Jon a:
b

b
ff(x)dx = [u(x). v(x)]s - fu(x).v’(x) dx

a

Remarque : L’intégration par partie est commode dans le cas ou f(x) est I’'une des formes :
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P(x).e**; P(x).sin(wx); P(x).cos(wx);ou P(x).In (ax)
Avec P(x) étant un polynéme.
3. Changement de variables
On suppose que f est une fonction intégrable dans [a, b], que ¢ est une fonction a dérivée continue

réalisant une bijection de [a, B] vers [a, b] telle que {p(a) = a et ¢(B) = b}, alors :
b b
[ rwax = [ rlo@)o'@ar

(avec x = ((p(t)) et dx = ¢'(t)dt)

Exemple :
1
X
f dx
x+1
0
— 2 _ =0 =1
. X=¢@ 1 X Q
on pose : @ = +1 =>{ =>{
P ¢ x dx = 2¢pdep x=1=2¢=12
1 V2
fx d f(p2_12d 2| @ lﬁ
X = = _—
Jyrri ) e T ETY

I. 2. Intégrales Doubles

Définition: soit D une région R*bornée de et f(x,y) une fonction définie et continue sur D. on

définit I’intégrale double de f sur D :

| r @ yaxay

D

De telle maniére qu’elle soit égale au volume compris entre la base D et la surface S représentative de

fey):S={(xy), f(x.y)/(xy) €D}
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Cas Particulier : Sif(x,y) = 1, alors [[) dxdy est I'aire de D, ds = dxdy est I’élément d’aire en
coordonnée cartésiennes.

Théoreme de Fubini

> soit D le compact de R* défini par : D = {(x,y) € R?®/x € [a,b],u(x) <y < v(x),} a b
sont des réels (a < b), u et v des fonctions numériques continues sur [a, b] et vérifiant u(x) <

v(x) pour tout X € [a, b] . Soit f une fonction continue sur D. On alors :

v(x)

u(x)
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|| r @ yaxay = fb vf(x)f(x,y)dy dx
D a \u(x

> Si le domaine le permet, on peut permuter les réles de x et de y soit a et B des fonctions numériques
continues sur [c, d] et vérifiant a(y) < B(y) pour tout X € [c, d], notons D I’ensemble des point

(x,y) € R*telsquec <y <deta(y) <x < B(y) ,alors:

o(y) B

b / BX)
Hf(x.y)dxdy=f f f(x,y)dx |dy

D a(x)
Exemple 1 : soit D = [0,1] x [0,2], on veut calculer [f  xe* dxdy

Solution :

1 2

1 eXV1Y=? 1 1
szfxexydxdyzjx jexydy dxzjx([— )dx=f(ezx—1)dx=—(e2—3)
D o \0 X dy=0 0 2

0
Exemple 2 : on veut calculer le volume d(un solide qui s’éléve sur le domaine D du plan Oxy délimité par la
droite d’équation y = 2x et la parabole y = x? et couverte par la paraboloide z = x* + y*
Solution : le domaine D peut étre écrit par :
D = {(x,y) e R*/0<x <2,x* <y < 2x),}

1= ﬂ-(x2 + y2) dxdy
D

2x

2 2

j 24 02y d_f[2+13]y=2xd_Jx6 2y 14 5), 216

(x*+y*)dy |dx = x°y 3y | Jdx= 3 X 3x x—35
0 0

y=x
X2

|

Exemple 3 : Soit D la zone présenté dans la figure ci-dessous. Calculer ’aire D
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Solution : On calcule d’abord les points d’intersections des courbes qui délimitent 1’aire D :

1
xy= (x=§:>xy—1:>y—2:>(—2)
x:»{ 1 11
1 x=—=>y—x >y=—>(z,7)
x== | 47724
2 k xy—lety—x = (1,1)

Changement de Variables

Soit f(x,y) une fonction continue sur le domaine D fermé et borné, en bijection avec un domaine

fermé et borné A au moyen des fonctions de classe C*

(u,v) — {; z :’ZEZ Zg alors :

[| renaxay = [ fetu v,y vyiduay
D A

Ou J appelé Jacobien, es le déterminant de la matrice :

Ox Ox
_ ou ov _(ax Jdy 0x 6y>
/= dy dy “\du'dv adv du
Ju Jdv

Cas des coordonnées polaires
Le changement de variables en coordonnées polaires est donné par I’application :

(0,6) — {

X = pcos6O
y = psinf

Ou (p,8) € R* x [0,2m[ sont les coordonnées des points (x,y) € R? ; cette application a Jacobien :

cos@ —psinf

sinf  pcosf ) = (pcos?8 — psin®) = p

J = det(
Alors
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f f(x,y)dxdyzf f(pcosB, psind))pdpdb
D A

sur le domaine

Exemple 1 : On veut intégrer la fonction f(x,y) = Ty

D= {(x,y)ER:0<y <V3xetl < x2+y* < 4) }

Solution : on passe en coordonnées polaires

1
I = dpdf

Avec:A= {(p,6) eR* x[02n[:1 < p < 2et0<6 <T) },alors:

T
2 4

I—f L fde—"z >
)1+ p2PP )T
1 0

X+

Exemple 2 : Calculer I = [f

y -
iy dxdy sur le domaine

D = {(x,y) ER*:x+y >a etx’+y* < a’}

Solution : on passe en coordonnées polaires

0 + sinf
I = Jf plcos e ° )pdde = Jf(cosg + sinf)dpd6
A A

a

Avec: A= {(p,6) € R* x [0,.21: <p<aet0<o <}

cosf+sinb
L a
2 T
1= f <f (cos6 + sinH)dp) df = a (1 — —)
cosO+sin6

I. 3. Intégrales Triples

Définition: f étant continue sur un domaine D fermé et borné de R3, on définit I’intégrale triplee de

Uff(x,y,z)dxdydz=Jﬂf(x,y,z)dv

Se definit de fagon analogue aux intégrales doubles et se calcule par intégration successives.

fsurD:

Cas particulier : Si f(x,y) = 1 alors [[f, dxdydz = Volume de D, ou dv = dxdydz est I’élément de

volume en coordonnées cartésiennes.
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Calcul effective : Soit £ une fonction définie et continue sur D, § est la projection orthogonal de Dsur le

plan xOy, alors :

Jf f(x,y,z)dxdydz=ﬂ f f(x,y,2z)dz |dxdy

§ \V(xy)

OuV(x,y) = {z/(x,y,2) € D}

En général on utilise cette méthode quand D est une portion de surface comprise entre deux surfaces

zy(x,y)etz,(x,y):D = {(x,y,2) /] (x,y) € 6,z,(x,y) < z < z, (x,y)}, ce qui donne :

ZZ(x'y)
fff f(x,y,2)dxdydz = .ff f f(x,y,2)dz |dxdy
D é z1(x,y)

Exemplel : Calculer I = [ff  dxdydz sur le domaine D avec :

D= {(x,y,2) ER>x>0,y=>0,z=>0etx+y+z<1}
Solution :ici 6 = {(x,y) ER%:x>0,y=>0,z=>0 etx+y <1}
Avec (z1(x,y) =0, z,(x,y) =1—x—y)

1/ 1-x [1-x=y 1/ 1-x 1 | i 1
1= f f f dz |dy |dx = f (1—-x—-y)dy |dx = f[(l—x)y—zyz] dng
x=0 \y=0 z=0 x=0 \y=0 x=0 0

Exemple2 : Considérons I = [ff  4y>dxdydz sur le domaine D avec :
D= {(x,y,2) ER:x>0,y>0,x>+y’<z’et1l<z<2}

Solution : En effet

D = {(x,y,Z)ER?’:l<Z<2,0SXSZ,0S)/S\/ZZ—XZ }

2 2

2 z Z =X 2 z
I = f f f 4y3dy |dx |dz = f (22— x%)?%dx |dz
z=1 \x=0 \ z=0 z=1 \x=0

2
1 2 z 28
— 4 .5 _Z.2.3 dz = —
i([z x+5x 32x ]0> VA c

z
Changement de Variables
Le théoreme est analogue au cas des intégrales doubles, Soit f(x,y, z) une fonction continue sur le
domaine D fermé et borné, en bijection avec un domaine fermé et borné A au moyen des fonctions de classe
(Cl
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x = @(u,v,w)
(u,v,w) — <y =9(u,v,w) alors:
z=&u,v,w)

ff f(x,y)dxdydz = ff fx(u,v,w),y(u,v,w), z(u,v,w))|J|dudv dw
D A

Ou J appelé Jacobien, es le déterminant de la matrice :
dx Ox Ox

@ dv dw
dy dy 0y

Ju Jdv ow
0z 0z 0z

ou ov ow

1. Cas des coordonnées Cylindriques

Le changement de variables en coordonnées cylindriques est donné par ’application :

X = pcos6
(p,6,z) — yy = psinf
zZ=z
z
Pip.b.2)

> Y
A/<H>\

X

cette application donne un Jacobien :

cos@ —psinf 0

J = det (sinH pcosH O) = (pcos*6 — psin*6) = p
0 0 1

Alors

_gf f(x,y,z)dxdydz = [Aff f(pcosb, psind, z)) pdpd6dz

2. Cas des coordonnées Sphériques

Le changement de variables en coordonnées sphériques est donné par I’application :
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X = rsingpcos6

(r,6,¢9) — {y = rsingsinf
Z =T1CcosQ

~s=g

Ou (r,0,¢) € Rf x[0,2r] x [0, 7]

cette application donne un Jacobien :

singsind  rsingpcosd  rcosesinf

singpcosf —rsingpsin@ rcospcosH
] = det( ) = r2sing
cosQ 0 —rsing

Alors

ﬂ f(x,y,z)dxdydz = Jﬂ g(r, 8,9) r’sinpdrdfde
D A

Exemple 1 : Calculer [ff, ze* *dxdydz , avec:

D = {(x,y,z)e[R@:lS\/xz—i-yZ <2et0<z< 1) }

Solution : on utilise les coordonnées cylindriques :

X = pcos6
y=psing =x*+y’=p* =21<p<2
z=z

A= {(p0,z2)ER*:1<p<2;0<0<2met0<z< 1)}

1 2m 2 1 21 2
2 2 T
I = f f fzep pdpdfdz = fzdz f de fpep dpzz(e“—e)
z=060=0 p=1 z=0 6=0 p=1
- 1 .
Exemple 2 : Calculons [ff, W porer dxdydz , avec :

D = {(x,y,2) ER%:a’< x2+y*+ 2> < b’avec0<a<bh) }
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Solution : on utilise les coordonnées sphériques :

y = rsingsinf

{x = rsingcos6
Z =1CcosQ

A= {(r6,p)eRa<r< b0<0 <2met 0< ¢ <m) }et] =r’sing

1 b 2 T
I = fff—dxdydz = frdrf d@fsin(pdgo = 2n(b* — a?)
Jxt+yt+ 2 J ; J

Exemple 3 : Calculons [ff, (x* + y* + z°)dxdydz , avec :
D = {(x,y,2) ER%2z>0, x2+y*<z* etx’+y’+2z°< 1) }
Solution :

On cherche les ponts d’intersections entre

202 _ 2 1
{j‘J’}’ L S =lm = t—
x’+y’+z2=1 V2

Etant donné que z > 0, alors on peut décomposer le domaine D en deux domaines D; et D, et en utilisant les

coordonnées cylindriques on a alors :

1
D={(,9,z)e]R3:OSzS—,0S SZ,OSHSZn}
1 p \/i p

1,0<p<y1-220<60< 2n }

1
D, ={(p,9,z) ER3: —<z

V2

IA

I = ﬂ (x* + y* + z%)dxdydz = ﬂ (x* + y* + z%)dxdydz + ﬂ (x* + y* + z*)dxdydz
D Dy D,

I = ff (p? + z*)pdpdbdz + U (p? + z*)pdpdOdz
Dy D,

1 1
2m V2 oz V2
L = ff (p? + z*)pdpdBdz = f de f(p2 +z*)pdpdz = Zﬂf z*dz
D4 0 z=0 p=0 0
2m 1 V1-7 1
I, = ff (p* + z*)pdpdbdz = f de f (p*+z*)pdpdz = m f(l —z%)dz
D, 0 1 p=0 1

2 NG
Par conséquent on trouve :



