Definition 1 Réduction d’un endomorphisme en dimension finie,
d’une matrice

Definition 2 Soit E un espace vectoriel (e.v) de dimension finie n sur K =

R ou C. B= (ey,es,...,e,) la base canonique de E.
Soit frB= B un endomorphisme de E, A = Mg (f) la matrice
N f (QJ) )4 ’ B

de f dans la base B.
On appelle valeur propre de f ( ou de A) tout élément X de K tel que :

det (f — X idg) = det (A — AI,) =0

Definition 3
On appelle vecteur propre de f (ou de A) associé a la valeur propre

tout vectour non nul de E'(X\) =ker (f — X\ idg) = ker (A — \l,,), E()\) est
un sous-espace vectoriel de E.

Remark 4
veEN) = (f—XNidg)(v) =0= f(v) - Av=0=
f(v) =M
ou

vEEN) = A- A )v=0= Av—v=0=
Av = v

Le spectre d’un endomorphisme f de E ( ou de A) est d’ensemble des
valeurs propres :

Spec (A) ={\;}i

Definition 5

On appelle espace propre de f associé a la valeur propre A le sous-espace
vectoriel E (X).

i.e., le sous espace formé par les vecteurs v de E tel que f (v) = Av.

E(N) =ker(f — Xidg) = ker (A — \I,)



Definition 6
On appelle polynéome caractéristique de f (ou de A) le polynome :

P(\) =det(f — MdE) = det(A — \,,)
c’est un polynome de degré n en K.

Remark 7
Deux matrices semblables ont méme polynéme caractéristique :
Soient B,B' deus bases de E. Si A= Mg (f),3 P (matice de passage)
et A'= Mpg/(f) avec
A = Mgl<f) = PilAP, alors PA(/\) = PA/(A)

Py(A) = det(A — \I,)

det(P~'AP — \I,,)

det [(P7'AP) — (P~'AL,P)]
det[P~! (A — \I,,) P]

= det P! x det(A — \I,) x det P
= Ps(N)

Car det P x det P71 =1
det A’ = det(PrAP) = det(P~1) x det(A) x det P = det A

Remark 8 Remark 9 Soit A € M, (K), alors

Py(A\) = (=1)"\" 4 (=1)" ' Tr(A)N"! + ... 4 det(A)

Example 10

Soit £ = R? f: B = B

v — f(x)
B = (e1,e3) la base canonique cwec{
5 =3
A= ( 6 —6 ) = M5z (f)

5 =3
6 —6

€1 = (1,0)
€y = 0,1

detA:‘ ‘:—30—(—18):—30+18:—127é0



i.e., A est inversible.
Polynéme caractéristique :
Pa(A) = (=1)" A" + (=) Hr(A)N"F + .+ det(A)
tr(A)=5—-6=—1
= Pa(N) =N+ —12
ou bien =y ]
P()\)—det(A—/\IQ)—’ 5 —6—)\‘
PA)=(B-MN)(-6—-X\)+18=\+)\—-12
Valeurs propres :
PA)=0=XN+X-12=0

M= —
= (A=3)(A+4) —0=>{ N = 3
Vecteurs propres (Espace propre) :
E()\) = ker(A — )\2]2) .
(A= X)X =0
() @)

Pour A\ =X\ = —4:

9$1—3I2:0
) = = 3z — =0= =3
(1) 61y — 229 = 0 L1 — T2 T2 L1

1
Par suite X = T () = T
i) 31’1 3
D'ou E(\;) = E(—4) =< vy, > sous-espace vectoriel engendré par v, =
et dim E(\) = 1.

f(Ul) = )\17)1 = —47)1 + 01]2
Pour A =Xy = 3:

2x1 — 319 =0

(I) = {6951 9x2 0 = 2x7 — 329 = 0 ce que donne : 2x; = 319 =
T1 — JT92 =

3

il y a deux valeurs propres.

1 = <=T2

pone - () = (72) ()

E(X) = E(3) =< vy > ot vg = (3{2) et dim E()2) = 1.

f(Ug) = )\21)2 = 3U2 = 0U1 + 3U2



Dans la nouvelle base B' = (vy,vs) :

A'=Mp(f) = ( _04 g ) = D (matrice diagonal).

La nouvelle base B' donne une matrice diagonal.
Calcul de P (matrice de passage) :

OnaP:(vlvz):(l 3/2)

3 1
Calcul de P71 :
X =PX & X =PlX

3
(a:’l) _ ( 1 3/2 ) <x1> _ {a;’l :x1+§I2...(1) L[ 3w = s _g
3 3 1 T oy =31 + 4. (2) R
7 6 2
3 —2 3

De (1) =ah — -a) +2?”f'2 :’;1 = )t o

r = — ) +za
On obtient 67 5

Ty = ?x’l —?x’Q

. —2/7 3/7 1 /-2 3
Done P = ( 6/7 —2/7) T ( 6 —2)
Finalement D = P~YAP ( formule de changement de base ).
On vérifier que :
det A =det D
PAs(X\) = Pp()\) = A\? + X\ — 12 polynome caractéristique.
Tr(A)=Tr(D)= -1

Remark 11

Si )\1 §£ )\27 alors E()\l) N E()\Q) = {0}
Soit v € E()q) N E()\Q) =V E E(/\l) etv e E(/\Q)
= f(v) = Mv et f(v) = v = Ao = v = v — v = 0 =

(M —=X)v=0=v=0.

(car Ay — Ag #0)

Proposition 12

Soit f: E — E un endomorphisme de E, on suppose que le polynome

caractéristique P(\) a k racines distincts et on note E(\1), E(A\a), ..., E(Ag),
les sous-espaces propres associés.

SiE=FEMN)®EM)®...®E(\), aors f (ou A) est diagonalisable.

4



Proof.
Pouri = 1,..., k choisissans une base B; de F()\;) la base B de E réunions

k
des B; , B'=| | B;

=1

est formée des vecteurs propres de f associés aux valeurs propres A\, A, ..., \x ,donc
la matrice D = Mg (f) est diagonale :
A1
0
A1
ie, D= =P AP =
Ak
0
Ak




