Module : Méthodes numériques appliquées et optimisation

Chapitre 1
Rappels sur quelques méthodes numériques

Introduction

L’analyse numérique a commencé bien avant la conception des ordinateurs et leur
utilisation quotidienne que nous connaissons aujourd’hui. Les premieres méthodes ont été
développées pour essayer de trouver des moyens rapides et efficaces de s’attaquer a des
problémes soit fastidieux (Ja<)a résoudre a cause de leur grande dimension (systémes a
plusieurs dizaines d’équations par exemple), soit parce qu’il n’existe pas solutions explicites
connues méme pour certaines équations assez simples en apparence.

Des que les premiers ordinateurs sont apparus, ce domaine des mathématiques a pris
son en- vol et continue encore a se développer de facon tres soutenue. Les applications
extraordinairement nombreuses sont entrées dans notre vie quotidienne directement ou
indirectement. Nous les utilisons désormais sans nous en rendre compte mais surtout en
ignorant la plupart du temps toute la théorie, I’expertise, le développement des compétences et
I’ingéniosité des chercheurs pour en arriver la. Nous pouvons téléphoner, communiquer par
satellite, faire des recherches sur internet, regarder des films ou plus rien n’est réel sur I’écran,
améliorer la sécurité des voitures, des trains, des avions, connaitre le temps qu’il fera une
semaine a I’avance,...et ce n’est qu’une infime partie de ce que 1’on peut faire. Le but de ce
cours et s’initier aux bases de 1’analyse numérique en espérant qu’elles éveilleront de 1’intéreét,
de la curiosité et pourquoi pas une vocation.

1. Résolution des systemes d’équations linéaires et non linéaires
1.1 Résolution des systemes d’équations linéaires
1.1.1 Méthodes itératives :

La méthode itérative contrairement a d’autres a 1’avantage de ne pas avoir besoin
de garder en mémoire la totalité d’une matrice de tres grande taille gourmande en capacités
mémoire. Cette méthode permet de garder en mémoire que les coefficients non nuls d’une
matrice de grande taille. Cependant, le succes de calcul n’est pas assuré quelque soit la
matrice, certaines conditions sont nécessaire afin d’obtenir un résultat convergent, ce que
nous allons voir dans ce document au travers des méthodes de Jacobi et de Gauss-Seidel.

On considére un systéme linéaire suivant :

Ax = b (1.1)
avecA inversible.
L’idée est de déduire unschéma itératif de la décomposition de A sous la forme A = M — N
ou M est une matriceinversible.
Le systeme (1) s’écrit alors :

(M—N)x =b ©Mx=Nx+b
& M ™Mx =M Nx+ M 1h
1
=x=MINx+M1b
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qui définit une équation de point fixe.
On considere alors le schéma itératifassocié :

x&+D) = p~INxk + M~1p (1.2)

avecx(©® € K" (vecteur de départ). L’algorithme est initialisé par un vecteur arbitraire

x© = (x?,x9,x2,....., x9) et s’arréte quand Vi € N, x D _

i ;| < &pourun & donné.

Selon les choix des matrices M et N on a différentes méthodes itératives. Le point de
départ de chacune de ces méthodes est I'uniquedécomposition de la matrice A = (a;)1< j<n
sous la forme A =D — (E + F) avec :

* D =(d;j)i<ij<n diagonale, telle que d;; = a;jetd;; = 0 pouri # j;
* —E = (e;j)1<ij<ntriangulaire inferieure stricte telle que e;; =a;;si i>) et

e;j = 0sii <j;

* —F = (fij)1<ij<ntriangulaire supérieure stricte, telle que f;;=a;;si i <j et

fi;=0sii >j;
2 -1 1
A=(2 2 2
-1 -1 2

La décomposition de A sous la forme A = D — (E + F)décrite ci-dessus s’écrit alors :

2 -1 1 2 0 0 0 0 O 0 -1 1
A=\ 2 2 2]=(0 2 0])—| 2 0 0)—10 0 2
-1 -1 2 0 0 2 \—1 -1 0} \ 0 0 O |
| |

D —-E —-F

Exemple: Considérons la matrice

a) Méthode de Jacobi

On suppose que A est une matrice inversible dont aucun élément de la diagonale est
nul (a;; # 0, Vi). Cette méthode consiste a isoler le coefficient de la diagonale de chaque
ligne du systeme, si I’un des coefficients diagonaux est nul, il est parfois possible de permuter
certaines lignes pour éviter cette situation.

On considére un systéme linéaire suivant :

Ax = b, avec A inversible.
On pose :

A=M—-N, avec M = D et N = (E + F); sachant que D est inversible.

Le schéma itératif s’écrit alors :

x®*D = D=1(E + F)x* + D™1h(1.3)
avecx (@ € K"
La matrice B; = D™!(E + F) est appelée matrice de Jacobi.
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Algorithme de Jacobi
x(® donné
1 n
xi(k+1) =—1|\b; — Z al-jx.(k) vVi=1,.... ,N.
Qi j
ii el
Jj#Fi,j=1
Cet algorithme nécessitea;; # O pouri =1, ....,n
Explicitement, on obtient :
k+1 k k k
a11x§ ) = _alzxé ) - algxé ) . alnx,(l ) + b1
k+1 k k k
azzxg ) = _a21x§ ) - azgxé ) . aan,(l ) + bz
k+1 K k
annxr(l ) = _anlxi ) ann—lxr(l—)1 + by,

Test de convergence

La méthode ne converge pas toujours. On démontre que si Aest une matrice définie
positive, la méthode itérative converge. De méme, si A est une matrice diagonalement
dominante, c’est-a-dire si

laiil > ¥jzilaij] (1.4)

alors la méthode de Jacobi converge. Par conséquent, on peut avoir intérét a réarranger les
termes de Ade facon a mettre Asous la forme d’une matrice dont les éléments diagonaux sont
les plus grands possibles.

b) Méthode de Gauss-Seidel

Comme pour la méthode de Jacobi, on suppose cette fois que la matrice D est une
matrice inversible dont aucun élément de la diagonale est nul (a; # 0, Vi). Cette méthode
consiste a isoler le coefficient de la diagonale de chaque ligne du systeme, si I’un des
coefficients diagonaux est nul, comme pour la méthode de Jacobi, il est parfois possible de
permuter certaines lignes pour éviter cette situation.

On considére un systéme linéaire suivant :

Ax = b, avec A inversible.

On pose :
A=M-—N, avec M = D—E et N = F; avec (D — E)inversible

Le schéma itératif s’écrit alors :
x*+D) = (D —E)'Fx* + (D—E)"'b

avecx© € K" (vecteur de départ).
La matrice Bgg(D — E)™1F est appelée matrice de Gauss-Seidel. A chaque pas, on calcule

(k+1) _ 1 i (k+1) (k)
x _a_ﬁ(bi_ b = ) (1.5)

Algorithme de Gauss-Seidel
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x(® donné
i n

k+1) 1 (k+1) #) .
X; = bi—Zaijxj _Zaijxf Vi=1,.... , .
. j<1 j>i
Cet algorithme nécessitea;; # O pouri =1, ....,n
Explicitement, on obtient :
k+1 k k k
allxi ) - _alz.Xé ) - a13x:§ ) . alnx,(l ) + bl
(k+1) _ (k+1) (k) (k)
azzxz —_ _a21x1 - a23x3 wen aann + bz
(k+1) _ (k+1) (k+1) (k) (k)
ajiX; = —ajx; — Qi1 X, — Qjiy1X;17 o — AinXy -+ by
(k+1) _ (k+1) (k+1)
Apn Xy = —Qp1X; — = App1Xy_1 t by

1.2 Résolution des systemes d’équations non linéaires
a) Méthode de Newton-Raphson
La wéthode de Newton(ou Newton-Raphson) consiste a prendre pourxy, ;1 la racine du

développement de Taylor de premier ordre autour dex(® ;cela revient, pour autant que
f'(x®)) = 0, a déterminerx ™Y qui satisfait :

f(x(k)) +f’(x(k))(x(k+1) — x(k)) e 0
Et donc

k1) _ (k) _ S(x%)
x )—x()—f,(x(k)) (1.6)

Critere de convergence
Soit une fonction fdéfinie sur [a, b] telle que :

i. f(ao)f(b)<o0

ii.  f'(x) etf"(x)sont non nulles et gardent un signe constant surl’intervalle donné.

Algorithme de Newton
(entrée : £, f', x(@, Sortie : x**1)
Répéter jusqu’a I’ arrét
Pour autant que f'(x®) = 0

K
ey _ a0 TGP
f'(x®))

Critere d’arrét

En général, pour toutes les méthodes étudiées, on peut utiliser deux criteres d’arrét
différents : les itérations s’achevent des que :

LD _ 0

; ;| <€ (Contrdle de I'incrément)
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Si non
IF(x®)| <& (Contréle de résidu)

oue est une tolérance fixée. On a vu que pour la méthode de Newton le premier critere
(contrdle de I’incrément) est optimal au sens qu’il garantit que I’erreur finale soit plus petite
que la tolérance fixée.

Par contre, le deuxiéme critere (controle du résidu) est satisfaisant lorsque |f /| = 1
dans un voisinage de la racine a (un zéro pour la fonction f). Sinon il est soit trop restrictif (si
|f '] » 1) soit trop faible (si |f| < 1).

Remarque
Dans le cas d’un systeme de deux équations non linéaires a 2 inconnues, par exemple :

{fl(xpxz) =0 (1 7)
f2(x1,%3) =0
L’algorithme de Newton-Raphson devient :
Afi(xrxa)  Ofilraxa)\ ~
k+1 k k .k
Y (27 0x1 9x; fl(xl,xz))
(x’2‘+1) B (xlf) 0fz2(x1,x2)  0f2(xX1.x2) (fz(x’f,xé‘) (1.8)

0x4 dx,

1.3 Equation Différentielles Ordinaires (EDO)

De nombreux modeles s’expriment au moyen d’équations différentielles ordinaires
(enabrégé EDO). L’adjectif ordinaire est surtout la pour faire la distinction entre lesEDO et
les EDP (équations aux dérivées partielles).Si toutes les dérivéessont prises par rapport a une
seule variable, on parle d’équation différentielle ordinaire (EDO). Une équationmettant en jeu
des dérivées partielles est appelée équation aux dérivées partielles (EDP).

Une équation différentielle ordinaire, également notée EDO, d’ordre n est une
relationentre la variable réelle t € I,] intervalle réel une fonction inconnuet — x(t) et ses
dérivées par rapport a t définie par :

F(t,x,x", .., x™)=0 (1.9)

Une fonction x qui vérifie F (t, x,x", ..., x(")) = 0 s’appelle solutiopn de I’EDO.
Remarque :Une EDO est d’ordre n si elle contient les dérivées de x jusqu’a I’ordre n.

Exemplel

Les équations suivantes :
y'®)—t=0
y'®)—y@®) =0

Sont équation différentielles ordinaires.

Exemple2
L’EDO d’ordre 2 la plus célebre est la deuxieme loi deNewton :
d?x
m W =F (X)
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qui décrit per exemple la dynamique d’un point matérielle soumis a larésultante des forces F.
On peut réécrire la loi de Newton sous la forme d’un systeme d’‘équations
différentielles, en posant
dx

U=E

On obtient alorsle systéeme du premier ordre autonome :

_dx

VS

dv_lF
dt m €

1.4 Méthode de résolution :
1.4.1Méthode d’Euler

La wméthode d’Bulerest une procédure numérique qui permet de résoudre de facon

approximative des équations différentielles ordinaires du premier ordre avec condition
initiale. Elle a le mérite d’€tre simple a comprendre et a programmer.

On cherche donc une solution approchée d’une équation ordinaire se mettant sous la
forme

dy _
{— = f(t,y) 0<t<T (1.10)

dt
t(0) =to, y(0) =y,

Avec T: une durée bien déterminée dans e temps.
On peut intégrer cette équation comme suit :

y(ters) = y(6) + [LF F (6 y(@©)de(111)

La méthode d’Euler consiste a approcher I'intégrale par la méthode des rectangles a

gauche :
tk+1

f(t, y(t))dt = h X f(tki y(tk))

2%
D’ou le schéma itératif suivant
Ve+1 = Vi T (w1 — ti) f (s Vi)

h : Taille de pas
Donc
{ Yierr = Vi + hf (e, Y1)
vo = y(0), k=01,..,n
ou y, désigne I’approximation numérique de y(t;). La mise en ceuvre est alors
extrémement simple :

Algorithme d’Euler

(1.12)

1. Initialisation du pas h et de la durée T.
2. Initialisation des conditions initiales : t = 0 et y = y(0).
3. Tantquet < T faire :

(a) Calcul de k; = f(t,y).

(b)y=y+hky;t=t+ h.

(c) Enregistrement des données.

-6- Préparé par Br ldlr



Module : Méthodes numériques appliquées et optimisation

Exemplel
Pour le probleme de valeur initiale suivant:
{y’ +2y=2—e*
y(0) =1

Utilisez la méthode d’Euler avec un pas de h = 0,1 pour trouver les valeurs approximatives
de la solution a t = 0.1,0.2,0.3,0.4 et 0.5. Comparez-les aux valeurs exactes de la solution
a ces points.

Il s’agit d’une équation différentielle linéaire assez simple, nous vous laisserons donc le soin
de vérifier que la solution correcte est :

1 1
y() =1 +§e‘4t —Ee‘Zt

De cela nous pouvons constater que :
fley) =y =2—-e"* -2y
Notez également quet, = 0 et y, = y(0) = 1.
Nous pouvons maintenant commencer a faire des calculs.
Ona:
Vi1 = Vi + o X f (e, Y1)
Pourk =0
y1=Yo+hXf(to,y0) = y, =1+0.1f(0,1)
fo=f01)=2-e*0-2(1)=-1
= vy, =09

Donc, I’approximation de la solution at; = 0.1lest y; = 0.9.
Pourk =1

Yo =y1 +hXf(t,y1) = y1 =1+ 0.1f(0.1,0.9)

fi = £(0.1,0.9) = 2 — e~*0OD _2(0.9) = —0.4703

= y, =09+ (0.1)(—0.4703) = 0.85297

Par conséquent, I’approximation de la solution at, = 0.2 est y, = 0.85297.

Je vous laisse le soin de vérifier le reste de ces calculs.

f, = —0.1553 y; = 0.8374
fo = 0.02392 v, = 0.8398
f, = 0.11843 ys = 0.8517

Voici un tableau (1.1) rapide qui donne les approximations ainsi que la valeur exacte
des solutions aux points donnés.Nous avons également inclus I’erreur en pourcentage. Il est
souvent plus facile de voir a quel point une approximation est efficace si vous examinez les
pourcentages. La formule pour cela est,

|valeur exacte — valeur approximée)|
X

Erreur (%) = 100

valeur exacte
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Tableau 1.1 Approximations et valeur exacte des solutions aux points donnés

Temps t;, Approximation Exacte Erreur
to=0 yo=1 y(0) =1 0%
t; =0.1 y; =09 v(0.1) = 0.9258 2.79%
t, =02 y, = 0.8529 v(0.2) = 0.8895 4.11%
t; = 0.3 y; = 0.8374 v(0.3) = 0.8762 4.42%
t, =04 y, = 0.8398 y(0.4) = 0.8763 4.16%
t; = 0.5 ys = 0.8517 y(0.5) = 0.8837 3.63%

D’apres le tableau (1.1), I'erreur maximale dans les approximations du dernier
exemple était de 4,42%, ce qui n’est pas si mal, mais qui n’est pas non plus une si grande
approximation. Ce type d'erreur est cependant généralement inacceptable dans la plupart des
applications réelles. Alors, comment pouvons-nous obtenir de meilleures approximations?

Rappelons que nous obtenons les approximations en utilisant une ligne tangente pour
approximer la valeur de la solution et que nous avancons dans le temps par pas de h. Donc, si
nous voulons une approximation plus précise, il semble alors qu’il existe une seule facon
d’obtenir une meilleure approximation c’est de ne pas avancer autant a chaque étape. En
d’autres termes, il faudrait prendre des h plus petits.

Remarque

» La diminution de de la taille de pas h améliore la précision de l'approximation.
» La diminution d’un facteur 10 la taille du pas h, réduit I’erreur d’un facteur de 10
environ.

1.4.2Méthode de Runge-Kutta

Les techniques de Runge-Kutta sont des schémas numériques a un pas qui permettent
de résoudre les équations différentielles ordinaires. Elles font parties des méthodes les plus
populaires de par leur facilit¢ de mise en ceuvre et leur précision. C’est Carle Runge et
Martin Kutta qui, au début du 20e siecle, ont inventé ces méthodes.

Dans de nombreux cas, les systemes d’équations différentielles que 1’on rencontre en
science peuvent se mettre sous la forme d’une équation différentielle ordinaire du premier
ordre (Eq. 1.8).

A Pinstar de la méthode d’Euler, celles de Runge-Kutta sont des schémas numériques
a un pas basée sur la discrétisation de la variable t. On note hce pas et y, la valeur approchée
de y(t;) pour les différents instants t;, = kh.

En intégrant I’équation différentielle entre t;, et t; + hon a la relation :

Y(tesn) = ¥t + [ £ (£, y(©)de(1.13)

L’idée consiste a approcher cette intégrale de facon plus précise que ne le fait la
méthode d’Euler.

La méthode classique de Runge-Kutta est une approximation d’ordre 4.

On cherche donc une solution approchée d’une équation ordinaire se mettant sous la
forme

dy
- — < <
R f(t,y) 0<t<T

t(0) =to, y(0) =y,
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Le schéma itératif de Runge-kutta d’ordre 4 est (RK4):

ky = f(tr, i)
1 1
ko = f(tx + 5 h y + 5 hky)

1 1 1 1
{YR+1_yk+h[gk1+§k2 +§k3 +gk4] avec{ i (114)

teer = te T 1 |k3=f(tk+§h'yk + 5 hky)
\ k, = f(tx + by, + hks3)
1.4.3Méthode de d'Adams-Bashforth

La méthode d’Adams- Bashforth est une méthode a pas multiples qui repose sur une

approximation de I'intégrale suivant :
tk+1

Y(tee) —y(te) = f(t,y(t))dt

tk
Les schémas itératifs de la méthode d’ Adams-Bashforth:

On note en abrégéf, = f(ty, yx). Voici trois schémas :

= schéma explicite d'Adams-Bashforth d'ordre2 a 2 pas (AB2):
Vier = Vi +5 (3f, = f1)(1.15)
= schéma explicite d'Adams-Bashforth d'ordre 3 a 3 pas(AB3) :
Yis1 = Yic + = (23f, — 16f,_, + 5f,_,)(1.16)
= schéma explicite d'Adams-Bashforth d'ordre 4 a 4 pas (AB4):
Viw1 = Vi + 5= (55F, = 59F,_, +37f,_, — 9f,_,)(1.17)
1.4.4 Méthode d’Adams-Moulton (AM)

Cette méthode est I’une des méthodes fermées, son algorithme est :

h .
Vierr = Ve + 5 (£t y,) + Flter, ve0) )(1.18)
Avec y,E?l est donnée pour i = 0,1,2, ...

y,gi)l est dite le prédicteur de yj 4, les y,£l+)1 sont appelés les correcteurs, pour les
calculés, on utilise la méthode d’Euler comme prédicteur et La méthode o’ Adams-
Moulton. comme correcteur. On obtient :

v, =y + hf(toy,) Prédiction

n - (1.19)
Yiev1 = Yk T ;(f(tk, v+ f(tk+1,y,£l+)1)) Correction
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