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CHAPITRE II : Intégrales Impropres
II.1 Définition de I'intégrale impropre
L’intégral impropre f; f(x)dx estdite intégrale impropre si :

(Df (x) est continue et si a = —c0 Ou b = +00, oll les deux (@ = —c0 et b = +00), c'est-a-dire si un ou

les deux bornes d’intégrations est infinie

(2)f (x) n’est pas borné en un ou plusieurs points € [a, b], de tels points sont appelés singularités

de f(x).
Remarque : Les intégrales correspondant a (1) ou a (2)s’appellent intégrales impropres de premiére

ou de deuxieme espece respectivement.

Les intégrales correspondant aux deux conditions (1) et (2) s’appellent intégrales impropres de

troisieme espece.
Exemples :

1. f0+°o sin®xdx est une intégrale impropre de premiére espéce (b = +00).

4 i . N X , .
2. fo x‘% est une intégrale impropre de deuxiéme espéce (f(x) n’est pas borné en x = 3 € [a, b))

3. fo Slxﬂdx est une intégrale propre (puisque lim,_,, % = 1 # oo donc f(x) estborné en x = 0)

I1.2 Intégrale impropre sur un intervalle non borné (1¢r espece)
Définition : Soit f une fonction continue sur [a, +o [pour tout x appartenant a [a, +oo[ , on dit
que l'intégrale impropre de f sur [a,+o0 [ notée fa+°of(x)dx est convergente si et seulement si

. b . .
limy_ 4 [, f(x)dx existe et elle est finie.

[.  Danslecasoulimy_ fa f(x)dx n’existe pas on dit que I'intégrale est divergente.

II. De méme, per définition f_boof(x)dx = limg_,_ f; f (x)dx est convergente ou divergente selon

que la limite existe ou n’existe pas.

[II.  D’une maniere semblable, on définit

Tof(x)dx = ff(X)dx + Tof(x)dx (1
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Ou x, est un nombre réel, et 'on dit que I'intégrale est convergente ou divergente selon que les

intégrales du membre droite de 1'égalité (1) convergent ou non, selon les définitions (I) et (II).

Exemple 1:
+00 b b
dx ) dx _ -1
—Z = lim — = lim [—] =1
X b—-+0 X b-+0 | X 1
1 1
Si bien que f:oo %converge vers 1
Exemple 2:
0 0
fe‘xdx = lim [ e*dx= lim [-e7*])=-1
a—>+0o a—>—0oo0
—00 a
Si bien que f_ooo e *dx =converge vers -1
Exemple 3:
+00 b
dx dx b
f — = lim | —= lim [Inx]? = 4+
X b—+00 X b—+00
1 1

o +ood .
Si bien que J, % Tx est divergente.

IL.2 .1 Criteres de Convergence pour les intégrales impropres de premiere

espece :

Les criteres suivant sont données pour le cas ou une borne d’intégration est +o0o. Des critéres
similaires existent quand une borne d’intégration est —oo (un changement de variable x = —y change

la borne en 4+00) .

Nous supposons que f(x) est continue, donc intégrable sur tout intervalle finiea < x < b :

1. Critere de Comparaison :

Pour les intégrales avec intégrandes non négatif :

i. Convergence : soit g(x) = 0 pour tout x = a et supposons que fa+°°g(x)dx converge, alors
si:0<gx)<f(x) Vx>a fa+°°f(x)dx converge également.

ii. Divergence : soit g(x) = 0 pour tout x = a et supposons que f;oog(x)dx diverge, alors si :

0<fx)<gkx) Vx>a f;oof(x)dx diverge également.
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Exemples :

1
1+e*

1) Puisque Vx € [0, +o[:

1 1 +o00 1 400 .
< —etque fO e_xdx converge alors fO dx converge aussl.

1+e* = e*
. 11 +o01 . +o0 1 . .
> st —_
2) Puisque Vx € [2,+oo[: — = —etque fz xdx diverge alors fz — dx diverge également.
2. Critére de Quotient :

Pour les intégrales avec intégrandes non négatif :

i Sif(x)=0etg(x)=>0etsi liqumgz k # 0 et # oo Alors :

+ + N N .
faoof(x)dx et faoog(x)dx ont la méme nature c-a-dire convergent toutes deux ou

divergent toutes deux.

ii. Sik =0 dans (i) etsi fa+oog(x)dx converge, alors f;oof(x)dx converge également.
iii. Sik = oo dans (i) etsi f;oo g(x)dx diverge, alors fa+oof(x)dx diverge également.
3. Critére de Riemann:

Pour g(x) = xip et soit :

;im XPXf(x)=k

i. Alors fa+oof(x)dx converge sip > 1 et si k est finie (k # ).

ii. fa+°°f(x)dx divergesip < 1 et sik # 0 ( k peut etre infiniek = o) est finie.

xZ
4x4+425

Exemple : f0+°o dx converge puisque :

2

lim xP X

_— == =2 =1/4
X—00 4x* +25 4 (v etk /4)

I1.2 .2 Convergence Absolue et Semi convergence

. L b L b
+ On dit que lintégrale fa f(x)dx est absolument convergente si l'intégrale fa |f(x)|dx est
convergente.

+ Etsi f; f(x)dx converge mais f;lf(x)ldx diverge, on dit que f:f(x)dx est semi convergente.

Exemple :

f+00 cosx

0 Tig dx converge absolument et donc converge puisque :
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Vi € [0, +oo] cosx | _ 1
X oo| : <
’ 1+x% 7 1+x°
Etona f+°°—1 dx = = converge alors f+°° 22| dx converge également, et par conséquent f+°° 22 d
0 1+x? T2 g 0 1+x2 ge €g ’ P q 0 1+x?

converge absolument.

Remarque :

Tous les criteres utilisés pour les intégrales avec des intégrants non négatifs peuvent étre utilisés comme

critéres de convergence absolue.

I1.3 Intégrale impropre de seconde espéce
Définition :

— Si f une fonction n’est pas bornée (n’est pas continue) seulement a I'extrémité x = a de

l'intervalle a < x < b, alors on propose par définition :

b b
ff(x)dngllrgl+ ff(x)dx 0))

ate

Si la limite du membre droite de (I) existe, on dit que l'intégrale de membre gauche est convergente,

sinon elle est dite divergente.

— De méme si f une fonction n’est pas bornée seulement a l'extrémité x = b de l'intervalle

a < x < b, alors on propose par définition :

b b—¢
jf(x)dx=glir(§1_J f(x)dx (1N

En pareil cas, I'intégrale du membre gauche de (II) est dite convergente ou divergente selon que la

limite de membre de droite existe ou n’existe pas.

— Si f une fonction n’est pas bornée seulement en un point intérieur x = x, de l'intervalle

a < x < b, alors par définition on pose:

b Xo—¢€ b
ff(x)dx=£lir51_f f(x)dx+glir(§1+ ff(x)dx (110

Xo+e&
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L’intégrale du membre gauche de (III) converge ou diverge selon que les limites de membre de droite

existent ou n’existent pas.

I1.3.1 Intégrales impropres de seconde espeéce de fonctions particuliéres

f;( ax oy converge sip < 1etdivergesi p > 1.

2. fa (b >convergesip < 1et divergesi p > 1.

On appelle ces intégrales puissances de seconde espéce (remarquons quand p <0 les

intégrales sont propres.

I11.3.2 Criteres de Convergence pour les intégrales impropres de seconde espéce

Les critéres suivant sont données pour le cas ou f(x) n’est pas bornée seulement a 'extrémité x = a
de l'intervalle a < x < b. Des critéres similaires existent si f(x) est non bornée en x = b ou x = x,

ol a <xy<b.

1. Critére de Comparaison :

Pour les intégrales avec intégrandes non négatif :
: . b
i. Convergence : soit g(x) = 0 pour tout a < x < b et supposons que fa g(x)dx converge,

alorssi:0 < g(x) < f(x) Vx> a f:f(x)dx converge également.
Exemple : Etudier la convergence de I'intégrale [ 15 \/% dx.

Solution : Ona Vx € ]1,5]:

= < —etonaaussi ——=dx converge (p == < 1)

1\/—

anrsf \/—dx converge aussi.

ii. Divergence : soit g(x) = 0 pour tout a < x < b et supposons que ffg(x)dx diverge, alors

si:0<f(x)<glx) Vx>a f: f(x)dx diverge également.

Exemple : : Etudier la convergence de I'intégralefo1 x(1ix)3 dx.
. 1 1 .l
Solution : Ona Vx € [0,1] : o > REE etonaaussi |, = dx diverge (p =3 >1)
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1
x(1-x)3

1 . .
alors fo dx diverge également.

2. Critére de Quotient :

Pour les intégrales avec intégrandes non négatif :

i. Sif(x) >0 etg(x)=0pourtouta <x <betsi limx_>a+%=k¢ 0 et # oo Alors :

b b . < .
fa f(x)dx et fa g(x)dx ont la méme nature c-a-dire convergent toutes deux ou divergent

toutes deux.

ii. Sik =0 dans (i) etsi f: g(x)dx converge, alors f:f(x)dx converge également.
iii. Sik = oo dans (i) etsi f:g(x)dx diverge, alors f:f(x)dx diverge également.

3. Critere de Riemann :

Si en prenant le cas particulier de g(x) = dans le critere de quotient on obtient :

1
(x—a)P

xlircrll+(x —a)P X f(x)=k

i. Alors fa+°°f(x)dx converge sip < 1 et si k est finie (k # o).

ii. fa+°°f(x)dx divergesip = 1 et si k # 0 ( k peut etre infinie k = o0).
Exemples :

2 x*+1 .
> 7=— dx converge puisque :

lim (x — 1)P X f = lim (x — 1)? X i =1 < == <letk=1=# )
p— —_—— —— frd [ee]
im, (x p (%) im, (x p N p e

3 dx . .
> fo Gooven diverge puisque :

1ir§1_(3—x)”><f(x) = lirgl_(B—x)px (p=1 etk=2+0)
X— X—

1
G_ovizri |

111.3.3 Convergence Absolue et Semi convergence

, b e e s b
+ On dit que I'intégrale [ f(x)dx est absolument convergente si l'intégrale [ '|f(x)|dx est

convergente.
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4+ Etsi f; f(x)dx converge mais f‘flf(x)ldx diverge, on dit que f:f(x)dx est semi convergente.

Exemples :

41T sinx :
> fn md" converge absolument et donc converge puisque :

1

=3
X —T

sinx

Vx >m:

3
X —T

S inx

Eton a f \/_dx converge (p —é <letk=1=# OO)anrs f |dx converge également, et par

conséquent f \/_dx converge absolument.



