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Chapitre III : Les Séries

III.1.Série numérique
Généralité
Soit (Un) une suite de nombre réels, on pose :

n
STl: UO + U1 +Un =ZUk
k=0

» (Sn) est appelée suite des sommes partielles de la série.
» Lalimite de S, est appelée série de terme générale U,.
» R, = ,tfnUk = Up41 + Upy2 +--

R,, est appelé le reste d’ordre n de la série.

Notation :

o s / +
Une série de terme générale U, est notée (), n:O Up) ou(Qpso Un)-

II1.1.1 Convergence

Définition :
Une série de terme générale U, est dite convergente si la suite des sommes partielles (S,,)nen €St

convergente. Dans ce cas la limite de la suite (S,,),en est appelée somme de la série est on note :

o0
lim S, = Z U,
n—oo
n=0
- Une série qui n’est pas convergente est dite divergente

- En d’autre terme, si on note :

l=1lll_7)2105n

On a alors (}.,,50 Up) converge vers | <
lim, oS, =l Ve>0: ANVn eN:n>N= |[Sn—1[]| < ¢

© Ve>0:3INEeEN:VReEN:n>N=0|xF_oUx—1 <0
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Exemples :

- la série géométrique : une série géométrique est une série dont le terme générale est de la forme :
U,=ar™, a #0

Pour ce type de série la somme partielle est donnée par :

1— T'n_l

Sn = ax
nal_r

Et on remarque que la limite lim,_, S,, existe si et seulement si: |r| < 1 dans ce cas la série est

convergente etona:

Za.rnz a4
1-—1r

n=0

Exemple 1 :

Y=g+ G+
N P

nx1

Est une série géométrique.

a = % r = % < 1 = la série est convergente
1
o = L Xl—(g)”_1 1.
"2t 1T @
2
lim S, =1 = la série est convergente
n—oo
Exemple 2 :

La série ¥ ,51(—1)"*?

Sn=1-1+1—- .. (-1
fimsn = {J, Simestpair
n—co 1 sinestimpair

Donc la limite de S, n’existe pas, la série est donc divergente.

Proposition 1 :
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Soit ()1 Uy) une série convergente alors lim,,_,, U,, = 0 la réciproque est fausse
Preuve :

Posons

n-+0o n-+0o

o0
l =ZUn= lim Sn= lim S,_4
n=0

WU+ Uy ++ o4 Ups +U)— WU+ Uy +++ee.+Up1) = Uy
Etona

1111330(5" —Sp-1) = 71151.}0 Un=20

Remarque :

La proposition précédente est utile sous sa forme contre posée, c'est-a-dire :

n1—1>Too U, #0 = ZUn diverge

e Exemple :lasérie Y ;o1 n!, Ys1(=D", Yus1 2 cos(%) sont des séries divergentes.

: L - 1 . : fp s 1
Tandis que la série numérique ( Y51 —est divergente bien qu’elle vérifie lim,,_, ~= 0

Propositions 2 :
Soit Q=1 Un)et Xns1 Vp) deux séries convergentes respectivement vers u et v alors :

1- Lasérie ).,,»1(U, + V;,)est convergente eton a:

Z(Un+ V) = 2Un+ZVn=u+v

n=0 n=0 n=0

2- Pourtous a € R,la serie (3 @ Un) est convergente eton a:

Z(aUn) = aZ Un = au

n=0 n=0
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Définition 2 (Critere de Cauchy):

Une série est dite de Cauchy, si la suite des sommes partielles (S,) est de Cauchy cela revient a dire

qu’elle vérifiée de la propriété suivante :

Ve >0,3N eN:Vp,q ENVp =g =N =

|Sp — Sq| <

Toutes séries réelles de Cauchy sont convergentes.

II1.1.2 Séries a termes positifs

Définition : une série (), Un) est dite série a terme positif si : U, = 0 pour tous n € N
Remarque :

Une série (), Un) estatermes positifs, la suite des sommes partielles (Sn) est croissante.
Eneffet S,, —S,_4 = Un = 0 d’ou la proposition suivante :

Proposition : Soit ( ), Un) une série a termes positifs :
z Un Converge = (S,) est majorée.

Critere de convergence et de divergence des séries numérique :

II1.1.2.1 Critére de comparaison

Pour des séries de termes non négatifs (tout série de terme général Un > 0V n € N) soit Un et V,, de

Rt avec0 < Un < Vn.

a) la convergence de la série )50 Vn = la convergence Y50 Un

b) la divergence de };,,5oVn = la divergence de Y,,5o Un

Exemple : Etudier la divergence ou la convergence des séries suivantes :

1 1

anl m: anz Inn

Ona

5
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1 1

> : <
vn 1 241 T 2m

. L 1
Et on a déja prouvé que la série Y ,>1 p

convergente.

Puisque :

1
Inn

Vvn = 2: >

S|

: - 1 . . A
Et puisque la série }.,,5 — est divergente, alors il en est de méme de pour )., —

I11.1.2.2 Critere du quotient

. 1 :
est convergente alors la série )51 Tng; et aussi

1

Jor s . . . Un
Pour des séries de termes positifs soitUn>0,Vn =0 et si onalim,_, T k ,alors:

a. sik = 0et),soVn converge il est de méme pour Y,soUn.

b. si0<k <400 alors Y,50Vn et Y,soUn sonttoutes deux convergentes.

c. k = +o0et),soVn divergeil en est de méme de }.,,5o Un.

I11.1.2.3 Critere d’intégrale

Pour des séries de termes positifs si f(x) est positif continue et monotone décroissante pour x = 1, et

si elle est telle que f(x) = Un alors }.,,5o Un converge ou diverge selon que l'intégrale généralisé

:fo fx)dx = A}Iiirgoff(x)dx.

Converge ou diverge.

Exemple 1 :

. 1 :
La série )51 — - Converge puisque :

. 1 . .
vV n > 1:lafonction f(x) = — est positive contenue décroissante sur |1, +c0]

limp, e flMx—Z = limy_e(1 — %) = 1 (la limite existe).
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Exemple 2 :

oy 1
La série 2"215

. 1 . L
vV n > 1:lafonction f(x) = —est positive contenue décroissante sur |1, +co]

+00 dx .
/; —= limp,e[In x]¥ = +00

1
= ZE est divergente .

nz1

Les séries de Riemann : Ce sont des séries de la forme

Ou p est une constante, elle converge pour p > 1 et diverge pour p < 1.
La série avecp = 1 appelée série harmonique.
Remarque :

se déduit du critére par comparaison et en est souvent une forme alternative tres utile. a partir des

propriétés connus de la série de Riemann la théorie suivante :

I11.1.2.3 Regle de Riemann

Si en prenant dans le critere de quotient le cas particulier = —»nous obtenons le théoréme suivant :

Silim,_,,nPu, =k Alors:

Y. Un convergesip>1et0 <k < o (k # 00)
. 2 Un divergesip< 1,k# 0

Exemple :

n
4n3-2

anl

n . .
5 Converge. Puisque lim, o, n?.

1
™= —Z(p—2>1,etk¢+oo)

Inn . . . 1 Inn
Zﬁ Diverge. Puisque lim,_,,n /2 x

1
e m_+°°-(17—5<1,etk¢0)
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I11.1.2.3 Séries et Equivalents

Soient Y.,s0U, et YnsoV,deux séries numériques a termes positifs telles que U,~V,.

Alors Y50 Upn et YnsoVy, sont de mémes natures (convergentes ou divergentes).

L 1 .1
Exemple : la série )51 In ~= In sin —ona:

1
sin— = ———=+&e(m)(lim e(n) =0, lim — = 0)
n n 6n n—>co n-oon

. 1 11 1
Soit Un~ln; —ln(; —%) = Up,~—1In (1 - —)

6n3

2

Ona:In(1 —x)~,0—x — %+

ln(l—L)z - =S Un~—

6n? 6n2 6n?
La série Y. ,,5 U, est équivalente a une série de Rlemannznzoﬁ qui est convergente, alors elle est de

méme Y.,,50 Uy,

I11.1.3 Séries a termes Quelconques

I11.1.3.1 Séries alternées

On appelle série alternée les termes successifs sont alternativement positives U, = (—1)"| U,| pour

toutn € N.

1) Pour qu’une série alternée converge il suffit (mais n’est pas nécessaire que les deux conditions
suivantes soient réalisées :
1) lim,_|U,| = 0.

2) Lasuite (U,) ey Soit décroissante pour n > 1.

Exemple :

Pour la série :

+
Il
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-1)n , . , - , e s -
Nous avons : Un = % ,la série donnée est une série alternée, on vérifié les deux conditions :

1) Vvn €N : lim,_o|U,| = lim <=0

n-ooon
2) VnEN:M=—lZ <0
dn n
(GO

n

Donc |U, | est décroissant, par conséquent la série ).,,5; est convergente.

I11.1.3.2 Série absolument convergentes et séries semi convergentes

» Lasérie ), U, est appelée absolument convergente si );|U, | converge.
» Si YU, converge mais la série )|U,|diverge alors on dit que la série ), U, est semi

convergente.

Théoreme 2: Si }|U,| converge, alors ), U, converge. En d’autre terme, une série absolument

convergente est convergente.
Exemple : La série

D™t 1 1 1
D STt

n=1

_1)n+1

L 1 L
Est absolument convergente, car la série). ;> =an1; est convergente (série de

n2

Riemannp =2 > 1)

Exemple 2 : La série :

1 1 1 (-t
l1—=4=-——..= E —_—
2 3 4 n

_qyn-1
Converge (exemple précédent), Mais la séries des valeurs absolues ), |%

= Z% diverge (série

(_1)n+1

harmonique), alors la série ), est semi convergente.

Remarque :

Tous les criteres utilisés pour les séries de termes positives peuvent étre utilisés comme criteres de

convergence absolue.
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111.1.3.3 Regle d’Alembert

Un+1

= A Alors:

Soit la suite (U,,),,en On pose : lim,,_,

1. La série Y, U, est absolument convergente si A<1.
2. Lasérie ), U,est divergente si A>1.

3. Le critere est en défaut si A=1.

Exemple : la série ), ,,51 — est convergente, car et en utilisant le critere de d’Alembert, on trouve :

L= | n |— L o<1
Tilelm+r 0l Tl

l |
n—oo n

I11.1.3.4 Regle de Cauchy

Soit la suite (U,) ey Siona :lim,_ ~/|U,|=A alors :

1. Lasérie Y, U, converge absolument si A<1.
2. Lasérie ), U,diverge si A>1.

3. SiA=1 Le critére est en défaut.
1 n
Exemple : 1a série )54 (a + n_p) avec(a>0,p=>0)

en utilisant le critére de d’Alembert, on trouve :

1
lim V/|U,| = 7ii_r)r010<a+ﬁ> =2

n—00
On a les cas suivants :

o Sip=0=A=limyo/|Usl=a+1>1
Alors la série est divergente.

° Sip>0:>7\=limn_,oori/|U_n|=a

Dans ce casona:

{si a < 1 lasérie est absolument convergente
si a > 1 lasérie est divergente
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1\ 1 sip>1
sia=1:limUn=<1+—) ={+oo sip<1
n—oo nbP )

e sip=1

c'est-a-dire lim,,_,,, U, # 0, alors la série est divergente pour a = 1

I11.1.4 Produit des séries

Soit (Un) et (Vn) deux suites de R, on appelle le produit les deux série ), Un et ), Vn la série de terme

générale Wn :

n
W, = Z Uy Vi
k=0

Théoreme :

Soit (Un) et (Vn) deux suites de R, si la série ), Un est absolument convergente et que la série ), Vn est
aussi absolument convergente alors la série des produit des deux séries ), W n est absolument

convergente et on peut écrire :

Zan(ZUn)x (ZVn)

II1.2 Suites et séries de fonctions

II1.2.1 Suites de fonction

Supposons qu’une suite de fonction (f;,,) converge vers une fonction f lorsque n — o0 il faut motionner
que des propretés connues la continuité, la dérivabilité ou l'intégralité ne sont pas nécessairement
préservées pour cette raison, nous allons décrire le type de convergence existant pour les suites de

fonctions.

I11.2.1.1 Convergence simple

Soit (f,) une suite de fonction définie sur I'intervalle I de R.

Définition : On dit que la suite (f,;) converge simplement (on ponctuellement) vers la fonction f sur I

pour chaque valeur de x € Ila suite numérique (f;,(x))nenyconverge vers la fonction f(x).

On peut reformuler la définition précédente comme suite :
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Définition2 :
On dit que la suite (f;,,) converge simplement vers f on que f limite simple de la suite (f,,) sur Isi:
Ve >0,Vx€l,Iny(e,x) ENVn EN= |f,(x) —f(0)| < ¢

Nous remarquerons que dans cette formulation, le nombre n dépend a la fois de € et de x

sinnx

Exemple :Soit la suite de fonction définie par: f,,(x)= — ,XE R

Etudions la convergence simple de la suite (f;,)
on fixe, x € R, et on étudie la limite de suite numérique f;,(x)
Vvne N,vx eER: —1<sinnx < +1

—1 sinnx +1

vne N,Vvx eR: —< < —
n n n
1 . sinnx
lim—=0=lim =0
n—-oon n
n—-o0

Donc lim f,(x) = 0,Vx €R
n—oo

On dit que la suite f,, (x) converge simplement vers la fonction nulle f = 0.

Exemple 2:

1-nx

Soit f,, définit sur [0,1] par: V x € [0,1]: f,(x) =

1+nx
On montre facilement que la suite de fonction f,, converge simplement sur l'intervalle [0,1]

six=20

Vx € [0,1]:}1§glofn () =f(x) = {i1 six #0

Remarquons que dans cet exemple bien que les fonctions f,, soient contenues, la fonction limite f ne

'est pas.
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111.2.1.2 Convergence uniforme

Soit f,, une suite de fonction a valeurs réelles ou complexes, définies sur l'intervalle I et soit f une
fonction définit sur I. on dit la suite f,, converge uniformément vers f ou f est limite uniforme de la

suitef, , sil’'on ala propreté suivante :
Ve >0: 3dny(e) eEN: VneN: Vxel,n>ny: |f,,(x)—fx)| <e
Définition 3 :
On dit que la suite f,, converge uniformément vers la fonction f sur I, si on posant:
an = supxer| fn(x) — f(x)
Pour tous n€ N on obtient une suite qui converge vers 0
(limy 0 ap = 0 0 lim supyer| fo(x) = f()| = 0).

De point de vue pratique :
1) On étudié la convergence simple afin de déterminer la limite simple f.

2) Onfixe n € N, on étudié la fonction g, (x) = |f,(x) — f(x)| et on cherche ensuite

A, = SUPyer 9n(x). Et On détermine la limite de lim,,_,, a;,.
Sila limite lim,,_,, a,, = 0, alors f,, converge uniformément vers f sur I.
Sinon (lim,,_, a, # 0) la suite de fonctions f,,ne converge pas uniformément vers f sur I.

Exemple 3 : Reprenons la suite de fonctions définie par :

sinnx

fn(x) = XE R

Etudions la convergence uniforme :
Connaissant la fonction limite f = 0 de la suite de fonctions f,

On fixe n € N, on cherche si possible a,, = supyerl|f(x) — f(x)|.

sinnx
an = sUpyeslfu() = FCO) = supyen [~

sinnx

. 1 1 1
Et Comme |sinnx| < 1 alors - < < +; = an =

n
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lim ~= 0 donc la suite de fonctions f,, limite converge uniformément vers f.
n—oo

Remarque :

On peut prouver que a, = % pour la valeur x = %
Exemple 2 :

fix)=14+x+--x"1sur[-1,1]

La suite de fonctions f,,(x) est une somme d’une série géométrique, alors on a

1-xM
1-x

fn(x) =

vx € [-1,1]: Tlll_r)glofn(x) =f(x) = ﬁ

n

1—x

Vx € [_111]:gn(x) = fn(x) _f(x) =
SUPxe[-1,1] gn(x) = Xsup = 0=lim,, e a, = }Li_{{}ogn(o) =0

Alors la suite de fonctions converge uniformément sur [—1,1]
Théoréme 1(continuité d’une fonction limite) :

Soit f;, [a, b] = R des fonctions continues qui convergent uniformément sur [a, b] vers une fonction

f:la,b] — R alors f est continue sur[a, b].
Théoréme 2 (intégration d’'une fonction limite) :

Soit f,, [a, b] — R des fonctions continues sur l'intervalle [a, b] qui convergent uniformément vers une

fonction f [a,b] — R, alors:

| fedx = im f hodx

a

On a donc interversion de l'intégrale et la limite

b b
lim £, (x) dx = Tlll_r};lof fu(x)dx

a Nh—ox
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Théoréeme 3 :
Soit f;,(x) une suite de fonctions de classe C?! sur un intervalle réel quelconque I de R tell que :

1) Il existe un point x, de I tel que la suite f,,(x,) converge
2) La suite des dérivées f,,’(x) converge uniformément sur tout intervalle fermé [a, b] contenue

sur [.
Alors:

1) Lasuite des ( f;, ) converge simplement sur I vers fonction f.
2) Lafonction f est de classe C? et sa dérive coincide avec la limite de la suite (f,).

3) La suite des ( f;, ) converge uniformément sur tout intervalle [a, b] contenu dans I.

II1.3 Série de fonctions

I11.3.1 Convergence simple

Définition 1: Soit ),,-; U, une série de fonctions définie sur l'intervalle I. on dit que la série est
simplement convergente si, pour tout x de I, la suite des sommes partielle (S, (x))nen €St une série

convergente.
Sp(x) = Uy (x) + Up(x) + ==+ + Up(x)
Et dans ce cas on écrit :

lim S, (x) = $(x)

On appelle S(x) somme de la série }.,51 Uy, , il s’ensuit que Y.,,5; U,converge simplement vers S(x)

pour toutx de I si:
Ve >0,VvneNVx €el:Any(g,x):n>ng: |S(x) —SX) | < ¢

» Sing ne dépend que de ¢, la série est dite uniformément convergente sur I.
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II1.3.2 Convergence uniforme

Définition 2 : Soit )., U, une série de fonctions, on dit que la série est uniformément convergente, si

la suite des fonctions somme partielle d’ordre n c.-a-d. la suite de fonction (S,,(x)) définie par:

Sp(x) = Zn: Uk
k=1

Est une suite de fonctions uniformément convergente.
En d’autre terme, elle vérifié la propriété suivante :
Ve >0,VvneN,Vx €el:dny(e):n>ng: |Sp(x) —SK) | < ¢
» Ouny dépend uniquement de &

Remarque :

Si la série de fonctions };,>;1 U, est une série qui converge simplement on peut considérer pour tout x

la suite des restes d’ordre n de la série),»; U, :

Ri()= Y U
k=n+1
Puisque S(x) — S, (x)=R,(x) et le reste de la série aprés le niéme terme, on peut dire de fagon
équivalente que la série ;51 U, est uniformément convergente pour tout x de I si la suite des restes

partiels R, (x)converge uniformément vers la fonction nulle sur 1.

I11.3.3 Théoremes sur les séries uniformément convergentes

Si une série de fonctions est uniformément convergente, elle possede en commun avec les sommes

partielles de fonctions de nombreuses propriétés comme le montrent les théorémes suivants :
Théoréme 1 :

Si les fonctions (U, ),en Sont des fonctions continues sur [a, b] alors S(x) est continue sur [a,b] Ex
bref, ceci veut dire que la somme d’une série uniformément convergente de fonctions continues est
une fonction continue. Ce résultat est souvent utilisé pour démontrer qu'une série donnée n’est pas
uniformément convergente en démontrant que la fonction somme S(x) est discontinue en un point, en

particulier si x, est dans [a, b] alors le théoréme établit que :
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lim Y U, (x) = Z lim U, (x) = 2 U, (xo)
x—>x0 x—>x0
n=0 n=0 n=0

On utilise la limite a droite ou la limite a gauche si x, est a une extrémité de [a, b]

Exemple : Soit la série }.,,51 U, (x) de terme générale U, (x) définie par :

1 1

vn € N*,vx € [0,1] : U,(x) = xzn+1 — x2n-1
Montrer que la série est simplement convergente et non uniformément.

Solution :
$200 = ) U() = Uy () + U () + oo+ Up ()
k=1

=(X1/3 — X ) + (xl/S - x1/3) + -4 (xl/Zn—l — x1/2n+1)
S, (x) = xV2n+1 — x
Etona
0 six=20
Sx) = nl_i)erSn(x) =

1—x Ssix#0

La limite de S,,(x) existe alors la série converge simplement vers (x), mais on remarque que cette

limite S(x) n’est pas continue en x = 0

limS(x) =1+ S(0)=0
x—07t

= La série donnée }.,51 U,(x) n’est pas uniformément convergente sur [0,1]
Théoréeme 2 :

Si (Uy)nen sont des fonctions continues sur [a,b], et si ), U,(x) converge uniformément vers la

somme S(x) sur[a, b] alors :

fS(x)dx = ZfUn(x) dx

a nz1gqg
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sz U, (x) = ZfUn(x)dx

a n=21 nz1g

En bref une série uniformément convergente de fonctions continues peut étre intégrée terme a terme.
Théoréeme 3 :

Si (Up)nen sont des fonctions continues et ont des dérivées continues sur [a, b], et si Y51 U, ()

converge vers S(x) tandis que }.,51 U, (x) est informent convergent sur [a, b] alors

S = ) Uno)

n=1

=Z%wm

nx1

> U,

n=1

d
dx

Ce théoreme donne les conditions pour qu’une série puise étre dérivée terme a terme.

> Des théoremes semblables au théoreme ci-dessus peuvent étre formulés pour les suites de
fonctions.

> Pour exemple, si la suite U, (x) est uniformément convergente sur [a, b] alors :

b b
lim | U,(x)dx = J lim U, (x) dx
n—o0 n—->o0

a a

III.3.4 Criteres particuliers pour la convergence uniforme des séries de

Fonctions
1. Critére de Weierstrass (Convergence Normale):

Si on peut trouver une suite numérique de termes positifs(M,,) ey, telles que sur un certain intervalle

I on ait:

a- vneN,vxel: |U,(x)| <M,

b- Y,s1 M, converge

18
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Alors ), U,,(x) est uniformément et absolument convergent sur c’est intervalle I.
Remarque :
Les séries de fonctions qui réalisent le théoréme précedent s’appellent les séries convergentes

normalement.

, . cosnx
Exemple : La série Yp>1 ——

cosnx

OnaVx ER: Vn eN*:

1
<=
n, n

1

. ;. o . J o) cosnx
Et on a aussi la série 2"21n est convergente (série de Riemann n=2) = la série),
2

converge
ny

uniformément et absolument sur R (converge normalement)

L, . sinnx
Exemple 2 : La série Y51 o

2n

<

32n

sinnx
321’l

OnaVx ER: Vn € N*:

sinnx
3211

. - 1 L 1 -
Et on a aussi la série anly)z—n est convergente (série géométrique avecr = 5 < 1) = la série),

converge uniformément et absolument sur R (converge normalement)

Remarque :

Ce critere fournit une condition suffisante mais non nécessaire pour la convergence uniforme c'est-a-
dire, qu'une série peut étre uniformément convergente sans que le critére puise s’appliquer. A cause
de ce critere, on peut étre conduit a croire qu'une série uniformément convergente doit étre
absolument convergente, et inversement cependant, ces deux propriétés sont indépendantes.

2. Critére de Dirichlet:

Supposons que :

1) La suit {a,,} soit une suite décroissante de constantes positives tendant ver zéro ( lim,_, a, =
0)
2) Il existe une constant P, telle que pour tout a< x < b,l’'on ait:

vn=>1:|U(x)+ U,(x)+ - U,(x)| <P

Alors la série },,51 a, U, (x) est uniformément convergente pour a < x <b

1- Théoréme 3:
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Si on peut trouver une suite numérique &, convergente vers zéro lim,,_,,, &, = 0 telle que :
Vn € N*: Vx € [a,b]:|R, ()| <e&,

Alors la série ), U, (x) est uniformément convergente.

R, (x) : estlereste de la série Y, U, (x) d’'ordre n R, (x) = 272,11 Uk (x)

Exemplel : Etudier la convergence uniforme de la série définie par le terme générale :

f:R* >R x:f(x)= (1

n+x

On étudié la convergence simple de cette série :

La sérié donnée est une série alternée vérifions les deux conditions :

=n"

n+x

1- Yn>1,Vx € R": lim,

-1

o 0 = |U,| est décroissante sur R*

x, 4 _
2- Vn=1,vx € R": —|Uy| =

. (g s -1)" .
Les deux conditions sont vérifiées, alors Znﬂ% est simplement convergente sur R*, par

conséquent et étant donné que la série est alternée et convergente on peut écrire :
vn > 1,Vx € R*: R, (x) < |Up44l

1
<
n+l1+x n+1

Vn=>1Vx €ER":R,(x) <

. , 1 . 1 - . .
Donc il suffit que €, = — ou lim,,_,,,—— = 0 alors la série est uniformément convergente sur R.
n n+1 n=0 p4a

Exemple2 : Etudier la convergence uniforme de la série de terme général :

1
n2x + n3

fn(x) =
I11.4 Séries entieres

Définition : On appelle série entiere d'une variable x une série de la forme :

+00

ZX” =ag+ ayx + azx? + - ay,x"

n=0
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Les coefficients ay, aq, .....a,sont données

III.4.1 Rayon de convergence

> En générale une série entiére converge pour |x| < R et diverge pour|x| > R, pour une certaine
constante R appelée rayon de convergence de la série pour |x| = R la série peut aussi bien
converger que diverger.

> L’intervalle |x| < R on R < x <-R avec inclusions possible des extrémités, s’appelle I'intervalle de
convergence de la série

» Le critére de I'Alembert réussisse souvent pour obtenue cet intervalle, il peut étre on défaut et

on ce cas on doit faire appel a d’autres criteres.

Exemple :
7 .= Xn ) hY ) )
e Lasérie Y%, e d’apres le critere de d’Alemberton a:

X" x nl

= Jim (n+ D! xxn

n—-oo

) |Un+1
lim

. x .
—rlll_r)rgo|(n+1)|—0<1(51x¢0)

n—oo

n

Pour x # OLa série converge absolument, et Pour x=0 la série devient 0 Et cette série converge=

+oo X"
n=0 - converge absolument sur R(]—co, +-oo[

e La série Y%, x™ est une série géométrique de raison x elle converge pour tout |x| <1 donc
l'intervalle |—1, +1[ et le rayon de convergence R=1.

2
e Lasérie 2%, %, D’apres la régle de d’Alembert :

xn+1 n2

Dz x|~

= lim

1 |
n—oo n
n—o0

Elle converge si |x| < 1, R=1
Calcule du rayon de converge :

Soit la série }.,50a,x™ une série entiére, le rayon de convergence de cette série est donnée par l'une

des deux relations suivante :
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1 \
1- R = m‘l—n (Regle de Cauchy)

2- R =lim,q |%| (Régle de d’Alembert)

7o n!
Exemple : Trouver le rayon de convergence de la série Zn>0n—nx”

On utilise

R = lim

n—->oo

_ n! (n+ 1"t _ n+1\"
~ nob EETX (n+1)! -_1£2%< n ) -

Donc le rayon de convergence de cette série est R = e (et l'intervalle de convergence est x € |—e, +e[).

A1

Théoreme :

Une série entiere converge uniformément et absolument dans intervalle strictement contenu dans

l'intervalle de convergence.

III. 4.2 Fonction somme d’une série entiére
1- Continuité :

Soit f(x) = X%, a,x™ la fonction définie sur I'intervalle de convergence, somme de la série entiére de
rayon de convergence R alors f est continue sur un intervalle strictement contenu dans l'intervalle de
convergence.
2- Théoremel:
Soit Y%, a,x™ une série de rayon de convergence R > 0 pourtousx: R > |x| = 0ona

+00 +o00 X

X

f a,t"dt = Zf In_ n+1
n+1'

0 =0

n= n=0o

o

Théoreme 2 :

Soit Y%, a,x™ une série entiere de rayon de convergence R >0 par conséquent la série

n+1

4% ap——a le méme rayon de convergence R.

3- Théoreme 3 :

22
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La série entiére Y% a,x™ etla série dérivée ;2 na,x™ 1 ontle méme rayon de convergence R

e Une série entiére est indéfiniment dérivable sur |—R, R[, par récurrence on trouve

o0

FEx) = Z nn—1)...(n—k+1)a,x"*

n=k

Et on déduit que :

_ %)

ap = Kl

Ainsi les coefficients de la série entiere sont définis de maniere unique par la fonction somme f(x).

e Par conséquent, deux série entiére de rayon de convergence non nul sont égales si et seulement si
leurs coefficients sont égaux.
e Une série entiére de rayon de convergence non nul est nulle si et seulement si ses coefficients sont

nuls.

Exemple : En dérivant la série géométrique Y+ x™ :

+00 +00
(S o) )= S -
dx X = e\ 1 —x 4 X - (1-x)?

n=0 =1

, 7+ 5 +00
—_— X = —|—- — = —
dx? i n dx?>\1—x i n (1-x)3

II1.4.5 Développement de fonction en série entiére

Supposant que f(x) et ses dérivées f(x),f'(x),...... f™(x)existent et soient continues dans
Iintervalle fermée[a, b] et que f™*1(x) existe dans l'intervalle ouvert a < x < b. Nous avons vu

précédemment que :

f (@ 2 f™(@)
T X (x—a) ""+TX

fx)=f(a)+fla) x (x —a) + x—a)"+ Ry (D)

Ou R,, estle reste est donnée par sous 'une ou I'autre des deux formes :



R, =

R, =
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O
(n+1)! (x -
L Pe-oe-a

(Forme de Lagrange)

(Forme de Cauchy)

Ou € qui se trouve entre a et x, est en générale différent dans les deux formes.

Quand x varie, ¢ varie également en générale. Si pour tous x et tout ¢ dans[a, b], nous avons,

lim,,_,

R,, = 0 alors I’équation (I) peut s’écrire :

FG) = F@ + (@) x (x—a) + 1

X (x —

f(”)( )

a)? ... o X G—a UDh

Cette série s’appelle la série ou le développement de Taylor de f(x),

» dans le cas ou a =0, elle est souvent désignée sous le nom de série ou développement de

Quelques exemples importants des séries entieres :

résultante peut ne pas convergé vers f(x).

Maclaurin. On pouvait étre tenté de croire que si toutes les dérivées de f(x) existent au point
x = a, le développement (I) est valable. En fait ceci n’est pas nécessairement le cas, car bien que

I'on peut puisse formellement obtenir la série du nombre de droite de I'équation (I), la série

On emploie fréquemment dans la pratique, les séries suivantes convergentes vers les fonctions

données dans l'intervalle indiqué :

— =14 x+al a3 A

ey
I

L: 1—x+x2—x3+ -+ (-1)"x"
1+x
_ 3 x5 x7 n
sinx =Xx =2+ %2 - +(=1) (2n+1)'
— x? | xt x_6 n X"
cosx =1 TR 4 (=1) o

1+ + + +m

xt1

ln|1+x|—x——+ ey -+ (=D"

(n+1)
1+x x3 x5 x7 x2n-1
s =x+ 5+ S e
_ x3  x x7 n
Arctgx =x STt L +(=1) (2n+1),

—-1<x<1

—1<x<1

—00<x <4+

—0<x <+

—00<x <4+

—-1<x<+1

—1<x<+1

—1<x<+1
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9. 14+x)P=1—-px— POP=1) 2 . P@=3)(pntD) g
21

n!

Cette série est la série de bindme

a) Si p est entier positif ou zéro, la série un nombre fini de terme.
b) Sip > 0 mais n’est pas entier la série converge absolument pour -1 < x < +1
c) Si—1 < p <0,lasérie converge pour —1 < x < +1

d) Sip < —1,la série converge pour —1 < x < +1

Pour tout p, la série converge certainement pour -1 < x < +1

I11.3 Séries de Fourier
Fonctions Périodiques : On dit qu’une fonction f(x) a une période T ou est périodique de période T, ou T

est une constante positive si pourtout x: f(x) = f(x+T)

Exemple : les fonctions sinx et cosx ont des périodes : 2m, 4, 6m, ... ...

P B

\"‘-, /_/ 3 o
S Bt D=f N _ : I
e 2o S v
N e 4

X w+T

Séries de Fourier : Soit f(x) une fonction définie sur l'intervalle ]—L, +L[ et en dehors de cet intervalle
par f(x) = f(x + 2L) c'est-a-dire périodique de période 2L, La série de Fourier ou le développement de

Fourier correspondant a f(x) est donné par :

n
fx) = 7 Z ,Cc0S — x+bnsinTﬂx) 0]
n

Ou les coefficients de Fourier a, et b,, sont donnés par :

1 0 nmx
an = 7 f f(x)cosde
; i ()
1 . nmx
b, = I j f(x)sdex
—-L

Si f(x) ala période 2L, les coefficients a, et b, peuvent étre déterminés de maniere équivalente par :
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r 1 c+2L T
an = 7 j f(x) cosde

Lk )
b, = 1 j f(x)sinﬁdx

L L / L

Ou c est n‘importe quel nombre réel, dans le cas particulier ou ¢ = —L (I1I) devient (I]).

Pour déterminer ay dans (1), on utilise (II) ou (I111) avec n = 0, par exemple :

+L

1
@ =7 f f(x)dx

-L

Conditions de Dirichlet :

Supposons que :

1. f(x) est définie et univoque sauf peut étre en un nombre fini de points de I'intervalle ]— L, +L[.
2. f(x) est périodique en dehors de I'intervalle ]— L, +L[ avec la période 2L.

3. f(x)et f'(x) sont continues par morceaux dans de I'intervalle ]— L, +L[.
Alors la série (1) avec les coefficients (1) ou (I1I) converge vers :

A. f(x) sixest un point de continuité.

f(x+0)+f(x—0)
2

B. si x est un point de discontinuité.

Ici f(x+0)etf(x—0) sont les limites a droite et a gauche de f(x) au point x

respectivement.

L’égalité de Parseval : établit que
+L + oo
1 2 a02 2 2
- f (FEO)2dx ==+ > (@ + by?) av)
—L n=1

Exemple : Soit f (x) = x définie sur ]—n, +7T[ de période 21

On a f(x) est une fonction impaire = ay =a, =0

+m +m
1 : 2 ,
b, = — | xsinnxdx = — | xsinnxdx
T s

- 0
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On intégre par partie on trouve :

+71T
2 —X T 1 —2 —2
b, =— [— cosnx] +— f cosnxdx | = —cosnm = — (—1)"
/s n 0o N n n

0

~——————

=0
Par conséquent le développement de Fourier correspondant de f(x) est

+o00

flx) = Z _72 (—1)"sinnx

n=1

» En déduire pour x = % € ]—n, +T[[, f(x) vérifier les conditions de Dirichlet et x = %est un point de

continuité alors :

+00 +oo
T -2 T 2 T
— ) = —(—-1 ngi —_ = z -1 n_—_
f(z) ZE_n (=1)%sinn 0m1+1( =3
n= n=

D’ou :

< (D" w
2n+1 4

n=0

» En appliquant I’égalité de Parseval on trouve :

+1T + 00

40
1 f 2 g z 4 1
- = — = - = —
)] * n? n? 6

- n=1 n=1



