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1 Introduction
1.2 Deux types de problémes différentiels a résoudre

1.1 Probleme différentiel — Conditions initiales données pour une seule valeur t( de t, par exemple
— équation différentielle scalaire d’ordre 1 y(to) =vo0, ' (to) =¥o, --- y(n_l)(tO) = 3/(()”71)
dny _¢ (t y dy dn—1y> Probléme de conditions initiales ou de Cauchy
der P de? T dint — Conditions données pour des valeurs distinctes de la variable indépendante t,
ou f est la fonction second membre donnée par exemple :
= famille de solutions y(t) & n paramétres y(to) =yo, y(t) =y, ... » Ytn-1) = Yn_1

— ensemble de n conditions imposées N - - h . .
P Probléeme de conditions aux limites (non traité, sauf probléeme de tir).
=> choix d’ une solution dans la famille

MNCS 6 2019-2020 MNCS 7 2019-2020
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1 Introduction 1.3 Equations différentielles scalaires du 1" ordre

1.3 Equations différentielles scalaires du 1¢ ordre

Etudier d’abord les équations différentielles scalaires du premier ordre.
= famille de solutions y(t) & un paramétre ()

dy _

= condition initiale
dt

f(t, yt)) avec y(to) = yo

Les EDO d’'ordre supérieur se raménent a des systémes différentiels couplés du
premier ordre (EDO vectorielles du premier ordre).

8 2019-2020

1 Introduction 1.5 Méthodes de résolution numérique et notations

1.5 Méthodes de résolution numérique et notations

Résolution numérique approchée sur l'intervalle [to, to + L} de longueur L
Discrétisation par découpage de l'intervalle de longueur L selon un pas constant i

Echantillonnage de la solution aux instants t; = tg +%h pour 1 < ¢ < n.
Solution numérique : u; = approximation de y(¢;)
A partir de la condition initiale ug = y(to) imposée,
faire une boucle sur les abscisses t; pour calculer 'approximation w;41 a t;41
—» approximer ainsi de proche en proche la solution sur 'intervalle L.
=> accumulation des erreurs dans la boucle
A chaque pas de la boucle, pour calculer U;+1, ON peut s’appuyer :
— sur la derniére valeur calculée u; : méthodes a un pas

— sur plusieurs valeurs u;_(k > 0) antérieurement calculées :
méthodes a plusieurs pas (initialisation nécessaire par méthode a un pas)

10 2019-2020
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1.4 Unicité et probléme bien posé : conditions suffisantes

1.4 Unicité et probléme bien posé : conditions suffisantes

La condition de Lipschitz

|f(t,y2) — f(t, )] < K |y2 — 1]

assure l'unicité de la solution.

of

< K dans un domaine convexe = condition de Lipschitz vérifiée.

Les erreurs d’arrondi aménent a toujours résoudre un probléme perturbé.

Probléme bien posé si : le probléme faiblement perturbé (second membre ou

condition initiale) posséde une solution proche de celle du probléme original.

La condition de Lipschitz assure que le probléme est bien posé.

MNCS 9
EDO 1 Introduction
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1.5 Méthodes de résolution numérique et notations

Méthode a pas
constant

Découpage de
l'intervalle de
longueur L selon

un pas fixe
h=L/n.

u; = approximat.
de y(t;)

Unpas:
t; — tig1
Ui —> Uit1
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2 Méthodes a un pas
Constituent I'algorithme de base qui permet d’estimer la valeur de la solution a

linstant ¢,41 = t; + h, connaissant seulement u;, celle a ¢;.

La valeur a estimer peut étre approchée par un développement limité de Taylor :

d h2 A2y
3 = ti h— ti —_—
y(ti +h) = y(t) +hg () + 5

Ordre 1 de la méthode = plus grande puissance de / prise en compte dans

(t:) +

I'approximation.

— Somme des termes négligés = erreur de troncature locale < vt

déterministe, augmente si le pas i augmente et si 'ordre de la méthode diminue

— Précision finie des opérations sur les réels = erreur d’arrondi aléatoire

augmente lorsque les calculs se compliquent, en particulier si le pas h diminue.

Indépendamment du co(t (en temps de calcul) des opérations, et des cas ou la

fonction est tabulée, ne pas croire que diminuer le pas améliore toujours la

qualité du résultat : un compromis doit étre trouvé entre ces deux types d’erreurs.

MNCS 12
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Y A Méthode d’Euler

nécessite qu’une
seule évaluation
Ui .
de la fonction second
membre f par pas :

ki = f(ti,w)
facilement instable

%

Ui+1 — Uy
ti ti+1 t h

voir dérivée avant

MNCS 14
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2 Méthodes a un pas

2.1 Méthodes du premier ordre
2.1.1 Méthode d’Euler progressive (explicite)

Méthode du premier ordre d’intérét pédagogique, a éviter en pratique

2.1 Méthodes du premier ordre

Uit1 = Ui + hf(tl, U,‘,) ‘ (2)
Exemple : stabilité
d
d_zé — ¥ o solution analytique ¥ = yoe /™ = yp = yo(e V)"
.

Wit1 =u; — —u; = solution numérique wu, =yo (1 —h/7)"
7

Si T > 0, la solution exacte vérifie y(co) = 0,
Mais pour 'approximation, u,, — 0 <= |1 — h/7| <1 <= 0 < h < 27.
Condition de stabilité : h < 27 (pas h petit)
Mais, si h > 7, alors (1 — h/7) < 0 : alternance de signe de la solution w,.

2 Méthodes a un pas

2.1.2 Méthode d’Euler rétrograde (implicite)

‘ui—l-l =w; + hf(tig1, wit1) ‘ ©)

Méthode implicite : résolution itérative , plus difficile a mettre en ceuvre, sauf si la
forme de f(t,u) permet le calcul analytique de u;1 & partir de I'équation (3).
Avantage : meilleure stabilité que la méthode progressive explicite.

2019-2020

2.1 Méthodes du premier ordre

Exemple : stabilité

d
d—?Z =¥~ solution analytique 4 = yoe /T = yp = yo(e M/ T)"
.
Ui+1 = U — —Uj41 = solution numerique U;4+1 = m
T
w — Yo
@+

SiT >0, y(co) =0, etaussiu, — 0 V7 >0, Vh > 0 solution stable

2019-2020
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2 Méthodes a un pas 2.1 Méthodes du premier ordre

Mise en ceuvre de la méthode d’Euler rétrograde : résolution de I’équation
implicite par itération

‘Uz‘+1 =u; + hf(tivr, wit1) ‘

Itérer I'application g pour rechercher son point fixe

vy = g(v2) = u; + hf(ta2,v2)
Ce point fixe est la solution de I'équation implicite.

— Utilise plusieurs évaluations du second membre, sans calcul de ses dérivées.

— Tres peu d'itérations nécessaires

Initialisation par le prédicteur avec Euler progressif

to=t;+h
ky = f(ts,u;)
Vg = U; + hkl
16 2019-2020

2 Méthodes a un pas 2.2 Méthodes du deuxieéme ordre

2.2 Méthodes du deuxiéme ordre

Premiére idée : augmenter le nombre de termes du développement de Taylor :
rarement utilisé, car nécessite I'évaluation des dérivées partielles de f.
dy >y of ofdy af ,Of

Lo s = T+

de2 ~ ot oydt ot * oy ©)

Préférer utiliser plusieurs évaluations du second membre f en des points adaptés.

Centrer I'évaluation de la dérivée au point milieu t,, = (t; + t;+1)/2.

o) =) + 2 W+ ) fom) e
0 = tn) ~ 2 W0, 4 LY ) o)
Par différence, (approximation locale parabolique, voir aussi dérivée centrée a 2 termes)
i+ 1) = y(6) = B (t) + OGF)
18 2019-2020

EDO 2 Méthodes a un pas 2.1 Méthodes du premier ordre

Boucle pour recherche du point fixe de  g(v2) = vh = u; + hf(t2,v2)

ko = f(ta,v2)
vy = u; + hko
dvy = vh — vy
arrétsi  |dwa]? < o|vy|?

’02:1};

of

La fonction g est contractante si g'(v2) = h| -

<1

ce qui est vérifié si le pas est assez faible.

Rappel : la condition de Lipschitz est ‘c‘%‘ <K

Critére d’arrét : choisir « faible, mais @ > €.

MNCS 17 2019-2020
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2.2.1 Méthode du point milieu

Nécessite I'évaluation du second membre f en 2 points :
en (t;,u;) etau milieu (t; 11 /0 = t; + h/2, u;41/2) d'un pas (hors grille).

h h
Uit = U; + hf <ti 4F 50 i I Qf(ti,ui)>

k= f(ts, us) (8a)
. h h
(Wit1/2 calculé via Euler) ko = f(t; + 50 Ui + kq 5) (8b)
Uip1 = U; + hks (8c)
MNCS 19 2019-2020
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2.2.2 Méthode d’Euler modifiée

y ) En appliquant 7a et 7b a la dérivée et en faisant la somme, on peut remplacer la
dérivée au milieu par la moyenne des dérivées aux extrémités de l'intervalle
Uipl [~ ~ "y~~~ ———————— -~ Méthode du (voir méthode de quadrature dite des trapézes) :
k2 . .
| point milieu dy dy dy 2
—=(t;) + —=(tix1) = 2—=(t;,) + O(h
kah k Methode explicite D’oli une approximation n'utilisant pas la valeur de f au point milieu t,, :
I qui nécessite deux h
I . —
<l | évaluations du second Uir1 = Uj + 5 f(tiswi) + f(tig1, wig1)]
E !
Ui - = = F ! : : membre par pas dont De nouveau, méthode a priori implicite, plus stable, mais plus lourde.
: | | une hors grille. = Contournement du probléme en utilisant 'approximation d’Euler explicite (voir 2)
| | ! . .
our évaluer u;4 1 intervenant dans f.
t; ti +h/2 tir ¢ P i+1 !
h
it = ui + 3 [f (G wi) + f(tier, wi + hf(t, w))]
MNCS 20 2019-2020 MNCS 21 2019-2020
EDO 2 Méthodes a un pas 2.2 Méthodes du deuxieme ordre EDO 2 Méthodes a un pas 2.2 Méthodes du deuxieme ordre

Bilan : méthode de type prédicteur-correcteur équivalent a
— un demi-pas avec la pente initiale /1

— et un demi-pas avec la pente k5 du point prédit par Euler progressif.
P pente frz du point preditp preg Méthode d’Euler

modifiée
k?l = f(ti, Uz) (9a) i o .
Méthode explicite qui
k2 = f(tiv1, ui +kih) (9b) | nécessite deux éva-
|
h | ! . .
Uipr = u; + 3 [k1 + ko] (9¢) | : luations de la fonction
| | | par pas en des points
|
Remarques | | | de la grille.
1
— deuxiéme ordre comme point milieu mais sans évaluation hors grille t; t;+h/2 tit1 t

— la résolution de I'équation implicite peut se faire en itérant la correction jusqu’a

ce gu’elle devienne négligeable.

MNCS 22 2019-2020 MNCS 23 2019-2020
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2 Méthodes a un pas 2.3 Méthodes de Runge Kutta

2.2.3 Méthode de Heun

k‘l = f(ti, ul) (103)
2 2
]472 = f(tz + §h7 U; + glx]h) (10b)
h
Uir1 = U; + 1 [k1 + 3ks) (10c)

2.3 Méthodes de Runge Kutta

Plus généralement, avec 7 évaluations de f, on peut atteindre une méthode d’ordre
r sir < 4. Pour atteindre I'ordre 5, six évaluations sont nécessaires.

= la méthode de Runge Kutta d’ordre 4 est trés utilisée.

Les méthodes de Runge-Kutta sont stables.

24 2019-2020

2 Méthodes a un pas 2.3 Méthodes de Runge Kutta

2.3.2 Méthode de Runge Kutta d’ordre 4

ky = f(t;, ui) (12a)
h h
kQZf(ti+§7 Ui+/<?1§) (12b)
h h
kig—f(t,—}—*, ui—l—/{’g*) (12c)
2 2
ky = f(t, +h, u; + kgh) (12d)
h
Uir1 = Ui + (k?], + 2ko + 2ks + k4)g (12e)
26 2019-2020
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2 Méthodes a un pas

2.3.1 Méthode de Runge Kutta d’ordre 3

ki = f(ti,ul) (11a)
h h
]ﬂ72=f(fi+§, Ui+k’1§) (11b)
ks = f(tz + h, u; + (2]432 — kl)h) (11¢)
h
uH_l:ui—l—(k‘l +4k2+k3)8 (11d)
25

2 Méthodes a un pas

2.4 Erreur absolue en fonction du pas et de I'ordre

nombre de pas = L/h == erreur globale ~ erreur locale x L/h

TABLE 1 — Erreur de troncature seule

Méthode | ordre | erreur locale | erreur globale
Euler explicite 1 o h? x h
Point milieu — Euler modifiée 2 o« h3 x h?
Runge-Kutta 3 3 o« ht x h3
Runge-Kutta4 | 4 o« h? x ht

Erreur d’arrondi locale indépendante de h = erreur d’arrondi globale o< 1/h

27
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d
2.5 Exemple de I’équation logistique d—?z

FIGURE 1 — Solution analytique de I'équation logistique pour to = 0, y(tg) =

2.0

15

logistique
-
o

0.5

2 Méthodes a un pas

sol_exacte_logistique

2.5 Exemple de I'équation logistique

y(1—y/2)

[ 0.0e+00, 2.0e+01] h= 2.00e-02 y0=1.00e-01 n= 1001
T T T

0.0

I

a=1letk =2.

Erreur = Exact -Estimé

2 Méthodes a un pas

10
temps

28

15

fichier rk4.dat ordre 4 erreur max 0.954E-06 position de I'err max 0.190E+01

=

——
=]

2 4 . 6
exact - estimé

10 12
temps

20

0.1,

2019-2020

2.5 Exemple de I'équation logistique

FIGURE 3 — Erreur dans lintégration de I'équation logistigue avec Runge Kutta

30

et on retrouve les niveaux de quantification des réels sur 32 bits.

d’ordre 4 pour h = 0, 02. Lallure bruitée est caractéristique de I'erreur d’arrondi

2019-2020
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FIGURE 2 — Erreur dans l'intégration de I'’équation logistique avec la méthode d’Euler

2 Méthodes a un pas

fichier euler.dat ordre 1 erreur max 0.830E-02 position de I'err max 0.296E+01

|
o
o ¢
S g
L
L

Erreur = Estimé - Exact
5
(=]
o
L
P

|
\/

A4

4
estimé - exact

tem

ps

2.5 Exemple de I'équation logistique

pour h = 0, 02. Lallure réguliére montre que 'erreur de troncature domine.

Erreur de troncature locale liée a la courbure de la solution

2 Méthodes a un pas

29
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2.5 Exemple de I'équation logistique

2.5.1 Exemple d’erreur totale maximale en simple précision (32 bits)
Valeur absolue de I'erreur absolue pour y’= y(1-y/2) sur [0,20] y(0)=0.1 simple précision
10! ———————
euler sp ——
milieu sp -~
rk3 sp ---x--- /
10" L rkdsp o | pente-+1
1072 // l\
% / pente +2>/ x
£ 1073
% pente -1 " :
2 107 TS . pente +'.;"' =
5 - M
\ﬂ\ 4)(',
107° s :
a
T, ente +4
10 - p
il
1077
107 107 1072 107! 10°
pas
31
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2 Méthodes a un pas 2.5 Exemple de I'équation logistique

2.5.2 Exemple d’erreur totale maximale en double précision (64 bits)

Erreur absolue y’= y(1-y/2) sur [0,20] y(0)=0.1 double précision

10°
1072 . TR
pente +1 — I
/ e - - -
-4 / P . b
1077 [ At s -
e &
- y - - . ~ .
o 10°6 pente +2 o . a
© ..o -
E e e
% Pt s
g 408 o = o
5 nd pente +3 _s L
[ o A
@ 10710 et
_ & -
1072 o pente-+4-.4"
- A7
10714 s = eulerdp —— |
milieudp ---e-- -
rk3dp 4
rkddp -~
107 4 3 2 1 ()
10™ 10™ 10™ 10™ 10
pas
32 2019-2020

3 Méthodes a plusieurs pas
3 Meéthodes a plusieurs pas

3.1 Méthodes d’Adams

Principe : les erreurs augmentent avec l'intégration, les points les plus proches de
la valeur initiale ont tendance & étre plus fiables. Pour calculer w;41, on peut
s’appuyer non seulement sur la derniére valeur estimée u;, mais sur les m précédentes.

— si le calcul invoque la pente au point recherché f(tiH, uiH), la méthode est

implicite (voir2.1.2) : ADAMS-MOULTON
— sinon elle est explicite : ADAMS-BASHFORTH .

Dans les deux cas, il faut initialiser le calcul par une méthode a un pas sur les m

premiers points.

Le calcul réutilise les évaluations antérieures du second membre.

= stocker ces valeurs pour économiser les calculs

34 2019-2020
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2 Méthodes a un pas 2.5 Exemple de I'équation logistique

2.5.3 Comparaison des erreurs maximales simple/double précision

Erreur absolue y’= y(1-y/2) sur [0,20] y(0)=0.1 simple/double précision

100 T
-2
10 e
— —
[ . ——
10_4 “"I-—_.___r.»’."
) 1078
]
E
3
g 108 g
= .
3
e -
5 10710 ol
_ & -
10-12 2 ‘ eulersp —— ||
oz milieu sp
s o rk3 Sp --- -
- rkd sp B
10 o ke euler dp u
milieudp ---e-- -
rk3dp —4-
rkddp -~
107° 4 3 2 1 0
10™ 10™ 10™ 10™ 10
pas
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3 Méthodes a plusieurs pas 3.1 Méthodes d’Adams

3.1.1 Adams Bashforth : explicite, pas de terme en f(t; 1, u; 1)

Adams-Bashforth utilise m points a gauche de ¢;41 :

m m
Ujp1 = U; + 5hzajf(ti—j+17ui—j+1) avec BZ%‘ =1

j=1 j=1
méthode d’ordre m, mais une seule nouvelle évaluation du second membre a
chaque pas

m| B o1 o2 a3 o
1 1 1

21 1/2 3 -1
3

4

1/12 23 —16 5
1/24 55

=59 37 -9
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3 Méthodes a plusieurs pas 3.1 Méthodes d’Adams EDO

Exemple : Adams-Bashforth a deux pas

Y A

Uj41

Usg

Uj—1

Uip1 = U; + g [3f(ts,ui) — f(ti—1,ui1)]

Adams-Bashforth a
deux pas

Méthode

d’ordre deux mais

explicite

seulement une éva-
luation nouvelle du

second membre a

chaque pas

= mémoriser les

seconds membres.

36 2019-2020 MNCS
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3.1.3 Comparaison méthodes a un pas et Adams explicite

Erreur absolue y’= y(1-y/2) sur [0,20] y(0)=0.1 simple précision

10°

10—1 L

T
eulersp ——
milieu sp
rk3sp ---
rkd sp

\

adams-bashforth2 sp
adams-bashforth3 sp ---*---
adams-bashforth4 s =]

/

1072

1073

107

erreur maximale

1075

1078

1077
107

1073

1072

pas
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3 Méthodes a plusieurs pas 3.1 Méthodes d’Adams

3.1.2 Adams Moulton : implicite, terme en f(¢;1,u;11)

Adams-Moulton utilise m + 1 points dont ¢;41 donc implicite :

m m
Uip1 = u; + thajf(tifj+lauifj+l) avec ﬁzaj =1

=0 =0

méthode d’ordre m + 1 (nombre d’évaluations du second membre)

m B Qo a1 Q2 O3
0 1 1

1112 1 1

2 11/12 5 8 -1
311/24 9 19 -5 1

Eviter les difficultés de I'implicite en utilisant un prédicteur explicite de Uit1,

injecté ensuite dans I'expression d’Adams-Moulton vue comme correcteur .

37 2019-2020

3 Méthodes a plusieurs pas 3.1 Méthodes d’Adams

3.1.4 Méthodes de prédicteur correcteur

Principe : bénéficier des qualités d’une méthode implicite mais I'appliquer a une

estimation obtenue par une méthode explicite du méme ordre (voir Euler modifiée).

— prédiction de u;41 par une méthode explicite

— correction de u;41 par une formule implicite ou f(¢;41,y(t;+1)) a été
approximé par la prédiction f(¢;41, w;11)-

Exemple : méthode d’Euler modifiée

Une itération de la partie correction est possible.

Lordre est celui du correcteur, mais la stabilité dépend plus du prédicteur.

Ces méthodes permettent d’estimer I’erreur de troncature a partir de la différence
entre prédicteur et correcteur —> adaptation du pas
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3.2 Méthodes adaptatives

Principe : ajuster le pas localement pour obtenir une précision imposée.

Estimer I'erreur de troncature par I'écart entre deux solutions numériques :

t‘ — Uy
y(tiz1) — uip1 B

3.2 Méthodes adaptatives

u;, d’ordre 1 n; = i (13a)
t; 1) — ’LL*
uf, d'ordre . 4 1 0t = yltiny) = Uiy )h Lo gt (13b)
UL, — U
or h<1 donc n; R~ %M o h™ (13c)
Modification du pas d’un facteur ¢
qTL
ni(hg) ~ q¢"ni(h) ~ E(Uﬂl — Uit1) (14)
Pour obtenir une précision globale Ay = LJ, imposer localement :
ni(hq)| = 6 (15)
MNCS 40 2019-2020
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3.3 Méthodes d’extrapolation de Gragg

3.3.1 Principe de I’extrapolation
to h to+ L
I I I I I
| | o, | !
h/p>
e
k=2
h/ps
o
k=3

pas fin : h/py,,

I|
| IIIIIIIIIl
Dk,, Pas k=kn

MNCS 42

Subdivisions successives

Découpage de l'intervalle de pas
grossier h en sous-intervalles
de pas fin h, = h/py, de plus
en plus petits.

Développement polynomial de
I'erreur de troncature en fonction
du pas pour extrapoler au pas nul
(h — 0).

2019-2020

EDO 3 Méthodes a plusieurs pas 3.2 Méthodes adaptatives

d’ou le facteur ¢ a appliquer au pas :

hé 1/n
o= (5
Uiy — Uit

— Siq < 1, refuser u; 41 et diminuer le pas

(16)

— Siq > 1, accepter u;4; et augmenter le prochain pas

/\ En pratique, limiter le pas a un intervalle raisonnable et éviter des variations brutales.

On suppose ici que le pas choisi permet de négliger I'erreur d’arrondi.

3.2.1 Exemple : méthode de Runge Kutta Fehlberg

Une méthode de Runge Kutta d’ordre 5 (6 évaluations de f)
permet de contrbler la précision obtenue par un Runge Kutta d’ordre 4
utilisant les évaluations de f aux mémes points que celle d’ordre 5

(les poids ne sont pas ceux de la méthode d’ordre 4 classique).

MNCS 41 2019-2020

EDO 3 Méthodes a plusieurs pas 3.3 Méthodes d’extrapolation de Gragg

Exemple de la méthode d’Euler : I'erreur de troncature globale sur un pas
grossier h est du premier ordre en fonction du pas fin i /py.
Par exemple, pour les subdivisions p; et pa :

h h\ 2
t+h)=nn+a | —)+a|l— ) +--
v+ h) = o 1<p1> 2(?1)

h b’
yt+h)=veo+ay | — ) +as | — ) +---
p2 P2

Combinaison linéaire de ces deux estimateurs v et vo
=> éliminer le terme d’ordre 1 de I'erreur (a7 inconnu)
= nouvel estimateur wo o d’ordre 2 tel que :

h 2
y(t+h) =ws 2+ by <1> + -
P2
(p2/p1)w2,1 — W11
p2/p1 —1

Wa,1 — Wi 1
p2/p1 — 1

=wz 1+

Wo 2 = i (19)
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3 Méthodes a plusieurs pas 3.3 Méthodes d’extrapolation de Gragg EDO

Autre exemple avec la méthode du point milieu :

— lerreur de troncature globale sur h est d’ordre 2 en fonction du pas h/pk ;
— pas de termes d’ordre impair dans le développement de l'erreur.

Combinaison linéaire de deux estimateurs avec des pas fins différents :
=> élimination du terme d’ordre 2 de I'erreur de troncature
=> erreur de troncature d’ordre 4

Itérer le processus avec une suite de subdivisions et de combinaisons linéaires
d’estimateurs pour augmenter I'ordre de I'erreur de troncature.

Mais amélioration limitée par I'erreur d’arrondi...

Lécart wi 41,541 — Wk, donne une estimation de I'erreur de troncature si on
retient la solution wg . En ajustant, pour chaque intervalle de largeur h, le nombre
k. de subdivisions pour respecter une erreur absolue imposée, on obtient une

version adaptative de la méthode de Gragg.
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4 Les EDO du premier ordre en pratique

4.1 Echelles de temps et problémes raides

Ne pas oublier que chaque probléme différentiel posséde une ou plusieurs échelles
de temps propres (périodes ou pseudo-périodes, constantes de temps).

La solution ne peut étre représentée correctement qu’avec un pas assez inférieur
au plus petit de ces temps propres.

Cette analyse impose donc une valeur maximale pour le pas.

Certains problemes différentiels qualifiés de raides comportent des échelles de
temps trés différentes : leur intégration numérique s’avere délicate et colteuse (pas
faible pour respecter le temps court, mais nombreux pour accéder au temps long).
Il existe des méthodes spécifiques des EDO raides qui ne sont pas présentées ici.
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3.3.2 Comparaison méthodes a un pas et extrapolation de Gragg

Erreur absolue y’= y(1-y/2) sur [0,20] y(0)=0.1 simple précision

10°
euler sp ——
milieu sp
rk3 sp ---x--- /
-1 L rk4 sp -8
10 mil-mod sp /
gragg2-4sp - -o-
ragg2-8sp - - /
1072 /
2 /
T 3 X
£ 10
= [
é L\‘\‘ /
5 E\N/ x
210 T = -
a—) 1 B /
| >4 /
- . /
-5 o
10
] a 4
... /
107 gt g
i ~e”
-7
10
1074 1073 1072 107 10°
pas
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4.2 Validation des résultats

Validation via une solution analytique d’un probléme simplifié

Lorsqu’une solution analytique est disponible (par exemple pour certaines valeurs
de parameétres qui permettent de simplifier 'EDO), sa comparaison avec la solution
numérique permet de tester la méthode. Le calcul de I'erreur dans le domaine ou la
troncature domine permet d’extrapoler I'effet d’'un changement de pas connaissant
I'ordre de la méthode.

Validation sans solution analytique

Dans le cas ou aucune solution analytique de référence n’est disponible, la
validation s’appuie sur les mémes outils que les méthodes adaptatives :

— diminution du pas (division par 2)
— augmentation de 'ordre de la méthode
— extrapolation de Gragg

— calcul d’invariants (énergie par exemple)
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4.3 Structure des programmes de résolution d’EDO du 1¢' ordre

. . ) . 5 Systémes d’équations différentielles du 1¢" ordre
1. un algorithme de base (appliquant une méthode d’'ordre 1,2,3ou 4 a la

fonction second membre f passée en argument) permettant d’avancer d’un

pas dans 'intégration de I'équation différentielle 5.1 Extension des méthodes scalaires explicites aux vecteurs

2. éventuellement une procédure qui choisit le pas le plus grand possible Systéme de n équations différentielles couplées du considérer les
compatible avec la précision attendue et contrdle la progression de l'intégration premier ordre associées a n conditions initiales vecteurs y et f .
(elle pourrait comporter un algorithme adaptatif)

3. un programme d’interface avec I'utilisateur qui choisit la méthode, le second dy; f
membre, lit les paramétres (conditions initiales par ex.), déclenche et arréte la dt = h (t’ Y ¥z, .- y") s !
boucle d’intégration et stocke les résultats. dys Y2 ot f

dt = f2(t7 ylay%'-'ayn)

4. un module comportant les fonctions seconds membres de 'équation T

différentielle et les éventuelles solutions analytiques exactes ou approchées d,;J. o Un fn
n n

5. un module d'utilitaires notamment pour écrire les résultats dans un fichier pour dt Fa(t, Y1,z yn)

visualisation ultérieure.
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EDO 5 Systémes d’EDO du 1" ordre 5.1 Méthodes scalaires explicites EDO 5 Systémes d’EDO du 1" ordre 5.1 Méthodes scalaires explicites
Les méthodes explicites de résolution des équations différentielles scalaires du avant de calculer...
premier ordre s’appliquent aux systémes.
dy =, _ Etape 2 : vecteur des pentes au point milieu prédit
P £(t,y) R .
. ko= f(t1 +h/2, y1 + kih/2)
A chaque étape, effectuer les calculs sur chaque composante
avant de passer a I'étape suivante : exemple avec point milieu kon = fi(ti+h/2, Y11+ /<?1,1h/2, Y12 + ]{:172}1/27 e Yt F kl,nh/2)
. koo = falti +1h/2, yi1+ki1h/2, yi2+ ki2h/2, ..., yi o+ k1 nh/2)
Etape 1 : vecteur des pentes au bord gauche de I'intervalle
ki = £ (t1, y1) ko = fulti+h/2, y11+k10h/2, yr12+ k120/2, .., yin + k1.0h/2)
kip = filty, yi1, y12, -5 Yim)
k12 = falts, y11: 1,2, -5 Y1) ) ]
Etape 3 : vecteur résultat au bord droit de I'intervalle
Ui =u +hky
kly" = fn(tla Y11, Y1,2y -+, yl,n) o+l i 2
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EDO 5 Systémes d’EDO du 1er ordre 5.2 Equations de Lotka-Volterra

5.2 Exemple de systéme non-linéaire couplé du premier ordre :
équations de Lotka-Volterra

Deux populations en conflit : modeéle proies (y1) — prédateurs (y2)
a] = 1/71 = taux de croissance de ¥ (proies) en I'absence de v (prédateurs)
ag = 1/72 = taux de décroissance de 1> (prédateurs) en I'absence de y; (proies)

Termes de couplage non-linéaires en 1> (rencontre des 2 espéces)

a . . .
k—yg = taux de destruction des proies par les prédateurs
2
a2 . . - .
k—yl = taux de croissance des prédateurs au détriment des proies
1
dyy Y2
— =tayn |1-— (20a)
dt ko
dy> Y1
— = —azyz | 1 - = (20b)
dt k1
Solutions périodiques
MNCS 52 2019-2020
EDO 5 Systemes d’EDO du 1" ordre 5.2 Equations de Lotka-Volterra
Résolution numérique de Lotka-Volterra: k1 = ko = 1,01 = 1,a5 =0,2,h =0,1
Echelles linéaires
Lotka Volterra valeurs initiales : proies(0) = 10 prédateurs(0) = 1 Lotka Volterra valeurs initiales : proies(0) = 10 prédateurs(0) = 1
pas = 0,1 ordre de la méthode : 1 pas = 0,1 ordre de la méthode : 4
20 — 20 —
proies - proies e
prédateurs prédateurs
15 15
10 : 10
oL oL £
0 40 80 100 0 20 40
temps temps
Méthode d’Euler progressive : Méthode de Runge Kutta d’ordre 4 :
Les solutions divergent Cycle stable
MNCS 54 2019-2020

5.2 Equations de Lotka-Volterra

EDO 5 Systémes d’EDO du 1er ordre
Lotka-Volterra : cycle dans le plan de phase
En éliminant le temps, on obtient un invariant , donc des solutions périodiques :
dys _ _a2y2 1-w/ki | e e —arya/ka—azni /b _ ge
d 1=k Y1792
Y ai1y1 Y2/ k2
Tangentes horizontales pour y; = k1 (ou y2 = 0) : équilibre des prédateurs
Tangentes verticales pour yo = ko (ou 1 = 0) : équilibre des proies
ki=kx=10a1=10a2=0,2
Plan de phase de Lotka Volterra Plan de phase de Lotka Volterra
valeurs initiales : proies(0) = 10 prédateurs(0) = 1 valeurs initiales : proies(0) = 10 prédateurs(0) = 1
pas = 0,1 ordre de la méthode : 1 pas = 0,1 ordre de la méthode : 4
8.0 — — 8.0 — —
prédateurs= f(proies) prédateurs= f(proies)
7.0 7.0
60 [ 6.0
o 50 o 50
§ 4.0 f-\ § 0
g 3.0 (—\ s 3.0
2.0 2.0
1.0 \ 1.0
0.0 0.0
L] 5 10 15 20 L] 5 10 15 20
proies proies
Méthode d’Euler : non périodique Runge Kutta d’ordre 4 : cycle correct
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EDO 5 Systemes d’'EDO du 1" ordre 5.2 Equations de Lotka-Volterra
Résolution numérique de Lotka-Volterra: k1 = ko = 1,a1 = letay =0, 2.
Echelle log en ordonnée
Lotka Volterra valeurs initiales : proies(0) = 10 prédateurs(0) = 1 Lotka Volterra valeurs initiales : proies(0) = 10 prédateurs(0) = 1
pas = 0,1 ordre de la méthode : 1 pas = 0,1 ordre de la méthode : 4
102 - 102 "
proies - proies -
d prédateurs 3 9 -, _prédaleurs
100 f 10° [ o fi
1072 1072
g g
2 S
5 10 5 10
1078 1078
10°® 1078
10_10 & 10—10
0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100
temps temps

Méthode d’Euler progressive : divergente

Pente avec peu de proies :

Pente avec peu de prédateurs :

MNCS

Méthode de Runge Kutta d’ordre 4 : stable
Inys
dtd1
n
Tyl ~ 1/7; d’ou facteur 100 sur durée de 4,6 = 4,674

~ —1/7 d'oii facteur e =% ~ 1/54 sur une durée de 20 = 475.
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5 Systémes d’EDO du 1er ordre 5.2 Equations de Lotka-Volterra

Changement de variables : passage au logarithme des populations

En normalisant les populations par leur valeurs a I'équilibre et en prenant le
logarithme, on introduit les variables z; = In(y; /k1) et 2o = In(y2/k2).
Le systeme différentiel prend alors la forme séparable :

den  _ 1 o .

& (1 —exp(z2)) (1)
de 1

TR (1 —exp(z1)) (22)

ou la dérivée de z1 ne dépend que de z» et réciproquement.

Le systéme transformé posséde un invariant A
A(z1,29) = 711 (exp(z1) — 21) + T2 (exp(z2) — 22) (23)

qui ne dépend donc que des conditions initiales. Il est constant sur une orbite
(trajectoire fermée) dans le plan de phase.
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6 Equations différentielles d’ordre supérieur

dny B dy dn—ly
dn _f<t’ Yoar o @t

Une EDO scalaire d’'ordre 1 se raméne a un systéme de n équations différentielles

du premier ordre couplées en posant :

Y1 Y Y1 Y2
Y2 Y Ya Ys
= — =
Yn y(n—l) y7/1 f (ta Y1,Y2,--- 7yn)
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5 Systémes d’EDO du 1" ordre 5.2 Equations de Lotka-Volterra

Exemple de résolution avec Euler progressive :

Etu.jal | Lotka-Voltera: LV-euler_h0.05_50.dat | dt= 0.05, z1(0)= 2, z2(0)= -0.2

=

—— Diagramme de Phase

Composante Z2(t)

iy s 2
Composante Z1(t)

La trajectoire de la solution coupe des iso-A. Elle ne respecte pas l'invariant.
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6.1 Exemple

Systéme linéaire du second ordre avec excitation h(t)

d?y y
Poser
Y1 yll Y2
= = =
Yo y' Yo ay + byr + h(t)

Condition initiale vectorielle : position y(%o) et vitesse 3’ (¢o)

Remarque Systeme différentiel d’ordre p de dimension n
= systéme différentiel couplé du premier ordre a np dimensions.
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6 Equations différentielles d’ordre supérieur 6.2 Exemple d’EDO d'ordre 2 : le pendule

6.2 Exemple d’EDO d’ordre 2 : le pendule

Pendule non linéaire (y = position angulaire)

d?y l
—= = —k%sin ou k?=g/l 24
e (y) g/ (24)
Y
Pendule linéarisé (cas des petites amplitudes) :  sin(y) ~ y mg
d?y
— = 2 25
a2 Y (25)
I'équation linéarisée admet une solution analytique en A cos(kt) + B sin(kt).
Exprimer cette EDO non linéaire du second ordre sous la forme d’'un systéme
différentiel couplé de dimension 2 mais du premier ordre.
Y1 y v Y2
Yo ’ Ya —k*sin(y1)
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6 Equations différentielles d’ordre supérieur 6.2 Exemple d’EDO d’ordre 2 : le pendule

Comparaisons non-linéaire (Runge-Kutta 4)-analytique linéarisé : y(t)

‘‘‘‘‘‘‘‘

s R I AN
el ST
R RIRATRI T ERURVAAIRLEAN N
SR RRIAR R IR RV TR

i ———oims
ineaire temps T neare tomps

a = 1 périodique non sinusoidal

9. nt-202

=
—
——
—
\

\

1 A
\J

1 15 20 2 5 40 45 5 1 15 20 2 3% 40 4
——oaims [ ]
neaire temps —— neare tomps

a = 1.98 périodique non sinusoidal ~ , a = 2.02 apériodique 2019-2020
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6 Equations différentielles d’ordre supérieur 6.2 Exemple d’EDO d'ordre 2 : le pendule

Résolution systéme non-linéaire, avec le vecteur des valeurs initiales :

y1(0) y(0)

)  \ZLoy=a)

position angulaire

vitesse angulaire
Energie mécanique conservée (aprés division par mlz) :

1 /dy\?
5 ((:1?) + k:2(1 — cosy) = constante

Cas ot y(0) = 0 (départ en position d’équilibre stable)

1 (dy 2 1 (dy 2
= k(1 — =—(=2(0
2<dt> + k(1= cosy) 2(dt()
Vitesse angulaire minimale pour y = 7 (position d’équilibre instable si atteinte).

dy
Sia = TI{ (0) > 2k (seuil) = la vitesse angulaire ne s’annule pas (apériodique).
dt

Etude de la transition périodique—apériodique selon a dans le cas ol k = 1
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Comparaisons non-linéaire (RK 4)-analytique linéarisé : plan de phase 3/’ ()
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Comparalsons non- Ilnealre (Euler)-analytique linéarisé y (¢ )

S0o00000:00 2 Geononde-o1

N

I

i

|
i
I

a = 1.98 apériodique selon Euler!

1 15

T oaims

20 2

tomps

5

4

P

s

Stabilité a long terme avec Euler progressive et rétrograde

Pendule linéarisé sans frottement représenté dans I'espace des phases :

comportement a long terme d’'un systéme non dissipatif

Méme méthode sur les 2 composantes (position et vitesse) h = 0.025

vitesse

FIGURE 4 — Euler

in-Euler-esp-phases
(000400, 5.06+01) h="5 50603 yOIO1-0 60600 0l11=1.008400 n= 2001

-3

-2

-1

0
position

stable, amplification

1

2

progressive

:in-

6.2 Exemple d’EDO d'ordre 2 : le pendule EDO
1
. . f\
AL LA
v LU E VL
ERURVAIANTTEN
R BUALRYATN
v v
a=1
a=2.02
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6 Equations différentielles d’ordre supérieur 6.2 Exemple d’EDO d'ordre 2 : le pendule EDO
1 000400, 5.06+01 B3 506105 YOIO1-6/00¢ 08 ¥o11=1.00e400 n= 2001
2
1
% 0
-1
-2
FIGURE 5 — Euler rétrograde : stable,
contraction
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6 Equations différentielles d’ordre supérieur

Comparaisons non- I|nea|re (Euler)—analytique linéarisé : plan de phase Y (y)

landaptassponue mtn. o 1 viosoang
50000000 a
o5 5c00aoanes00 1 50300008100

70’ ,,s\g;":ée 0.1 l(:i 0.1 02 03 "ez:lé:e 0.5 l[:0 05 1.0 15
a=0.2 a=1

; ;/ o]

L 0 {r

gfo M ] go l

. AL o]

AN AR B

. IV / ;
a = 1.98 apériodique selon Euler! a= 2.02

6 Equations différentielles d’ordre supérieur

Méthode d’Euler symplectique Méthodes progressives et méthodes rétrogrades
présentent chacune des inconvénients antagonistes : dans le cas d’un systéme a
deux composantes, on peut espérer les compenser en appliquant une méthode

progressive sur z1 et rétrograde sur zo.

z1(t + h) :zl(t)+hd;1 (t, z1(t), 22(1)) (26)
ot +h) == ()+hd22(t+h A+ h), [BEFR]) @)

Dans le cas d’un systéme séparable , la méthode rétrograde ne nécessite plus

d'itération car dd? ne dépend pas de 2 et 21(t + h) a été calculé avant.
dz
2(t+h)=z(t) + h—l(, (1)) (28)
dZQ
20(t+h) = 22(t) + h——(t + h, z1(t +h)) (29)

dt
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EDO 6 Equations différentielles d’ordre supérieur 6.2 Exemple d’EDO d'ordre 2 : le pendule EDO 7 Implémentation vectorielle

Exemple de méthode symplectique : alternance des méthodes progressive et

rétrograde entre position et vitesse 7 Mise en ceuvre vectorielle des méthodes a un pas

penduiin-Eulrborck.espphases penduiin-Eulrgacksoresp phases :
1 0.00+00, 500013 he 2 306,02 Y[0}=0 00250 y0l11=1.00e+00 n= 2001 1 000400, 500011 he 3 506,02 YO01=0/00e 100 yol11=1 00e+00 n= 2001 ntroduction
15 15 -

— Les méthodes d'intégration doivent fonctionner quelle que soit la taille p des

vecteurs qui représentent la solution y et le second membre f de 'EDO.

— Il en est de méme pour l'interface formelle de la fonction second membre en

vitesse
R
N
|

fortran ou le pointeur de fonction second membre en C.

— C’est le programme principal qui fixera cette taille.

TS0 -is -io -5 00 o5 1o 15 20 220 -15 -10 05 00 05 1o 15 20 Il devra donc choisir un second membre de la méme dimension.

— Les tailles des tableaux des seconds membres effectifs seront héritées du

FIGURE 6 — Euler mixte FIGURE 7 — Euler mixte programme principal et non déclarées explicitement.
— progressive sur position, — rétrograde sur position, Mais seules les p composantes effectives de f (2 pour le pendule : dérivée et
. . . . dérivée seconde) seront calculées & partir des p composantes de y .
— rétrograde sur vitesse. — progressive sur vitesse.
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EDO 7 Implémentation vectorielle 7.2 En fortran (norme 2003) EDO 7 Implémentation vectorielle 7.2 En fortran (norme 2003)
7.2 En fortran (norme 2003) 2. chacune des méthodes a un pas (Euler, point milieu et Runge Kutta) :

Utiliser des fonctions a argument tableau de rang 1 les pentes locales k; seront des tableaux locaux, par exemple automatiques.

d’étendue p déterminée a I'exécution (nombre p d’EDO scalaires d’ordre 1)

et a résultat tableau de méme étendue que y pour : FUNCTION u2_rkd(ul, t1, h, f)

1. le second membre de I'équation différentielle : USE abstrait ! ou est définie l’interface abstraite fty
MODULE abstrait REAL, DIMENSION(:), INTENT(IN) :: ul ! valeur initiale
ABSTRACT INTERFACE ! de la fct générique IInd mb de 1’EDO REAL, INTENT(IN) :: tl ! instant initial
FUNCTION fty(t, y) ! dy/dt REAL, INTENT(IN) :: h ! pas
REAL, DIMENSION(:),INTENT(in) :: y ! variable vecteur PROCEDURE (fty) :: £ ! déclaration de l’interface de f
REAL, INTENT(in) :: t REAL, DIMENSION(SIZE(ul)) :: u2_rk4 ! valeur estimée a tl+h
REAL, DIMENSION (SIZE(y)) :: fty ! vecteur résultat ! variables locales de méme étendue que ul
END FUNCTION fty REAL, DIMENSION(SIZE(ul)) :: k1, k2, k3, k4 ! pentes locales

END INTERFACE
END MODULE abstrait

— u2_rk4 = ul +
Létendue p du vecteur résultat f effectif sera donc fixée par le programme END FUNCTION u2_rk4

principal via y et non par la fonction second membre.
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3. Dans le programme principal (et dans la procédure d’écriture sur fichier), les

solutions vectorielles (analytique et par intégration) sont représentées par des
tableaux 2D alloués dynamiquement (1 instants, p composantes).

Les étendues n et p sont donc choisies a I'exécution, sachant que p doit étre
correspondre au nombre effectif de composantes du second membre étudié.

Mais la dimension temporelle n'est pas « vue » par les méthodes : elles
travaillent sur des vecteurs (d’étendue p) dans un intervalle [ti, ti+1}, a1 fixé.
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7 Implémentation vectorielle 7.3 En C89 avec des tableaux dynamiques EDO

. pour chacune des méthodes a un pas (Euler, point milieu et Runge Kutta) les

pentes locales IZ seront des tableaux alloués et libérés localement, car leur
nombre dépend de la méthode ; en revanche, le résultat ﬁi+1 qui est aussi
vectoriel sera passé en argument (sous forme pointeur plus nombre
d’éléments), son allocation et libération prises en charge par I'appelant.

void u2_milieu(int p, float *ul, float tl, float h,

float* (*» ptr_f) (float, floatx, int),
float * u2){

/* permettant d’avancer d’un pas en temps*/

float xkl = NULL; /* vecteur pente */

float xk2 = NULL; /* vecteur pente */

float *ul2 = NULL; /* vecteur intermédiaire x*/

k1l = (xptr_f£f) (tl, ul, p); /* allocation par la fct IInd membre x*/
ul2 = floatld (p); /* allocation locale */

/* ... */

floatld_ libere (k1) ; /+ libération des vecteurs des pentes #*/

/* ... %/
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7.3 En C89 avec des tableaux dynamiques sur le tas

Utiliser des fonctions & « argument tableau 1D » y de taille déterminée & I'exécution

et rendant un pointeur vers un tableau alloué sur le tas de méme taille que y .

1. le second membre de I’équation différentielle sera alloué par la fonction

—

f (¥, t) quirend le pointeur vers ce tableau, dont la fonction appelante (la
méthode d'intégration) devra prendre en charge la libération;

float * pendule(float t, float %u, int p){
float *second membre= NULL; /+ tableau 1D x*/
second_membre = floatld(p); /* allocation sur le tas #*/
second_membre[0] = u[l];
second_membre[l] = -sin(u[0]);

return second_membre; /* valeur de retour = pointeur #*/
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3. Dans le programme principal (et dans la procédure d’écriture sur fichier), les
solutions vectorielles (analytique et par intégration) sont représentées par des
tableaux 2D. Mais la dimension temporelle n’est pas « vue » par les méthodes :
elles travaillent sur des vecteurs de taille p dans un intervalle [¢;, t;11]. Cela
impose que les composantes des vecteurs soient contiglies en mémoire, donc

le deuxiéme indice est celui des composantes, le premier celui du temps.

/* allocation dans le main des tableaux 2D */
u = float2d(n, p); /* n instants et p equations #*/

/* appel de la méthode du point milieu par exemple */
u2_milieu(p, ul[i], t[i], h, &pendule, u[i+l]);

/* donc u[i] est un tableau 1D = vecteur des composantes de u_i
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7.4 En C99 avec des tableaux automatiques

Fonctions & « argument tableau 1D » y de taille p déterminée a I'exécution
Déclaration tardive des tableaux automatiques = éviter les tableaux dynamiques
Mais une fonction ne peut pas rendre un tableau =- fonctions a résultat void
= déclaration du tableau argument par I’'appelant
et remplissage par la fonction appelée
1. la fonction second membre de I’équation différentielle remplit le tableau
second_mb de taille p représentant F(Sf', t)
qui a été déclaré par I'appelant (la méthode) avec la taille fixée par le main

// version C99 avec tableaux automatiques

void pendule (float t, int p, float u[p], float second mb[p]) {
// p = 2 ici = dimension des vecteurs u et second membre
second_mb[0] ull];
second_mb[1] -sin(ul[0]);
return;
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3. Dans le programme principal (et dans la procédure d’écriture sur fichier), les
solutions vectorielles (analytique et par intégration) sont représentées par des
tableaux 2D. Mais la dimension temporelle n’est pas « vue » par les méthodes :
elles travaillent sur des vecteurs de taille p dans un intervalle [ti, ti+1]- Cela
impose que les composantes des vecteurs soient contiglies en mémoire, donc

le deuxiéme indice est celui des composantes, le premier celui du temps.

// tableaux automatiques 2D C99 déclarés dans le main
// p choisi selon la dimension du second membre

float uln] [p];
// dans la boucle sur les instants i

// n instants et p equations

// appel de la méthode du point milieu par ex.
u2_milieu(p, ul[i], t[i], h, &pendule, ul[i+l]);
// u[i] et u[i+1]
// t[i]

vecteurs a p composantes

scalaire
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2. pour chacune des méthodes a un pas (Euler, point milieu et Runge Kutta) les

pentes locales k; seront des tableaux locaux automatiques, car leur nombre

dépend de la méthode ; en revanche, le résultat ﬁ'i+1 qui est aussi vectoriel

sera passé en argument, sa déclaration étant prise en charge par I'appelant.

// C99 avec tableaux automatiques
void u2_milieu(int p, float ul[p], float tl, float h,
void (x ptr_f) (float, int, float[], float][]),
float u2[p]) {
// methode permettant d’avancer d’un pas en temps
float kl[p] ;
float k2[p] ;
float ul2[p]; // vecteur intermédiaire
(xptr_f£f) (t1, p, ul, k1);

// résultat dans le vecteur local kl

// vecteur pente a gauche

// vecteur pente au milieu

// évaluation du second membre en ul

// tableau u2[p] déclaré dans l’appelant et rempli ici (boucle)
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