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  الفصل الأول: البرمجة الخطیة

 مفهوم البرمجة الخطیة: .1

تعرف البرمجة الخطیة بأنها تقنیة ریاضیة تستعمل لحل مجموعة من المشاكل، فهي تبحث   

تسویقیة...)، و ذلك لإیجاد الطریقة في الحل أو الحلول لمشكلة اقتصادیة (إنتاجیة، تخزینیة، 

المثلى لتخصیص موارد المؤسسة المحدودة المستعملة لاستخدامات مختلفة من أجل تحقیق هدف 

  معین.

كما تعرف المنظمة العربیة للعلوم الإداریة البرمجة الخطیة بأنها طریقة ریاضیة لتخصیص   

بحیث یكون من المستطاع التعبیر عن الموارد النادیة أو المحدودة من أجل تحقیق هدف معین، 

  الهدف و القیود التي تحد من القدرة على تحقیقه في صورة معادلات أو متباینات خطیة.

 استخدامات البرمجة الخطیة: .2

 .المساعدة في اتخاذ القرارات المختلفة، المتعلقة بالوظائف الرئیسیة للمؤسسة 

 .التخطیط و الرقابة على الإنتاج 

 حدید المزیج الإنتاجي الأمثل.المساعدة على ت 

 .تساعد في المفاضلة (الاختیار) بین طرق الإنتاج المتاحة 

  لتوزیع الإنتاج،المساهمة في تحدید أفضل الطرق 

  توزیع الطاقة الإنتاجیة المتاحة (قوى عاملة، مواد أولیة، مكائن، مستلزمات الإنتاج

الاستخدام الأمثل لهذه الموارد (من خلال المختلفة...) على العملیات الصناعیة بما یحقق 

 تحدید التولیفة المثلى للمنتجات).

 تعظیم الأرباح مع الأخذ في الاعتبار الطلب /تحدید برامج إنتاج بما یضمن تقلیل التكالیف

 المتوقع.

 عناصر البرمجة: .3

 سعى إلى الوصول إلیه من وراء حل المشكلة یتمثل في دالة الهدف: إن الهدف الذي ن

 وجهین:ال أحد و التي تأخذ )L’optimalitéوصول إلى الأمثلیة (ال

 : (الأرباح، العوائد،...).maximisationتعظیم  -
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 : (تكالیف، خسائر...).minimisationتدنیة (تقلیل)  -

 و یمكن أن نعبر عن هذا الهدف بمعادلة ریاضیة تسمى دالة الهدف.

  الموارد، و تعبر عن مجموعة المحددات القیود: تعكس القیود في معظم الحالات محدودیة

 التي لا یستطیع متخذ القرار التحكم فیها.

 یل التي تعبر عن الشيء المتغیرات: و التي تعبر عن متغیرات القرار، و هي المجاه

 دیده في المشكلة قید البحث.المطلوب تح

 الشكل العام للنموذج الریاضي: .4

یاضي ترجمة ریاضیة للمشكلة الاقتصادیة المراد حلها، و المكونة من دالة یعد النموذج الر 

الهدف، القیود و المتغیرات، و یشترط في النموذج الریاضي أن یكون خطیا، و الذي یمكن 

  صیاغته كما یلي:

����� = � ����

�

���

 

St : 

� ����� ≤ � �

�

���

 

�� ≥ 0, � = 1,2, … , � 

  كما یمكن صیاغته على الشكل:

����� = ���� + � ��� + ⋯ + � ��� 

St : 

����� + � ���� + ⋯ + � ���� ≤ � � 
����� + � ���� + ⋯ + � ���� ≤ � � 

����� + � ���� + ⋯ + � ���� ≤ � � 
��, ��, … , �� ≥ 0  

,���حیث:  ��,   ثوابت تحددها معطیات المسألة. ��

هي الاستعمالات من المورد  ���فإن  � یعبر عن الكمیة المتوفرة من المورد ��إذا كان  

  .��للحصول على وحدة واحدة من المتغیر ��
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  في تحقیق هدف البرنامج. �� : یمثل مساهمة الوحدة الواحدة من�� 

  ملاحظة:

)، كما یمكن أن تأخذ القیود شكل Minیمكن أن یكون هدف البرنامج الخطي على شكل ( 

)=, ≥,   المسألة.)، و یتوقف ذلك على معطیات ≥

  حل النموذج الخطي بالطریقة البیانیة:

یتصف أسلوب الحل البیاني بسهولته و وضوحه إلا أنه یعتبر أسلوبا مفیدا و صالحا  

تم التوصل إلى الحل إنتاج سلعتین، و ی للمشاكل التي تحتوي على متغیرین فقط، مثال ذلك:

  ة:باعتماد الطریقة البیانیة من خلال تطبیق الخطوات التالی

 .(دالة الهدف و القیود) تحدید النموذج الریاضي 

 .تمثیل القیود بیانیا، على معلم متعامد و متجانس 

 .تحدید منطقة الحلول الممكنة 

 .المفاضلة بین الحلول البدیلة لاختیار البدیل الأمثل 

  مثال تطبیقي:

ورشة للخیاطة تقوم بإنتاج منتوجین سراویل و معاطف، یمر كلا المنتوجین على ماكنتین:  

ماكنة الخیاطة و ماكنة المكواة، لإنتاج وحدة واحدة من السراویل فإنه یلزم استخدام ساعتین من 

، بینما تحتاج (M2)و ساعدة عمل واحدة على ماكنة المكواة  (M1)الزمن على ماكنة الخیاطة 

كنتین، و لأسباب تقنیة فإن الى ساعة عمل واحدة على كل من المدة الواحدة من المعاطف إالوح

 6ساعات في الیوم، بینما الماكنة الثانیة لا تعمل أكثر من  10نة الأولى لا تعمل أكثر من كاالم

  ساعات یومیا.

المنتوج الأول وحدات من  4.5ولأسباب متعلقة بالطلب السوقي، لا یمكن إنتاج أكثر من  

  وحدات یومیا من المنتوج الثاني (معاطف). 4(سراویل) یومیا، وكذلك لا یمكن إنتاج أكثر من 

و ن، بینما تساهم الوحدة الواحدة من  1.5الوحدة الواحدة من السراویل تساهم بربح قدره  

  المنتوج الثاني (معطف) بوحدة نقدیة واحدة.
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  الحل:

  صیاغة النموذج الریاضي: 

����� = 1.5�� + � � 

St : 

2�� + 1�� ≤ 10  
1�� + 1�� ≤ 6  

�� ≤ 4.5  
�� ≤ 4  

��, �� ≥ 0  

 

 

 

 

 

 

  

  

  

الأربعة المكونة للبرنامج الریاضي  من خلال التمثیل البیاني نلاحظ أن حل جملة المتراجحات

منطقة الحلول الممكنة، و  ، والتي یطلق علیها:abcdefللمشكلة الاقتصادیة یتمثل في المنطقة 

التي تعني أن كل نقطة في هذه المنطقة هي حل ممكن، و أن الحل الأمثل لأي نموذج ریاضي 

ة الحل الأمثل یكفي حساب ، وعلیه لإیجاد نقطabcdefما هو إلا نقطة طرفیة من النقاط 

)، و تعویضها في دالة الهدف، حیث یتحقق الحل الأمثل عند abcdefإحداثیات نقاط التقاطع (

  ).maxأكبر قیمة لدالة الهدف (هذا في حالة إذا كان هدف البرنامج تعظیم 

  

  

1 

2 

3 

4 

a 

f 

e 

d 

c 

b 

منطقة الحلول 

كنةالمم  
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Zp  X2  X1  النقطة  

0  0  0  A 

6.75  0  4.5  B  

7.75  1  4.5  C  

8  2  4  D  

7  4  2  E  

4  4  0  F  

بمعنى أن   �مة لدالة الهدف تتحقق عند النقطةنلاحظ من خلال الجدول أعلاه أن أكبر قی

سراویل و معطفین  4تنتج هذه الورشة  ، و علیه نقول:�)4.2هي نقطة الحل الأمثل (  �النقطة 

  وحدات نقدیة. 8و تحقق ربحا قدره 

  :Minالهدف تدنیة 

  مثال تطبیقي:

طبخ أن تكون وجبة الإفطار مالخاصة، طلب من المسؤول عن الفي إحدى المستشفیات  

الحدید، و تكون بأقل الصباحیة تستجیب للمتطلبات الغذائیة الیومیة من البروتین، الفیتامین و 

  و بعد الاتصال بمتخصصین في التغذیة تم التوصل إلى المعطیات التالیة: تكلفة ممكنة؛

  المواد الغذائیة  غ) 100البروتین (وحدة /  غ) 100الفیتامین (وحدة /   غ)100الحدید (وحدة/   غ/ و ن)100تكلفة (

  X1المادة   2  2  1.33  3

  X2المادة   2  1  2  4

  الحد الأدنى  10  7  8  /

   صیاغة النموذج الریاضي:

����� = 3�� + 4� � 

St : 

2�� + 2�� ≥ 10  
2�� + 1�� ≥ 7  

1.33��+2�� ≥ 8  
��, �� ≥ 0  



  د.إلیاس سالم  ------ --------------- محاضرات في مقیاس ریاضیات المؤسسة 

6 

 

 

 

 

 

  

  

  

  

  

  

  نقاط التقاطع و قیمة الهدف عند كل نقطة: إحداثیاتو الجدول التالي یوضح 

  النقطة  X2  X1  التكلفة

18  0  6  � 

16  1  4  � 

18  3  2  � 

28  7  0  � 

 ، و عندها فإن قیمة الهدف تكون:β(4,1)نلاحظ أن أصغر تكلفة تتحقق عند النقطة 

����� = 3(4) + 4 (1) = 16 

لكانت منطقة الحلول الممكنة غیر محدودة (غیر منتهیة)، مما  Maxالبرنامج لو كان   ملاحظة:

یعني وجود خطأ في صیاغة البرنامج الخطي أو خطأ في الحل لأنه من غیر الممكن تعظیم الربح 

  إلى ما لا نهایة.

  :Simplexطریقة السبملكس

لحل مسألة البرمجة  Dantzigرف العالم من ط 1947طورت طریقة السمبلكس عام 

  ، و ذلك باتباع الخطوات التالیة:تجاوز عدد المتغیرات فیها متغیرانالخطیة التي ی

منطقة الحلول 

كنةالمم  

X1 

2 

1 

� 

� 

� 

X2 
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 إیجاد الحل الابتدائي. -

 اختبار أمثلیة الحل. -

 تحسین الحل لإیجاد الحل الأمثل. -

  مثال تطبیقي:

 السمبلكسأوجد الحل الأمثل للنموذج الخطي التالي: باستخدام طریقة  

����� = 4�� + 3� � + 5� � 

St : 

�� + � � + � � ≤ 20  
2�� + 2�� + 3� � ≤ 45  

��, ��,�� ≥ 0  

  إیجاد الحل الابتدائي الخطوة الأولى:

  امج على الصیغة المعیاریة و ذلك كما یلي:نتتطلب الخطوة الأولى وضع البر  

����� = 4�� + 3� � + 5� � + 0�� + 0�� 

St : 

�� + � � + � � + �� = 20 
2�� + 2�� + 3� � + � � = 45 

��, ��,��, ��, �� ≥ 0  

م في الصیغة المعیاریة إضافة مجموعة من المتغیرات إلى البرنامج الخطي معبر عنها بـ ت 

  ) في دالة الهدف.0) لكل منهما، و بمعامل (1) لكل من القیدین الأول و الثاني بمعاملات (��(

للمتراجحتین الأولى  الأیمن و الأیسر عن مقدار الفرق بین الطرفین S2و  S1یعبر كل من  

) S2و  S1و الثانیة على التوالي، و التي من تجعل المتراجحة معادلة، و معناها الاقتصادي (

) و أن عائدها یساوي الصفر (قیمته في دالة Slackعبارة عن طاقة عاطلة أو غیر مستغلة (

  الهدف).

  عمود الأساسي  T0  S2  S1  X3  X2  X1عمود الموارد 

20  0  1  1  1  1  S1 

45  1  0  3  2  2  S2  

0  0  0  -5  -3  -4  Z  
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  أمثلیة الحل اختبار الخطوة الثانیة:

أكبر أو یساوي الصفر و ذلك  Z یمكن اعتبار الحل أمثل إذا كان جمیع عناصر السطر 

أصغر أو  zأي جمیع عناصر السطر  min، و العكس في حالة البرنامج maxفي حالة الهدف 

  تساوي الصفر.

  تحسین الحل لإیجاد الحل الأمثل الخطوة الثالثة:

(أي أكبر قیمة بالقیمة  z) في السطر - تحدید المتغیر الداخل: أصغر قیمة متبوعة بإشارة ( 

  المطلقة) (یحدد ذلك عمود الدوران).

على المقابلة لها في عمود الدوران تحدید المتغیر الخارج: بقسمة عناصر عمود الموارد  

  أصغر حاصل قسمة موجب یحدد المتغیر الخارج (سطر الدوران).

  تقاطع سطر الدوران و عمود الدوران یحدد عنصر الدوران. 

  یتم حساب الجدول بالعلاقة:

  - العنصر الجدید = العنصر القدیم 
  عمود الدوران)(العنصر المقابل له في سطر الدوران) (العنصر المقابل له في 

  عنصر الدوران

  

  عمود الأساسي  T1  S2  S1  X3  X2  X1عمود الموارد 

5  -1/3  1  0  1/3  1/3  S1 

15  1/3  0  1  2/3  2/3  S2  

75  5/3  0  0  1/3  -2/3  Z  

 

  عمود الأساسي  T2 S2  S1  X3  X2  X1عمود الموارد 

15  -1  3  0  1  1  S1 

5  1  -2  1  0  0  S2  

85  7/3  2  0  1  0  Z  
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ا و هذ 0أكبر أو تساوي  Zpنلاحظ أن جمیع عناصر السطر  T2من خلال الجدول   

  الحل الأمثل هو: ، وحققیعني أن شرط الأمثلیة م

�� = 15	
�� = 5	

�� = 85 

  (طریقة الجزاء) :Big M   تقنیة

 مثال تطبیقي: 

  لیكن البرنامج الخطي:

����� = �� + 3� � 

St : 

�� + � � ≥ 4  
2�� + � � ≤ 6  

�� = 3 
��, �� ≥ 0  

یأخذ نفس الخطوات في حل أي نموذج ریاضي  Mحل النماذج الریاضیة باستخدام تقنیة 

  خطي.

 التحویل إلى الصیغة المعیاریة:

����� = �� + 3� � + �� � + �� � 

St : 

�� + � � − �� + � � = 4 
2�� + � � + � � = 6 

�� + � � = 3 

  ول (مقدار الفائض).: یمثل مقدار الفرق بین الطرفین الأیمن و الأیسر للقید الأ��

  غلة.المست غیر : الطاقة العاطلة أو��

��, : متغیر وهمي: لا معنى اقتصادي له، بالضرورة ینعدم أثناء الوصول إلى الحل الأمثل، ��

  إضافته تساعدنا على الحل فقط.
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في حالة  (−�)و  Minفي حالة  (+�)في حالة الهدف هو  ��و  ��معامل

Max،حیث �	كبیر جدا ثابت.هو عدد    

دالة  فعلینا ابتداء استبعاده من ،الأمثلبالضرورة ینعدم في الحل  	�و بما أننا نفترض أن  

الهدف في شكلها المعیاري، من خلال التعویض عن المتغیرات الوهمیة بما تساویه في القیود 

  فیكون لدینا:

�� = 4 − �� − �� + � � 
�� = 3 − �� 

 بالتعویض في دالة الهدف نجد: 

����� = �� + 3� � + � (4 − �� − �� + � �) + � (3 − ��) 

= ��(1 − �) + � �(3 − 2M) + �� � + 7�  

 

T0 t2  S2 t1  X3  X2  X1  الأساس  

4  0  0 1  -1  1  1  t1 

6  0  1 0  0  1  2  S2  

3 1 0 0 0 1 0 T3 

7M  0  0 0  M   -(3-2M) -(1-M)  Z  

الأكبر  سیكون على أساس القیمةMinنلاحظ فقط أن اختیار المتغیر الداخل في حالة  

  موجبة.

T1 t2  S2 t1  X3  X2  X1  الأساس  

1  -1  1 0  -1  0  1  t1 

3  -1  0 1  0  0  2  S2  

3 1 0 0 0 1 0 X3 

9+M  3-2M  0 0  -M  0 M-1  Z  
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T2 t2  S2 t1  X3  X2  X1  الأساس  

1  -1  1 0  -1  0  1  X1 

1  1  -2 1  2  0  0  S2  

3 1 0 0 0 1 0 X1 

10  2-M  1-M 0  -1  0 0  Z  

 t3و  t1بالإضافة إلى استبعاد قیم  ،نلاحظ أن جمیع القیم موجبة Zمن خلال قیم السطر  

  و علیه فإن الحل الحالي حل أمثل. t2من عمود الأساس في الجدول 

  ملاحظة:

)، أما Maxطریقة السمبلكس المستعملة في المثال السابق طبقت على مسألة على شكل ( 

الأمثلیة حین أن المتغیر الداخل (عمود )، فإن التعامل معها یختلف فقط مع شرط Minفي حالة (

  .Zpمن بین المتغیرات التي لها أكبر قیمة موجبة لعناصر السطر  سیختارالدوران) 

بینما اختیار المتغیر الداخل و سطر الدوران و كذا شرط العملیة و كافة الحسابات یتم  

  .Maxالتعامل معها بنفس الكیفیة مع حالة 

  حالات خاصة:

  الانحراف:حالة 

  تحدث حالة الانحراف في حالة وجود أكثر من متغیر یرید الخروج في نفس الوقت. 

 مثال: 

����� = 3�� + 9� � 

St : 

�� + 4� � ≤ 8  
�� + 2�� ≤ 4  

��, �� ≥ 0  

 الشكل المعیاري:

����� = 3�� + 9� � 

St : 

�� + 4� � + �� = 8 
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�� + 2�� + � � = 4 
��, ��, ��, �� ≥ 0  

T0 X2  X1    

8  4  1  S1 

4  2  1  S2  

0  -9 -3  Zp  

  

T1 X2  X1    

2  1  ¼  X2 

0  0  ½  S2  

18  0 -3/4  Zp  

 

T2 X2  X1    

2  1  0  X2 

0  0  1  X2  

18  0 0  Zp  

  

  بیانیا:

  

  

  

  

  

  

منطقة الحلول 

كنةالمم  

1 2 a 

c 

b 
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البرنامج لیس في حاجة إلیه و  ، و علیه فإنمن الرسم البیاني یتضح أن القید الأول قید فائض

  نحراف.ى هذه الحالة حالة اتسم

  الانحراف المؤقت:

����� = 3�� + 2�� 

St : 

4�� + 3� � ≤ 12  
4�� + � � ≤ 8  
4�� − �� ≤ 8  

��, �� ≥ 0  

  الشكل المعیاري:

����� = 3�� + 2�� 

St : 

4�� + 3� � + �� = 12 
4�� + � � + � � = 4 
4�� − �� + � � = 4 
��, ��, ��, ��, �� ≥ 0  

T0 S3  S2 S1  X2  X1    

12  0  0 1  3  4  S1 

8  0  1 0  1  4  S2  

8 1 0 0 -1 4 S3 

0  0  0 0  -2 -3  Zp  

 

T1 S3  S2 S1  X2  X1    

4  0  -1 1  2  0  S1 

2  0  1 0  ¼  1  X2  

0 1 -1 0 -2 0 S3 

6  0  4/3 0  -5/4 0  Zp  

  T2 S3  S2 S1  X2  X1    
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2  0  ½- ½  1  0  X1 

2/3  0  8/9 8/1-  0  1  X2  

3 1 -2 1 0 0 S3 

17/2  0  8/1 8/5  0 0  Zp  

 بیانیا:

 

 

 

 

 

  

 

  

  

  

  

 .c، ثم حدث حل عند النقطة bنلاحظ حدوث انحراف عند النقطة 

 الحلول المثلى البدیلة:

����� = 2�� + 4� � 

St : 

�� + 2�� ≤ 5  
�� + � � ≤ 4  
��, �� ≥ 0  

 

 

منطقة الحلول 

كنةالمم  

a 

c 

b 

d 
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T0 X2  X1    

5  2  1  S1 

4  1  1  S2  

0  -4 -2  Zp  

 

T1 X2  X1    

5/2  1  ½  X1 

3/2  0  ½  X2  

10  0 0  Zp  

 

 X2  X1    

1  1  0  X1 

3  0  1  X2  

10  0 1  Zp  

ختیار الحل الأفضل الذي یناسب حالة المثلى البدیلة للمؤسسة الفرصة لا تعطى الحلول

  المؤسسة دون إحداث أي خلل في قیمة الهدف المحقق.

  بیانیا:

ة مستقیمة أو على ركنین على طول قطع دما یقع حل أمثلتحدث حلول مثلى بدیلة عن

  ممثلین بخط واحد في منقطة ح ع م.
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  في البرمجة الخطیة المسائل الثنائیةالفصل الثاني: 

إن لفظ الثنائیة في البرمجة الخطیة یعني أن كل مشكلة یمكن صیاغتها في صورة برنامج 

ریاضي خطي بطریقتین، یطلب على الصیاغة الأولى التي تتم في الحالة الأولى و تماشیا مع 

و یطلق على الصیغة الثانیة بالنموذج  "Modèle primalمتطلبات المسألة "النموذج الأصلي 

"، و علیه فمن الممكن تحویل أي مسألة أصلیة إلى ثنائیة بالنظر إلى Modèle Dualالثنائي "

  ا.معلاقة التناظر التي تتم بینه

  خطوات صیاغة النموذج الثنائي:

و العكس  Minفإن دالة الهدف في الثنائیة  Maxإذا كانت دالة الهدف في الأصلیة  -

  صحیح.

  یة و العكس صحیح.عدد متغیرات الأصلیة یساوي عدد قیود الثنائ -

معاملات متغیرات دالة الهدف في الأصلیة هي قیم الطرف الأیمن للقیود في الثنائیة و  -

  العكس صحیح.

  مصفوفة الثنائیة هي منقول مصفوفة الأصلیة و العكس صحیح. -

إذا كانت القیود في الأصلیة ( أصغر أو یساوي) فإنها تصبح في الثنائیة (أكبر أو  -

  یساوي).

  ي:مثال تطبیق

هكتار و في إطار الاستفادة من میاه السد المجاور  150مزارع له أرض زراعیة مساحتها  

ساعة عمل، یمكن زراعة هذه الأرض  480، و هو ما یكفي لـ 3م 440تمنحه الدولة ما مقداره 

 90للطماطم  ةبالطماطم و الفاصولیا، على أن لا تتجاوز و في كل الظروف المساحة المخصص

  ت معطیات المشكلة كم یلي:لخص ،هكتار

    الطماطم  الفاصولیا

  ساعات عمل  1  2

  )3الماء (م  100  200

  الربح المتوقع للهكتار  4  2

  صليإیجاد الثنائیة للبرنامج الأ المطلوب:
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  الثنائیة  الأصلیة

����� = 100�� + 200�� 

St : 

�� + � � ≤ 150  
4�� + 2�� ≤ 440  
�� + 2�� ≤ 480  

�� ≤ 90 
��,�� ≥ 0 

����� = 150�� + 440�� + 480��

+ 90�� 

St : 

�� + 4�� + �� + �� ≥ 100 
�� + 2�� + 2�� ≥ 200 

��,��,��,�� ≥ 0 

  ملاحظة:

  تجنب الأخطاء المحتملة عند صیاغة المسألة الثنائیة تقترح القیام بما یلي:حتى ن

نقوم بتحویلها إلى  Zp(Minإذا كانت دالة الهدف في المسألة الأصلیة على شكل ( -

Max(-Zp)  1-معاملاتها في ( ببضر.(  

) ≥) إن وجدت في المسألة الأصلیة إلى (≤تحویل القیود التي هي على شكل ( -

  ).1-بضرب طرفیها في (

أما فیما یخص القیود التي هي في شكل معادلات فلا تحول، و بما أن القید في  -

الأصلیة یقابله متغیر في الثنائیة فننتظر أن تكون المتغیرات غیر مقیدة، أي أنه من 

  تكون موجبة، كما أنه یمكن أن تكون سالبة.الممكن أن 

  مثال تطبیقي: 

  أوجد ثنائیة المسألة الأصلیة التالیة: 

����� = 4�� + 5� � + 3� � 

St : 

2�� + 3� � + 4� � ≤ 2500 
�� + � � + � � ≥ 750  

�� ≥ 250  
�� = 300 

��, ��,�� ≥ 0  

 ) و كذا القیدین الثاني و الثالث.1- بضرب دالة الهدف في ( maxنحول دالة الهدف إلى  
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����� = −4�� − 5�� − 3�� 

St : 

2�� + 3� � + 4� � ≤ 2500 
−�� − �� − �� ≤ −750  

−�� ≤ −250  
�� = 300 

��, ��,�� ≥ 0  

 الثنائیة:

����� = 2500�� − 750�� − 250�� + 300�� 

St : 

2�� − �� − �� + �� ≥ −4  
3�� − �� + 0�� + �� ≥ −5  

4�� − �� + 0�� + 0�� ≥ −3  

�� ≥ 0, �� ≥ 0, �� ≥ 0,  غیر مقید��

  علاقة الأصلیة بالثنائیة:

  إذا كان للأصلیة حل فبالضرورة یوجد للثنائیة حل. -

  هدف الثنائیة.هدف الأصلیة=  -

ة و العكس صحیح، و هذا یمكن إیجاد قیم متغیرات الأصلیة من الحل الأمثل للثنائی -

  بالعلاقة:

[الفرق بین الطرف الأیمن و الأیسر لقید الثنائیة المشارك مع المتغیر الأساسي  

  لمصفوفة المتغیرات الأساسیة للأصلیة] Zpللأصلیة]=[عناصر السطر 

  للثنائیة:المعنى الاقتصادي 

من أجل الوقوف على المعنى الاقتصادي للمسألة الثنائیة سننطلق من مسألة المزارع  

لنفرض أن هناك مزارع آخر (زبون) لاحظ صاحب المزرعة یمر بظروف خاصة، فقرر شراء 

لإنتاج  ..) (الأرض لا یمكن استغلالها إلاإجمالي الموارد المتاحة (الماء، الأرض، ساعات العمل.

  اطم و/أو الفاصولیا).الطم
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بلا شك أن المزارع الأصلي یستقبل العرض إذا كان السعر المقترح من طرف هذا الزبون  

  استغلاله لأرضه بنفسه. دیمكنه من الحصول على نفس الربح الذي كان یتحصل علیه عن

�� + 4�� + �� + �� ≥ 100 

  : سعر تأجیر الأرض (هكتار واحد).��

  من الماء. 3م 1: سعر ��

  : سعر ساعة عمل.��

  : سعر الإذن لزراعة هكتار الطماطم.��

راء الموارد إلى أدنى حد ممكن و بلا شك فإن مسألة الزبون تتمثل في تخفیض تكالیف ش 

  أي:

����� = 150�� + 440�� + 480�� + 90�� 

  و ذلك تحت قید أن الأسعار سترضي المزارع الأصلي. 

من الماء و ساعة عمل و  3م 4ار واحد من الأرض و بالنسبة للمزارع الأصلي فإن هكت 

و ن، و هذا یعني أن المزارع  100هكتار إذن من أجل إنتاج هكتار طماطم، یكافئ دخلا  قدره 

  لن یكون على استعداد لتأجیر (بیع) موارده المتاحة إلا إذا ضمن له:

1�� + 4�� + 1�� + 1�� 

  و ن. 100دخلا أكبر أو یساوي  

ساعات عمل تمكنه من الحصول على  4من الماء و  3م 2من الأرض و بینما هكتار  

  ون. 200دخل قدره 

و هذا یعني أن المزارع الأصلي لن یكون على استعداد لتأجیر (بیع)، موارده المتاحة إلا  

��1: إذا ضمن له + 2�� +   ون. 200دخلا أكبر أو یساوي  ��4

  علیه جاءت المسألة الثنائیة:و  

����� = 150�� + 440�� + 480�� + 90�� 

St : 

�� + 4�� + �� + �� ≥ 100 
�� + 2�� + 4�� ≥ 200 

��, ��, �� ≥ 0  
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  الحل باستخدام طریقة السمبلكس للثنائیة:

  لیكن البرنامج الخطي التالي: مثال تطبیقي:

����� = 2�� + � � 

St : 

3�� + � � ≥ 3  
4�� + 3� � ≥ 6  
�� + 2�� ≤ 3  

��, �� ≥ 0  

) لتسهیل عملیة الحل بضرب القیدین الأول و ≥تحویل القیود إلى (الخطوة الأولى تتطلب  

 ) فنجد:1-الثاني في (

−3�� − �� ≤ −3  
−4�� − 3�� ≤ −6  

�� + 2�� ≤ 3  
��, �� ≥ 0  

 التحویل إلى الشكل المعیاري: 

����� = 2�� + � � 

St : 

−3�� − �� + �� = −3 
−4�� − 3�� + � � = −6 

�� + 2�� + � � = 3 
��, ��, ��, ��, �� ≥ 0  

T0 S3  S2 S1  2X  X1  عمود الأساس  

-3  0  0 1  1-  -3  S1 

6-  0  1 0  3-  4-  2S  

3 1 0 0 2 1 S3 

0  0  0 0  1- -2  Zp  

  شروط الحل:

شرط العملیة: حتى نستطیع استخدام طریقة السمبلكس للثنائیة یجب أن یكون شرط العملیة  

  غیر محقق، أي وجود قیم سالبة في عمود الموارد.
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في حالة  0أكبر أو تساوي  Zp: و یتحقق عندما یكون جمیع عناصر السطر شرط الأمثلیة 

Max في حالة  0، و أصغر أو یساويMin.  

  بعد التأكد من عدم تحقق شرط العملیة و تحقق شرط الأمثلیة ننتقل إلى: 

  .) في عمود الموارد (سطر الدوران)-تحدید المتغیر الخارج: أكبر قیمة مسبوقة بإشارة ( -

على المقابل لها في سطر الدوران،  Zpبقسمة عناصر السطر  الداخل: المتغیر -

 أصغر حاصل قسمة یحدد المتغیر الداخل:

 S3  S2 S1  X2  X1    

-1  0  -1/3 1  0  -5/3  S1 

2  0  -1/3 0  1  4/3  X2  

-1 1 2/3 0 0 5/3 S3 

2  0  -1/3 0  0 -2/3  Zp  

لأنه لا یحتوي على قیم سالبة،  S3هنا نجد متغیران یریدان الخروج في آن واحد، لا نختار  

  لأنه یشترط في عنصر الدوران أن یكون سالبا.

T2 S3  S2 S1  X2  X1    

3/5  0  1/5 -3/5  0  1  X1 

6/5  0  -3/5 4/5  1  0  X2  

0 1 1 -1 0 0 S3 

12/5  0  -1/5 -2/5  0 0  Zp  

الحل  يمحقق، وبالتال العملیة محقق و شرط الأمثلیة  نجد أن شرط T2من خلال الجدول  

                             X1=3/5 الأمثل هو:

X2=6/5 

Zp=12/5 

  ملاحظة:

یمكن الانتقال من الحل بطریقة السمبلكس للثنائیة إلى طریقة السمبلكس العادیة في نفس 

  المسألة.
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  لحساسیة (تحلیل ما بعد الأمثلیة)تحلیل االفصل الثالث: 

بالتغیرات التي قد تطرأ على  یقصد بتحلیل الحساسیة معرفة مدى تأثر الحل الأمثل

  المعطیات التي تم إعداد البرنامج الخطي على أساسها.

إن التغیرات التي قد تطرأ على المعطیات التي تم إعداد البرنامج الخطي على أساسها 

  یمكن أن تكون:

  ).��على معاملات متغیرات دالة الهدف ( -

  على قیم الطرف الأیمن للقیود (الموارد المتاحة). -

  )���على استخدامات الموارد ( -

  إن لهذه التغیرات تأثیرات على شرط العملیة و على شرط الأمثلیة، و ذلك كما یلي:

  :و تكون تغیرات لها تأثیر على العملیة:

  تغیرات في الطرف الأیمن للقیود (الموارد المتاحة). -

  إضافة قید جدید. -

  تغیرات لها تأثیر على الأمثلیة:

  دالة الهدف. متغیرات تتغیرات في معاملا -

  إضافة نشاط جدید. -

  مثال تطبیقي:

  افترض البرنامج الخطي التالي:

����� = 3�� + 2�� 

St : 

�� + 2�� ≤ 6  
2�� + � � ≤ 8  
−�� + � � ≤ 1  

�� ≤ 2  
��, �� ≥ 0  
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  الحل الأمثل للبرنامج معطى كالتالي:

 S4 S3  S2 S1  X2  X1    

4/3  0 0  -1/3 2/3  1  0  X1 

10/3  0 0  2/3 -1/3  0  1  X2  

3 0 1 1 -1 0 0 S3 

2/3 1 0 1/3 -2/3 0 0 S4 

38/3  0 0  4/3 1/3  0 0  Zp  

  افترض التغیرات التالیة: المطلوب:

  تغیرات في الطرف الأیمن للقیود: .1

  .7إلى  6افترض حدوث تغیر في الطرف الأیمن للقید الأول من   .أ 

 8و من  7إلى  6الثاني من افترض حدوث تغیر في الطرف الأیمن للقید الأول و القید   .ب 

  .على التوالي  4إلى 

  إضافة قید جدید: .2

��افترض إضافة القید التالي:   .أ  ≤ 3 

�� افترض إضافة القید التالي:  .ب  + � � ≤ 4 

  تغیرات في معاملات دالة الهدف: .3

����� افترض أن دالة الهدف تغیرت إلى:  .أ  = 4�� + � � 

����� افترض أن دالة الهدف تغیرت إلى:  .ب  = 4�� + 3/2�� 

 ):��إضافة نشاط جدیدة ( .4

����� = 3�� + 2�� + 3/2� � 

St : 

�� + 2�� + 3/4� � ≤ 6  
2�� + � � + 3/4� � ≤ 8  

−�� + � � − �� ≤ 1  
�� ≤ 2  

��, ��, �� ≥ 0  
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  ما تأثیر هذه التغیرات على الحل الأمثل في كل حالة؟

  تغیرات في الطرف الأیمن للقیود: .1

 :7إلى  6الأول من ف الأیمن للقید افترض حدوث تغیر في الطر   .أ 

�

��

��

��

��

� = �

2/3 −1/3 0 0
−1/3 2/3 0 0

−1 1 1 0
−2/3 1/3 0 1

� × �

7
8
1
2

� = �

2
3
2
0

� 

نلاحظ أن قیم عمود الموارد بقیت موجبة، أي أن شرط العملیة لم یتأثر، غیر أن قیم الحل 

 الأمثل تغیرت إلى:

�� = 3 
�� = 2 

�� = 13 

إلى  6لتوالي: من ا افترض حدوث تغیر في الطرف الأیمن للقید الأول و القید الثاني على  .ب 

 :4إلى  8و من  7

�

��

��

��

��

� = �

2/3 −1/3 0 0
−1/3 2/3 0 0

−1 1 1 0
−2/3 1/3 0 1

� × �

7
4
1
2

� = �

10/3
1/3
−2

−4/3

� 

ف الأیمن للقیدین التي طرأت على الطر  نلاحظ من خلال قیم عمود الموارد بعد التغیرات

  ظهور قیم سالبة، أي تأثر الحل الأمثل الحالي. الأول و الثاني

  و علیه باستخدام طریقة السمبلكس للثنائیة نواصل الحل لإیجاد الحل الأمثل الجدید.

 S4 S3  S2 S1  X2  X1    

10/3 0 0  -1/3 2/3  1  0  X1 

1/3  0 0  2/3 -1/3  0  1  X2  

-2 0 1 1 -1 0 0 S3 

-4/3 1 0 1/3 -2/3 0 0 S4 

23/3  0 0  4/3  1/3  0 0  Zp  
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 S4 S3  S2 S1  X2  X1    

2  0 2/3  1/3 0  1  0  X1 

1  0 -1/3  1/3 0  0  1  X2  

2 0 -1 -1 1 0 0 S1 

8/3 1 2/3 -1/3 0 0 0 S4 

7  0 1/3  5/3 0  0 0  Zp  

 الحل الأمثل الجدید هو:

�� = 1 
�� = 2 
�� = 7 

  إضافة قید جدید: .2

�� افترض إضافة القید التالي:  .أ  ≤ 3 

�� نلاحظ من خلال جدول الحل الأمثل أن قیمة = ، یعني أن 3و هي أقل من  4/3

القید الذي تمت إضافته محقق، أي أنه محتوى في الحل الحالي و علیه فهو لا یؤثر في 

  الحل الأمثل.

  

�� افترض إضافة القید التالي:  .ب  + � � = 4 

�� من جدول الحل الأمثل نلاحظ أن: + � � = 14/3 

�� و أن القید الحالي یشترط أن یكون: + � � ≤ 4 

د المضاف غیر محتوى في الحل الحالي، و علیه فهو یؤثر في الحل و هذا یعني أن القی

  الأمثل.

  یتم تحویل القید المضاف إلى الشكل المعیاري:

�� + � � + � � = 4 

  في الحل الأمثل الحالي. �� و  �� ثم نبحث عن قیمته بدلالة المتغیرات القراریة

الحالي، في الشكل المعیاري بما یساویه في الحل الأمثل  ��و  �� نقوم بتعویض قیمتي

  للقید المضاف بحیث یكون:

�� + 0�� − 1 3⁄ �� + 2 3⁄ �� = 10/3 
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→ �� =
10

3
+ 1 3⁄ �� − 2 3⁄ �� 

0�� + � � − 2 3⁄ �� + 1 3⁄ �� = 4/3 

→ �� =
4

3
+ 2 3⁄ �� + 1 3⁄ �� 

  في القید المضاف:  ��و  ��ض بعبارتينعو 

10

3
+ 1 3⁄ �� − 2 3⁄ �� +

4

3
+ 2 3⁄ �� + 1 3⁄ �� + � � = 4 

 S5 S4 S3  S2 S1  X2  X1    

4/3  0 0 0  -1/3 2/3  1  0  X1 

10/3  0 0 0  2/3 -1/3  0  1  X2  

3 0 0 1 1 -1 0 0 S3 

2/3 0 1 0 1/3 -2/3 0 0 S4 

-2/3 1 0 0 -1/3 -1/3 0 0 S5 

38/3  0 0 0  4/3 1/3  0 0  Zp  

  باستخدام طریقة السبملكس للثنائیة نواصل الحل لإیجاد الحل الأمثل الجدید.

 S5 S4 S3  S2 S1  X2  X1    

2 -1 0 0  0 0  1  0  X1 

2  2 0 0  0 -1  0  1  X2  

1 3 0 1 0 -2 0 0 S3 

0 1 1 0 0 -1 0 0 S4 

2 -3 0 0 1 1 0 0 S5 

10  4 0 0  0 -1  0 0  Zp  

، أي أن الحل Zpنلاحظ اختفاء القیم السالبة من عمود الموارد و ظهورها في السطر 

العادیة نواصل الحل لإیجاد الحل  الحالي غیر أمثل، و علیه باستخدام طریقة السمبلكس

  الأمثل.
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 S5 S4 S3  S2 S1  X2  X1    

0  2 0 0  -1 0  1  0  X1 

4  -1 0 0  1 0  0  1  X2  

5 -3 0 1 2 0 0 0 S3 

2 -2 1 0 1 0 0 0 S4 

2 -3 0 0 1 1 0 0 S1 

12  1 0 0  1 0  0 0  Zp  

 الحل الأمثل:

�� = 4 
�� = 0 

�� = 12 

  تغیرات في معاملات دالة الهدف: .3

����� افترض أن دالة الهدف تغیرت إلى:  .أ  = 4�� + � � 

  معا. ��و �� التغیر هنا شمل معاملي

تیح لنا العلاقة بین الأصلیة و الثنائیة إمكانیة إیجاد قیم متغیرات الثنائیة من الحل الأمثل ت

  للأصلیة و العكس صحیح.

صلیة، لكن باستخدام و علیه نقوم بحساب قیم متغیرات الثنائیة من الحل الأمثل للأ

  معاملات متغیرات دالة الهدف الجدیدة.

(��, ��, ��, ��) = (1,4,0,0) �

2/3 −1/3 0 0
−1/3 2/3 0 0

−1 1 1 0
−2/3 1/3 0 1

� 

= (−2/3,7/3,0,0) 
�� = −2/3 
�� = 7/3 

�� = 0 
�� = 0 
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بعد إدخال التغیرات الجدیدة من خلال: الفرق بین  Zpالآن یتم حساب معاملات السطر 

 الطرف الأیمن و الأیسر لقیود الثنائیة المشاركة مع متغیرات الأصلیة.

��: �� + 2�� − �� − 4 = 0 
��: 2�� + �� + �� + �� − 1 = 0 

��: �� − 0 = −2/3 
��: �� − 0 = 7/3 

��: �� − 0 = 0 
��: �� − 0 = 0 

 S4 S3  S2 S1  X2  X1    

4/3 0 0  -1/3 2/3  1  0  X1 

10/3  0 0  2/3 -1/3  0  1  X2  

3 0 1 1 -1 0 0 S3 

2/3 1 0 1/3 -2/3 0 0 S4 

44/3  0 0  7/3 -2/3  0 0  Zp  

الجدیدة ظهور قیم سالبة، مما یعني أن الحل الحالي غیر  Zpنلاحظ من خلال قیم السطر 

  أمثل، و علیه باستخدام طریقة السمبلكس العادیة نواصل الحل لإیجاد الحل الأمثل.

 S4 S3  S2 S1  X2  X1    

2 0 0  -1/2 1  3/2  0  S1 

4  0 0  ½ 0  ½  1  X2  

5 0 1 ½ 0 3/2 0 S3 

2 1 0 0 0 1 0 S4 

16  0 0  2 0  1 0  Zp  

  

��                   و هو الحل الأمثل:  = 4 

�� = 0 
�� = 16 
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 افترض أن دالة الهدف تغیرت إلى:  .ب 

����� = 4�� + 3/2  

 متغیرات دالة الهدف الجدیدة.نقوم بحساب قیم متغیرات الثنائیة باستخدام معاملات 

(��, ��, ��, ��) = (3/2,4,0,0) �

2/3 −1/3 0 0
−1/3 2/3 0 0

−1 1 1 0
−2/3 1/3 0 1

� 

= �−
1

3
, 13/6,0,0� 

 .Zpثم نحسب قیم متغیرات الأصلیة في السطر 

��: �� + 2�� − �� − 4 = 0 
��: 2�� + �� + �� + �� − 3/2 = 0 

��: �� − 0 = −1/3 
��: �� − 0 = 13/6 

��: �� − 0 = 0 
��: �� − 0 = 0 

إذا ما أنه ظهرت لدینا قیم سالبة في متغیرات الأصلیة ، فإن الحل الحالي غیر أمثل، و 

نواصل الحل باستخدام طریقة السمبلكس العادیة لإیجاد الحل الأمثل، و ذلك بنفس علیه 

  الطریقة في المطلب السابق.

 ):��إضافة نشاط جدیدة ( .4

����� = 3�� + 2�� + 3/2� � 

St : 

�� + 2�� + 3/4� � ≤ 6  
2�� + � � + 3/4� � ≤ 8  

−�� + � � − �� ≤ 1  
�� ≤ 2  

��, ��, �� ≥ 0  

، حیث حسب المتغیر الجدید فإن قید الثنائیة  �� في البدایة یتم إیجاد قید الثنائیة المشارك مع

 :یصبح 

3/4�� + 3/4�� − �� ≥ 3/2  
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في جدول الحل الأمثل، و یتطلب ذلك إیجاد قیم متغیرات  Zpفي السطر  �� ثم إیجاد قیمة

 الثنائیة ابتداء:

�� − 0 =
1

3
→ �� = 1/3 

�� − 0 = 4/3 → �� = 4/3 
�� − 0 = 0 → �� = 0 
�� − 0 = 0 → �� = 0 

 مع نجد: �� بالتعویض في قید الثنائیة لمشارك

3

4
�

1

3
� +

3

4
�

4

3
� − 0 −

2

3
= −

1

4
 

 ثم حساب قیم العمود في جدول الحل الأمثل و ذلك كما یلي:

�

��

��

��

��

� = �

2/3 −1/3 0 0
−1/3 2/3 0 0

−1 1 1 0
−2/3 1/3 0 1

� × �

3/4
3/4
−1
0

� = �

1/4
1/4
−1

−1/4

� 

  

 S4 S3  S2 S1  X3 X2  X1    

4/3 0 0  -1/3 2/3  ¼ 1  0  X2 

10/3  0 0  2/3 -1/3  ¼ 0  1  X1  

3 0 1 1 -1 -1 0 0 S3 

2/3 1 0 1/3 -2/3 -1/4 0 0 S4 

38/3  0 0  4/3 1/3  -1/4 0 0  Zp  

، وعلیه نواصل الحل باستخدام طریقة السمبلكس Zpنلاحظ ظهور قیمة سالبة في السطر 

  للثنائیة لإیجاد الحل الأمثل الجدید.

  

  

  



  د.إلیاس سالم  ------ --------------- محاضرات في مقیاس ریاضیات المؤسسة 

31 

 

 S4 S3  S2 S1  X3 X2  X1    

16/3 0 0  4/3 8/3  1 4  0  X3 

2  0 0  1 -1  0 -1  1  X1  

25/3 0 1 -1/3 5/3 0 4 0 S3 

2 1 0 0 0 0 1 0 S4 

18  0 0  1 1  0 1 0  Zp  

 الحل الأمثل هو:

�� = 2 
�� = 0 

�� = 16/3 
�� = 18 
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  الفصل الرابع: مسائل النقل

تعد مسائل النقل من المواضیع البالغة الأهمیة في المؤسسة، لارتباطها ارتباطا وثیقا   

بتنافسیتها، حیث تعمل المؤسسة على توزیع أو نقل منتجاتها من مصادرها (مصانع، وحدات 

  ، مخازن، مصانع...) و بأقل التكالیف الممكنة.إنتاج، مخازن...) إلى مراكز التوزیع (أسواق

لمشاكل النقل، على اعتبار أنها إحدى  استعمال نماذج البرمجة الخطیة لإیجاد الحل ویمكن  

الحالات الخاصة للبرمجة الخطیة، غیر أن العدد الكبیر للقیود و المتغیرات التي تتكون منها 

البرمجة الخطیة لذلك، فنلجأ إلى استعمال مسائل النقل، یجعل من الصعوبة بمكان استعمال 

  نماذج النقل.

و لإیجاد الحل الأمثل لمسألة النقل یجب ابتداء إیجاد حل ابتدائي بإحدى طرق الحل   

  الابتدائي المتمثلة في:

 .طریقة الزاویة الشمالیة الغربیة 

 .طریقة التكلفة الأقل 

 وهناك طرق أخرى أیضا لإیجاد الحل الابتدائي

  تحسین الحل لإیجاد الحل الأمثل بإحدى الطرق:م ث  

 .طریقة القفز على الصخور 

  طریقة التوزیع المعدلةMODI. 

  مثال تطبیقي:

مؤسسة صناعیة لدیها أربعة وحدات إنتاجیة موزعة جغرافیا على كل من: وهران، الجزائر،   

بولایات: تلمسان، عنابة، قسنطینة، المسیلة، ترید نقل بضاعتها إلى مستودعاتها الخمسة المتواجدة 

  ورقلة، تیزي وزو و غردایة، و بأقل تكلفة ممكنة حیث أن الكمیات المنتجة هي كما یلي:

  المصادر  وهران  الجزائر  قسنطینة  المسیلة

  الكمیات  200  150  250  100
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  سعة المخازن التي تمتلكها هذه المؤسسة موضحة في الجدول التالي:

  المخازن  تلمسان  عنابة  ورقلة  تیزي وزو  غردایة 

  الكمیات  170  160  140  120  110

  تكلفة نقل الوحدة الواحدة المنتجة إلى المخزن مبینة بالجدول التالي:  

1.5  3  2  2.5  2  

3  2  1.5  1.5  3  

1.5  1  2  3  1.5  

2  2  2  2  2.5  

  لهذه المؤسسة المثلى المطلوب: أوجد تكلفة النقل  

  طرق الحل الابتدائي:

  الشمالیة: طریقة الزاویة

یتم الانطلاق من الزاویة الشمالیة الغربیة بأكبر عدد من الوحدات مراعیا في ذلك  -

  الكمیة المتاحة و الكمیة المطلوبة.

  بعد التشغیل یتم الانتقال عمودیا إلى الأسفل. 0إذا كانت الكمیة المتاحة = -

  تلمسان  عنابة  ورقلة  تیزي وزو  غردایة  المجموع
  المراكز

      المصادر

200  1.5  3  2  2.5  
30  

2  
170  

  وهران
    

150  3  2  1.5  
20  

1.5  
130  

  الجزائر  3
    

250  1.5  
10  

1  
120  

2  
120  

  قسنطینة  1.5  3
      

100  2  
100  

  المسیلة  2.5  2  2  2
  

700  

700 
  المجموع  170  160  140  120  110

8=(n+m-1) 
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 120) + 2(120) + 1.5(20)+ 1.5(130)+ 2.5(30)+2(170تكلفة النقل الإجمالیة = 

)1+ (10)1.5 + (100)2 = (1215.  

  ملاحظة:

یشترط في جدول النقل أن یكون متوازیا، أي أن یكون عدد الوحدات المطلوبة مساویا لعدد   

  الوحدات المعروضة.

  
  طریقة التكلفة الأقل:

نختار الخلیة التي بها أقل تكلفة في الجدول ككل، و تشغیلها بأكثر عدد ممكن من  -

  الوحدات مراعیا في ذلك الكمیات المعروضة و المطلوبة.

 یتم تكرار الخطوة السابقة حتى نصل إلى نتیجة النقل. -

  

 وهران

 الجزائر

 المسیلة

 قسنطینة

 تلمسان

 عنابة

 تیزي وزو

 ورقلة

 غردایة
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  تلمسان  عنابة  ورقلة  تیزي وزو  غردایة  المجموع
  المراكز

 المصادر

200  1.5  
110  

3  2  
90  

  وهران    2    2.5
    

150  3  2  1.5  1.5  
150  

  الجزائر  3
  

250  1.5  1  2  
120  

3  1.5  
130  

  قسنطینة
    

100  2  2  2  
50  

2  
10  

2.5  
40  

  المسیلة
      

700  

700 
  المجموع  170  160  140  120  110

8=(n+m-1) 

) + 2( 120) + 1.5( 130) + 1.5( 150) + 1.5(110) + 2(90الإجمالیة = تكلفة النقل 

40 )1.5 + (10 )2 + (50 )2 = (1105  

  طرق الحل الأمثل:

  طریقة القفز على الصخور (الأحجار المتنقلة)

 حل النموذج بإحدى طرق الحل الابتدائي. .1

 لسیر التالي:ع خط ااتبغیر في التكلفة للخلایا الشاغرة، وذلك باحساب صافي الت .2

  یجب أن یكون التحرك أو ما یطلق علیه مسار الحلقة مغلقا أفقیا یمینا أو یسارا و رأسیا

 إلى أعلى أو إلى الأسفل، التحرك القطري مرفوض، و أي انعطاف ینتج عنه زاویة قائمة.

 و في حالة الانعطاف ما عدا الخلیة المراد تقییمها  فقط خط السیر یمر بخلایا مشغلة ،

 خلایا المشغلة وسط الطریق لا تؤخذ في الحسبان.ال

  ،+ حساب صافي التغیر ینتج عنه الإشارات- ،+ ، - ، + ،-.... 

 بعد حساب صافي التغیر في التكلفة یمكن الوصول إلى الآتي: .3
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 ) أكبر أو یساوي) یعني أن الجدول الذي وصلنا إلیها هو جدول حل  0 ≥كل صافي تغیر

 أمثل.

  هذا یعني أن الجدول لیس  0التغیر في التكلفة لخلیة أو أكثر أقل من إذا ظهر صافي

 جدول حل أمثل.

  هذا یعني أن الجدول لیس  0إذا ظهر صافي التغیر في التكلفة لخلیة أو أكثر أقل من

 .جدول حل أمثل

 ) و تشغیلها بأكبر -نختار الخلیة التي بها أكبر صافي تغیر في التكلفة متبوع بإشارة ،(

 مكن من الوحدات مراعیا في ذلك الكمیة المتاحة و الكمیة المطلوبة.عدد م

 نختار الخلیة التي بها أقل  في أكثر من خلیة إذا كان هناك صافي تغیر في التكلفة سالب

تكلفة، و إذا كان هناك تساو في التكالیف نختار الخلیة التي یمكن تشغیلها بأكبر عدد 

 ممكن من الوحدات.

) یتم الانتقال إلى جدول جدید مع إهمال الجدول القدیم و تكرار التشغیلیل (بعد عملیة الترح .4

 الخطوات السابقة من جدید.

  تلمسان  عنابة  ورقلة  تیزي وزو  غردایة  المجموع
  المراكز

 المصادر

200  1.5  
110  1 

3  
2 -  

90  0.5 

2.5  

0.5-  

2  
  وهران

    

150  
2 

3  

0.5 

2  

0 

1.5  
1.5  

150  1 

3  
  الجزائر

  

250  
1 

1.5  
1  

120  1 

2  

2 

3  
1.5  

130  
  قسنطینة

    

100  
0.5 

2  

0 

2  
2+  

50  
2  

10  
2.5-  

40  
  المسیلة

      

700  

700 
  المجموع  170  160  140  120  110

)8=n+m-1 (  

  1105تكلفة النقل الإجمالیة = 
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  تلمسان  عنابة  ورقلة  تیزي وزو  غردایة  المجموع
  المراكز

 المصادر

200  1.5  
110  1.5 

3+  
2  

50  0.5 

2.5  
2  

40  
  وهران

      

150  
2 

3  

1 

2  

0 

1.5  
1.5  

150  1.5 

3  
  الجزائر

  

250  
0.5 

1.5  
1  

120  0.5 

2  

1.5 

3  
1.5  

130  
  قسنطینة

    

100  
0.5 

2  

0.5 

2  
2  

90  
2  

10  0.5 

2.5  
  المسیلة

    

700  

700 
  المجموع  170  160  140  120  110

0بما أن جمیع عناصر صافي التغیر في التكلفة    فإن الحل الحالي حل أمثل. ≥

) + 1.5( 130) + 10( 150) + 1.5( 140) + 2( 50) + 2(40تكلفة النقل الإجمالیة = 

120 )1 + (10 )2 + (90 )2 = (1085.  

  :MODIطریقة التوزیع المعدلة 

 إیجاد الحل الابتدائي بإحدى طرق الحل الابتدائي. .1

 Cij= Ui+Vjعن طریقة العلاقة:  Vjو  Uiإیجاد المتغیرات  .2

 .Cij .تمثل تكلفة النقل في الخلیة  

 .Ui,Vj .تمثل متغیرات الثنائیة  

 للخلایا غیر المشغلة. Cij- (Ui+Vj)إیجاد صافي التغیر في التكلفة عن طریق العلاقة  .3

 بعد حساب صافي التغیر في التكلفة یمكن الحصول على: .4

  0التغیر في التكلفة (جمیع صافي ) هذا یعني أن الجدول الذي 0أكبر أو یساوي  ≥

 وصلنا إلیها جدول حل أمثل.

 .إذا ظهر صافي التغیر بإشارة سالبة هذا یعني أن الجدول لا یمثل جدول حل أمثل 
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) ثم یتم تشغیلها بعد وضع -نختار الخلیة التي بها أكبر صافي تغیر مسبوق بإشارة ( .5

 التطرق إلیها في طریقة القفز على الصخور. الإشارات التي تم

) مع جدول جدید، و هكذا حتى یتم الوصول إلى 2بعد عملیة الترحیل یتم الرجوع إلى الخطوة ( .6

 الحل الأمثل.

  

  تلمسان  عنابة  ورقلة  تیزي وزو  غردایة  المجموع

  المراكز

 المصادر

U1=0 200  1.5  

110  1 

3  

2-  

90  0.5 

2.5  

0.5-  

2  

  وهران

    

U2=-0.5  150  

2 

3  

2.5 

2  

0 

1.5  

1.5  

150  1 

3  

  الجزائر

  

U3=-1  250  

1 

1.5  

1  

120  1 

2  

2 

3  

1.5  

130  

  قسنطینة

    

U4=0  100  

0.5 

2  

2 

2  

2+  

50  

2  

10  

2.5-  

40  

  المسیلة

      

  700  

700 

  المجموع  170  160  140  120  110

  V5=1.5  , V4=0  V3=2  V2=2.5  V1=2.5    

 )8=n+m-1 (  

  .1085تكلفة النقل الإجمالیة= 
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  تلمسان  عنابة  ورقلة  تیزي وزو  غردایة  المجموع

  المراكز

 المصادر

U1=0 200  1.5  

110  1.5 

3  

2  

50  0.5 

2.5  

2  

40 

  وهران

      

U2=-0.5  150  

2 

3  

1 

2  

0 

1.5  

1.5  

150  1.5 

3  

  الجزائر

  

U3=-0.5  250  

0.5 

1.5  

1  

120  0.5 

2  

1.5 

3  

1.5  

130  

  قسنطینة

    

U4=0  100  

0.5 

2  

0.5 

2  

2+  

50  

2  

90  0.5 

2.5-  

  المسیلة

    

  700  

700 

  المجموع  170  160  140  120  110

  V5=1.5  V4=1.5  V3=2  V2=2  V1=2    

)8=n+m-1( 

  .1085تكلفة النقل الإجمالیة = 
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  حالات خاصة:

تساوى عدد الكمیات حالة عدم التوازن (عدم تساوي العرض مع الطلب): و یحدث عندما لا ت .1

دد الكمیات المعروضة، حیث یفترض نموذج النقل أن یكون متوازنا، أي عدد المطلوبة مع ع

 یه:الوحدات المطلوبة یساوي عدد الوحدات المعروضة، و عل

 یف سطرا وهمیا ضنأكبر من عدد الوحدات المعروضة  إذا كان عدد الوحدات المطلوبة

 بتكلفة صفر ثم نواصل الحل.

  إذا كان عدد الوحدات المعروضة أكبر من عدد الوحدات المطلوبة نضیف عمودا وهمیا

 بتكلفة صفر ثم نواصل الحل.

 وهران

 الجزائر

 المسیلة

 قسنطینة

 تلمسان

 عنابة

 تیزي وزو

 ورقلة

 غردایة
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یا المشغلة أقل من ا یكون عدد الخلا): و یحدث ذلك عندمعدم  الانتظام لال (حالةحالة الإنح .2

) أقل من عدد الخلایا المشغلة، و n+m-1المصادر، أي أن تكون العلاقة (مجموع المراكز و 

 خلیة الشاغرة بكمیة مقدارها (ع) أي عدد صغیر جدا.الفي هذه الحالة نقوم بتشغیل 

ع من مصدر حالة الطرق الممنوعة: قد تصادف في بعض الحالات عدم الرغبة في التوزی .3

معین إلى مركز معین لسبب ما (طریق غیر آمن، طریق غیر معبد، عدم توافر المواصفات 

) في الخلیة المعنیة ثم نواصل الحل Mفي منتوج ما...)، و علیه نقوم بوضع تكلفة كبیرة جدا (

 بالطرق المعروفة.

وجد حل بدیل في )، صفر، فإنه ی0الحلول البدیلة: إذا وجد في خلیة أو أكثر صافي تغیر ( .4

 هذه الحالة.
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  L’affectationمسائل التخصیص (التعیین) الفصل الخامس: 

تعتبر مسائل التخصیص حالة خاصة من مسائل النقل، و من أبسط البرامج الخطیة، إلا 

أنها كثیرة الاستخدام بصورة أساسیة في حالة مسألة التعیین، و سنقوم بتقدیم هذه المسألة من 

  لتعیین (التوظیف).اوجهة نظر 

  فرضیات النموذج:

  عدد الأسطر یساوي عدد الأعمدة (مصفوفة مربعة). -

  .1المناصب المعروضة یساوي عدد الوظائف المطلوبة و یساوي عدد  -

  عملیة التخصیص یتم بدلالة (التكلفة، الربح،...) و یتم تحدیدها سلفا. -

  حل نماذج التخصیص:

اتباع الخطوات الطریقة المجریة (الهنغاریة)، ب سنقوم بحل مسائل التخصیص باستخدام 

  التالیة:

 مصفوفة.وضع تكالیف النقل في شكل  -

 نقوم بطرح أصغر عنصر في كل صف من جمیع عناصر الصف (التخفیض الأول). -

نقوم بطرح أصغر عنصر في كل عمود من جمیع عناصر العمود انطلاقا من  -

 التخفیض الأول (التخفیض الثاني).

نؤطر أحد الأصفار في كل سطر یحتوي على أقل عدد من الأصفار، ثم نشطب جمیع  -

السطر و العمود الذي یقع به ذلك الصفر، حتى لا یبقى لدینا  الأصفار الواقعة في

 صفر بحاجة إلى تأطیر أو تشطیب.

احد مؤطر في كل سطر و في كل اختبار الحل: هل یحتوي الجدول على صفر و  -

 عمود؟

  فإن الحل الناتج هو حل أمثل و یجب أن نتوقف. نعمإذا كان الجواب . 

 وة الموالیة.ننتقل إلى الخط لاإذا كان الجواب . 

 .Ford-Fulkersonفي هذه الخطوة تستعمل خوارزمیة  -

 كل الأسطر التي لا تحتوي على أي صفر مؤطر.(×) نؤشر بعلامة . 
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  حالة التعظیم:

  في بعض الأحیان قد نكون أمام حالة تعظیم الهدف (المردودیة، الإنتاجیة،...):

نحدد أكبر قیمة في المصفوفة، ثم نطرح منها جمیع عناصر المصفوفة، فنحصل على  -

 للأصلیة.الصورة المرافقة 

 .Minنتعامل مع المصفوفة الجدیدة كأنها حالة تدنیة  -

 عند بلوغ الحل المثل نعود للمصفوفة الأصلیة لحساب قیمة الهدف. -
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