Département de Physique Corrigés TD N°1(Intégrales simples et multiples)
Module : Séries et Equations Différentielles(MATH3) Présenté par : Dr S.Bounab

Exercice N°1:
2
Calculer 'intégrale | = ff 3%dxdy AvecD = {(x,y) ERY-2< x<1,0<y<1}
D

Solution :
1 1

1x2
dxdy = 2 —|
foy_l_lxy jxdx >+ 3

x=-2 y=0

1
f x|1n|y+1llé=31n2

xX==2y=

Exercice N°2:
Calculer I'intégrale I = [f, sin(xy) dxdy Avec D = {(x,y) E R¥1 < x < 2,0 < xy < m}

Solution : on peut écrire D = {(x, y); 1<x<2et0<y< %}

2 x 1| % | . . 1
I = f fsin(xy) dxdy = f | fsin(xy)dyidx = f[— cos(xy)]oydx= f 2dx =6
x=1y=0 x=—2ly=0 J s x==2

Exercice N°3:

Calculer l'intégrale I = [f (x + 2y)*dxdy
Avec D est le triangle de sommets (0,0); (1,1); (2, —1)

x=1
Solution : 01y A D2
La surface D est délimitée par trois segments de droites :
Le segment de droite OA admet une équation : y = x o el
Le segment de droite OB admet une équation:y = _71x y=-112x

Le segment de droite AB admet une équation:y = —2x + 3

Par conséquent on aura :

[= f (x + 2y)%dxdy = j (x + 2y)%dxdy + JJ (x + 2y)%dxdy

D,
1 x 2 —2x+3
f f x + 2y)2dydx + f f (x + 2y)?dydx
%T x=1y=%§x

Oul = Jx:o [f;=—71x(x + 2y)2dy] dx +J [f 2x1+3(x + 2y)2dy] =
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1 4 2 —2x+3
fxy+ y+2xy _1 dx+fxy+ y+2xy] dx
x=0 3 x=1 y__x
1 2
s ~2577
dx + 9x —36x+27)d
32
1
Exercice N° 4 : Calculer laire dela région coloriée dans la figure ci-dessous:

‘Fy 2y=x+3
v

\\ 3y=-x-6

Solution : 'aire dela région coloriée est I = [f, dxdy ot D est la région délimitée par les quatre

segments de droites :
L'intersection entre les segments de droites y =x +2ety = —g — 2 est le point (=3 —,1)

L'intersection entre les segments de droites y =x + 2 ety = §+ 2 est le point (—1,1)
L'intersection entre les segments de droites x =3 ety = —g— 2 est le point (3,-3)
L'intersection entre les segments de droites x =3 ety = ’Z—C +§ est le point (3,3)

Alors on peut décomposer T'aire D en deux régions comme suite

1= [ ety [ sy

Dy D,

Avec Dy ={(x,y); —3<x<-let T-2<y<x+2}et

D ={(xy); -1<sx<3et Z-2<y<+3

-1 x+2 3 %"‘%
I =J dxdy = j J dydx + f J dydx
D x=_3y=_—1x—2 x=—1 y=_—1x—2

3 3
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3

-1
i [ ferdfars [ [BrsZa=te 2o
- 3* x 6 T2 T3T 3T

x=-3 x=—1

Exercice N5

vy dxd
Calculer l'intégrale [ = HD #&Cyz)Avec D={(x,y)/0< x<1,0<y<1}

Fait le changement des variables x = u®ety = %

Solution :

Si on fait le changement des variables x = u“ety = % alors on aura le Jacobien

d 0

a—x a—x 2u 0
]: u v:—_v 1:2

o o .

ou OJv

2dudv
B {f A+ +v2)

Avec A= {(u,v); 0 <u <1et0<v <u};par conséquent on trouve :

r dv
J(l + v2)
0

1
2 arctgu

- (1+u?
0

1 2

d —2[1 t 2] I
u= 2arcgu .16

du

1
:I—J 2
) A+u?)
0

Exercice N° 6:

u
Calculer l'intégrale I = ff e(xﬂ') dxdy AvecD = {(x, y)/x >0,y > 0,% <x+y< 1}
D

1 1
fait le changement des variables x = > (u+v)ety = 5 (u—v)

Solution :

Si on fait le changement des variables x = u?ety = 5 alors on aura le Jacobien

Ox Ox 1

J = ou Jv| _ |2 =__1
oy | 1
Ju Jdv 2
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1 v
=§ffeududv
A

1 .
Avec A= {(u v); sSsuslet—u<vs u} ; par conséquent on trouve :

Exercice N° 7: Calculer les intégrales : f f x¥ydxdy, y dxdy

AvecD = {(x,y)/x+y =1,x> +y?< 1} et A= {(x,y)/yZO,x +y2—x2>0,x>+y2—2x <0}

Solution :
1. L'intersection entre les segments de droites y = 1 — x et le cercle x* + y?= lest le

point (0,1) et (1,0) , donc on peut écrire D = {(x, y); 0<x<letl—x<y<+1- xz}

1

1 V1-x?
I=ffx3ydxdy= fxz f ydy|dx = f
x=0 y=1-x

J-( x +x3)dx——0

y dxdy

On fait le changement des variables, en utilisant les coordonnés polaires
x =pcosBety =psinf ; Alors on aura le Jacobien | = p
L'intersection entre y > 0,x% + y2 — x > 0,x? + y?— 2x < 0 donne :
/s
0<#6 SE; cosf < p < 2cos B

Dans ce cas on trouve :

z n
2 2cos 6 7
x i
J= _U X2+ yngdy = J j (cos 8 — sin Q)dp do = f[(cogz 0 — sin 6 cos 0)] do
A Y 6=0 | p=cos @ 9=0

A

2

f 1+c0529) - p d9—|9+1'29 1_205_71 1
9 sin 6 cos =3 4sm 2sm L T172
=0
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Exercice N° 8:

3
Calculer l'intégrale I = [[f cos(x +y + z) dxdy dz Avec D = [O, %]

Solution :

I=fffcos(x+y+z)dxdydz
D

T T T T
) ) -
f j cos(x +y+2z)dzdydx = f f [sin(x +y + z)]gzodydx

z=0 x=0y=0

0
Y3
2
T
f sin(x+y+z)—sin(x+y) dy|dx

y=0 =cos(x+y)

Vs
T s
[sin(x + y) + cos(x + y) ](Z)dx sin (x + —) —sinx + cos (x +

o"’Nletl

T
—) —cos x| dx

s
2
- 2 ;
0 (ofe]S5:¢ —sinx
s
2
w
= j —2sinxdx = [2 cosx]} = —2
0
Exercice N° 9 Calculer l'intégrale | = f f f —3dxdy dz
(x+y+z+1)

AvecD = {(x,y,2)/x =20,y =>0,z=20,x+y+z <1}

Solution :

1[ 1—x [1—x-Y

. ]
1 1
_fff(x+y+z+1)3dxdydz_ f f f (x+y+z+1)3dz dy | ax
D |

x=0 Ly=0 z=0

&

Il
'c',%»-x

-3 f[szx e +1)]dx 2 42In2

Il
|
w
—_—
—

Y —
4+(x+y+1)]yzoldx_

=
1l
o

P 1-x— [ 1-x
I[(x+y+z+1)2] ydy dx=- I I%_m

dy|dx

Exercice N° 10 Calculer l'intégrale I = [[[ (x* + y*)dxdy dz
Avec D ={(x,y,2)/x?+ y?+ z2< 1}
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Solution :onax?+ y?+ z?= 1 représente équation de sphére de centre (0,0,0,) et de rayon R = 1.
On passe en coordonnées sphériques :

y = rsingsinf
Z =TCosQ
Avec(0 <1 <1,0<0 <2m0 < ¢ <) et leJacobien | = r’sing

{x = rsingcos

I = ﬂ (x2 + y?)dxdy dz
D

I

r?sin?@) r’sing do dfdr

0

”"»—\g\r—\

L
e

T[
1 1 1 "
f (1 — cos?@) sinpde = [§r5] X [6]3™ x [—cos<p + gcos3go
0
z=0

»—\l =
ul|

Exercice N° 11:
Calculer le volume V limité par la sphére de centre (0,0,0) et de rayon R =1 et le cylindre

d’équation x?+ y?=1y

Solution :

= Jf dxdy dz
4

On passe en coordonnées cylindriques :

x = pcosO
y = psin
zZ=1z

Avec le]acobien | = p et
lI'équation du sphére donne : x2+y2+z2=1=p?+2z2=1 alors : —\J1—p? < z < /1 —p?

12 1\’
l équationdu cylindre :x2+y2=y<<:> x2+<y—§> Z(E) >=p2=psin9alor5:0SpSsin9 et 0<0<m
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= ff dxdy dz
14

n [ sing [
= ] f pdz dp|df
6=0p=0 | m

j Zp,/l— dp do

sin @

-— 1- 2)3/2] de = _?2 j(cos3 6 —1)do = Z?H

Exercice N° 12:

Calculer l'intégrale I = [ff (x* +y* + z9)dxdy dz
Avec D ={(x,y,z) /| z=0, x?+y%2 <z?etx?+y2+2z2<1}

Solution : L'intersection entre le cylindre x?+y? = 2z%et sphérex®+y*+z?=1 et z >
1 . . : or :
Odonne : z = 7 on peut alors décomposer le domaine D en deux domaines le 1% est celui du

cylindre et le 2°™ est celle du sphere,

» en utilisant les coordonnées cylindriques :D, = {(p, 0,z); 0<0<2m; 0<z<

. etD2={(p,9,z); OseszmistsLOSps\/l—zZ}

TOSpSZ}

I:ff (x2+}’2+23dXdydz=ﬂ‘ (x2+y2+zz)dxdydz+ff (x% + y? + z9dxdy dz
D D
Avec

I, = fﬂ(xz +y2 + z%)dxdy dz = J:Up(pz + z%)dpdz d =
o Dy

1 1
- [ P s [ 7
1 1 z
= | de| > JZp(p +2z3)dp|dz| = 2m x| _[E —(p? +Zz)] dz|
6=0 lz=0 p=0 [z= p=0 J
1
N
T 3
=—X 3zY)dz =
2 Z_O( ) 402

Et
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I, = ff (x?2 +y? + z%)dxdydz = f,U'D(’DZ + z%)dpdz d =
D, D,

2n |r 1 1@ -I |r 1 i 17 -I
= d9| f 5[ 2p(p* +z%) dp dz|=2n><| ji[i(p%zz)z] i dz|

! J pe

= el I = |

N 1(1—24)dz=z<g—%)

Par conséquent on trouve :

[=1 +L = 37 +T[(4- 19)_27r<1 1)
VU2 40vZ  2\5 2042/ S
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