Série d’exercices de TD #1
(Transformées en Z et Z inverse)

Ex#1:

a- Calculer la transformée en Z (T.Z) de chaque signalogique(t) suivant :
- Xa(t)=u(t) avec u(t)=1 pou t>0 et 0 ailleurs

- Xa(t)= €% u(t)

- Xa(t)=tu(t)

b- Déterminer la TZ des séquencsvantes :
-x(n)= a"

- X(N)=n-5

-x(n) = n+1

-X(n) = (n+ 2)2

-x(n) = 2"n?

c- Soit un systéme linéaire invariant dans le tenves #& réponse impulsionnelle :
a" n=0
h(n) =
0 n<O0
et la séquence d’entrée est donnée par :
1 0s<nsN-1
x(n) = .
0 ailleurs
- Déterminer la TZ de la séquence de sof(ing.

EX#2:
a- Calculer la T.Z inverse (TZIl) de la fonction cisseus :
1
X(2) =
(2 1-az™*
b- Déterminer la TZI d&X(z) par la méthode de fraction rationnelle
1
X(2)=————
(2 6-5z"1+2z7
c- Calculer la TZI de la fonctioK(2) par la méthode en série de puissance
_ pmar
X(2) = Ll-e%)z

C(z-D(z-€e)
d- Calculer la TZI de la fonction suivante utilisaatrhéthode des résidus
6-9z7"

H(z) =
(2 1-2521+272




Solutions du TD#1 :
Ex#1:
a- La T.Z pour des signaux analogiques :

- Xa(t)=u(t) avec u(t)=1 pou t=0 et O ailleurs

ut) a u(n)
t »

X(2) = i x(n)z™"

m 1_ qm+1
Cette série est une série géométrinec(k = )
= i Z_n k=0 - q
n=0
1z
Alors X(2) = T 71 avec|7> 1
_ Xa(t) — e—at
X@=Y ez =Y (e
n=0 n=0 avec|e® 2 >1 or |27 <e”, [4>€7
1 _ z

1-e 3zt z-¢@

- Xa(t)=tu(t)

X(2)=>.nTz " =Tz +2Tz7%+,... (1)

n=0

7 X(2) =Tz 2 +2Tz3+,... (2)
1)-2)= A-zHYX (D) =Tz +Tz2+Tz3,... (3)
7 A-zHYX(2) =Tz 2+T2 3 +T24,... (4)
@-@) = @-z1)°X(9=Tz"

Finalement, on trouve

Tz Tz

XA =y Ty




On peut utiliser la propriété de la multiplicatipar la variable d’évolution

vt (9"
(z{n x(n)}—( Zdzj X(2))

z j — T 1.(z-)-z1_ Tz
z-1

_ dU(z):_ oz _
Z{nTu(n)} = zT—Olz ZT( (2-1)° (z-1)°

b- Calcul de la T.Z de(n) :

n Im
-X(n)= a'u(n) * Région de
° ° n convergence
- a
X(z)=) a"z" =Z(—j .
n=0 =0\ 2/ avec|S| <1
_ 1 _ z z -a a > Re
1-azt z-a é\/
/

-x(nN)=n-5
La TZ de ce signal discret est obtenue par I'@ilan de la propriété du retard.

00

Z{x(n-5}=>"x(n-5z"

n=0

= Yx(i)z
j=-5

Z{x(n-5)}=2" ix(j)z'j avecx(j)=0 pourj< 0
=5

Z{x(n-5)} = z'5ix(j)z'j 2°°X(2)

i=0
— -5 z*
- ((1—z'1>2J

La TZ de ce signal discret est obtenue par I'@ilen de la propriété de I'avance.

D’ou

-x(n) = n+l

On posgy(n)=n= x(n) = y(n+1)

2{m} = Z{y(n+D} = Y yn+ 2"

- z{v(z) Y y(j)z"'j

B zt _ zv ). 1
z{x(n>}—z(—(l_z_1)2 y(@j z(—(l_z_l)z o] e



-X(n) = (n+ 2)2
La TZ de ce signal numérique est obtenue en uitlisepropriété de la multiplication par la

variable d’évolution :

z

il
2 (z—l)zj _2z+)
Poury(n)=n", Y(2) = -z dz (z-)°

Maintenant, on applique la propriété de I'avanceuD

X(2)=Z{y(n+2)}= zz(v(a —Zy(j)z'ij

_ o[ Az+Y) L0 +1 7Y | = z’(z+)) - z(42° -3z +1)
(z-1)° (z-1)° (z-1)°

La méthode directe est donnée par
z{n+27}=> (n+2%z"
n=0

= i(n2 +4n+4)z" = inzz‘n +4i nz™" +4il.z‘n
j=5 j=5 j=5 j=—5

_Z(z+D) zZ 42 _ 2(42° -3z+1])
(z-1° (z-D* z-1 (z-1)°

-x(n) = 2"n?
La TZ est obtenue par I'utilisation de la tabza{;g“nz} = a(z(z+)531) )
z-a
Alors 2{2” n2} = w
(z-2)

On peut aussi utiliser la dérivée

oz
k=%,

nl_ _df z \_ 2z
2{o"n}= ZE(z—zj'(z—z)z

nel__ df 2z |_2z(z+2)
Z{2 nZ}_ Zdz((z—Z)zj (z-2)3

1- Calcul deY(2)=7?
Puisquey(n) = x(n) * h(n)
Y(2) = X(2)H(2)



+00 -N

X(2) =) x(n)z™" = Nz_:lz‘” = i__z_l

n=0 VA

1
1-az

— avec|7>0

H(z)=) h(nz" =) a"z" =
n=0 n=0
Finalement, on trouve

1-z% 1 722@-z7Y)
1-zt1-azt (z-1)(z-2a)

Y(2) = avec|Z>0

2- Calcul dex(n)=?

z? z?

62 -5z+1 6(z-1/2)(z-1/3)

X(Z):E( A + B j
6\z-1/2 z-1/3

A= lim —% =3
z-1272-1/3

X(2) =

B= lim —Z=
z-1/372-1/2

x(z):l z 1 2z
22-1/2 32-1/3

x(n)=ej u(n)—(?l)’j u(n)

Ex #2:
1
1-az?t

D’apres la table des transformée en Z, on obtigatttment la TZI. D’ou

(a) Calcul de la TZ inverse (TZI) del (2) =

h(n) = a"u(n)

zl-e®)
(z-)(z-e™)"

(b) Calcul de la TZI deH (2) =

1- La méthode de fractions rationnelles :

H(z _  (@-e™)
z  (z-D(z-e™)
_A_ B
Cz-1 z-€@




A:Iim(z—l){ (1_e_aT)_T }:1
z-1 | (z=1(z-€™*)

B= Iim(z—e’aT){ A-e*) ] }:-1
-aT (z-D(z-€™*")

zZ-¢€

Avec

VA _ Z
Z_l z_e—aT

Alors, H(2) =

A partir de la table, on peut facilement obtenirdponse impulsionnellgnT)
h(nT) =1-e™"
2- La méthode en série de puissance (méthode de divisipolynomiale) :

La division euclidienne de deux polynémestdéz donne

1-e)z 22 -(@1+e@M)z+e?l

Q-e)z-(1-e*T)+ (e -eT)z™! Q- ™M)zt +(1-e )22+ (- )23 + ..

(1_ e—aZT ) _ (e—aT _ e—a2T )Z—l

(1_ e—aZT ) _ (1_ e—aZT )(1_ e—aT )Z—l +

e—aT (1_ e—aZT )Z—Z

H(Z=0-e* )z +1-e*)z?+1-e* )z +...
=x(0) + x(T)z™" +x(2T)z > + x(3T) 22 +...
Alors on peut déduirB(nT) comme
h(nT) =1-e™"
3- La méthode des résidus :
h(nT) est la somme des résidus Héz)z""aux pbles dél(z )

(l-e)z

~——sont :z=1 etz=e™"
(z-D(z-€e™)

Les pOles deH (2) =

Le résidu & un pole=a d’ordreq de la fonctionX (Z)Z"* est donné par :

1 dvt

Res] =l im—————
z-a(q-1)! dz*

[H@Z)z™(z-a)"]

Z"(z-1|=1

1-1 _qar
Res; =1 im d_| e )z
2-1(1-1)! dZ¥2 | (z-1)(z-e ™)



Resl. =1 im

ze

1- o n- -a — _pman
[(zfl)(ez—e)‘z"’”)Z (e T)}__e T

Alors
h(nT) =Res; +Res. , =1-e™™"

(c) Calcul de la TZI deH(2) :

_ 6-9z2t _ 62°-9z
H(2) = -1 -2 T 2
1-2527+2 2°-252+1
H(z) _ 6z-9 _ A + B

z (z-2)(z-05) z-2 z-05

A:Iim(z—Z){ 62-9 }:2

22 | (z-2)(z- 05)
B:Iim(z—O.S){ 62-9 }4
2-.05 (z—-2)(z-05)

On utilise la table, on obtient
h(n) = (4(05)" + 2"™")u(n)
(d) Calcul de la TZI déd(2) utilisant la méthode de fractions rationnelles.
1+2z7 + 272
H(z) =
(2 1-z"+0.35€z7°
Les pbles déi(2) sont :
2=0.5+j0.3257
2,=0.5-j0.3257
-1 -2
@)= 22 2
1-zz7)A-2z2")
1.8082-4.8082z™
1-zz")(1-2,27)

=2.8082-

18082-4808%" _ A A
a-zz"@1-2zz") 1-zz' 1-2z,7

1

A=0.904+{5.993
A=0.904-j5.993



