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Préliminaires

0.1 Introduction

Cours polycopié pour le module Espaces de suites et leurs opérateurs.

Dahmane Achour. E-mail: dahmane.achour@univ-msila.dz

Le présent polycopié reprend un cours de deuxiéme année Master ” Analyse Fonction-
nelle” donné & 1’Université de Mohamed Boudiaf-M’sila pendant les années 2018-2020. Ce
cours vise & fournir aux étudiants les propriétés essentielles concernant les espaces de suites
de Banach £,(X), £;(X), £, (X) et les idéaux d’opérateurs (au sens de Pietsch). Comme
tout cours de Mathématique, il doit étre lu avec un stylo et une feuille de papier blanche &
la main pour vérifier pas & pas que toutes les assertions sont correctes. Chaque chapitre de
ce cours se termine par des exercices non corrigés.

Objectifs. Le but de ce cours est de fournir les outils nécessaires et largement utilisées
dans la théorie des idéaux d’opérateurs. Il a aussi pour objectif fondamental de guider

I’étudiant dans la résolution des problémes parfois difficiles.
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0.2 Espace de Banach

Définition 0.2.1 (Suite de cauchy)
Soit (X, d) un espace métrique. On appelle suite de cauchy dans X une suite (x,)nen telle
que

Ve > 0,IN,Vm,n > ng: d(xy,,z,) <€

Définition 0.2.2 (Espace complet)

Soit (X, d) un espace métrique. On dit que X est complet si toute suite de cauchy converge

dans X.

Définition 0.2.3 Soit X un espace vectoriel sur K. Une fonction ||-]] : X — R est dite
norme st pour tous x,y € X et A € K

1 ||z]| =0 <z =0,
2 el = (ALl
3 Ml +yll < flll + yll-

Autrement dit, toute norme est positivement homogene, ¢’est-a-dire vérifie (2) et satisfait

I'inégalité triangulaire (3). Un espace vectoriel muni d’une norme est dit normé.

Définition 0.2.4 (Espace de Banach)

On appelle espace de Banach un espace vectoriel normé complet.

Définition 0.2.5 Soient X un espace normé et (x,), est une suite d’éléments de X. La

+oo +oo
série g x, est dite absolument convergente dans X si la série numérique g ||| est
n=1 n=1
convergente.

Théoréme 0.2.1 Un espace normé X est de Banach si et seulement si toute série de X

absolument convergente est convergente.

Soient X et Y deux espaces vectoriels normés. On note £(X,Y") 'espace des applications

linéaires continues de X dans Y
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Proposition 0.2.1 (L(X,Y),[|"[|z(xy)) est un espace vectoriel normé pour la norme

1T ()]ly
17| = sup :
LX) Ay 7l

Définition 0.2.6 (Convezité) Soit X un espace vectoriel et A une partie de X.

1) On dit que A est conveze si
Ve,ye AetVAe]0,1[: e+ (1—-ANye€ A

2) Une fonction ¢ : X — |—00,+00[ est dit conveze si son épigraphe est conveze.

De fagon équivalente, on dira que p est conveze siVx,y € X,V € |0, 1[p(Az+(1-N)y) <
Ao(z) + (L= ANe(y).

Définition 0.2.7 (Semi-continue inferieure) Soit X un espace topologique. Une fonction
v : X — |—00,+0o0[ est dit semi-continue infieurement si l'une des trois propriétés sont
vérifiée:

i) L’épigraphe epi(p) = {(x,y) € X x R, p(z) < A} est fermé dans X x R

ii) L’ensemble {x € X, p(x) < A} est fermé dans X pour tout A € R.

iii) Pour tout x € X, tout suite (T,)nen tend vers x, on a:

lim inf p(z,) = lim (inf (x)) > ¢(x)

n—oo n—oo k>n
Exemple 0.2.1 1. toute fonction continue est semi-continue infieurement.

2. une fonction f : X — R est continue <= si [ et (—f) sont semi-continue infieure-

ment.
Définition 0.2.8 Un hyperplan (affine) est un ensemble de la forme
H={zeX: f(x)=a} (H est fermé < f bornée)

Théoréme 0.2.2 (Théoreme de Hahn Banach, forme géométrique) Soient A et B deux
ensembles convexes non wvides et disjoints d’un espace vectoriel normé réel X. Si A est
ouvert,il existe une forme linéaire continue f sur X (f € X*).et a € R tels que pour tout
a € Aettoutb € B, on ait f(a) < a < f(b). En particulier, A et B sont séparés par
I’hypothése affine fermé H.
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Définition 0.2.9 (Théoreme de graphe férmé)
Soient X etY deux espaces de Banach et T : X — Y est une application linéaire. Alors,

T est continue si et seulement si son graphe G(T) est fermé dans lespace de Banach X xY .

Définition 0.2.10 (Théoreme de Banach-Steinhauss) Soient X etY deux espaces vectoriels
normés, et (T,,), une famille de suites dans L(X,Y"). On suppose que X est complet et que,

pour tout v € X

sup | T, (@)l < oo.
neN

On a alors

sup || Tl o x,yy < 00
neN

0.3 La convergence faible

Définition 0.3.1 Soit X un espace de Banach. La suite (x,), de X est dite converge

faiblement vers x € X si

Vie X*: lim f(z,)=f(x)

n—---+o00

. . w
et on écrit x,, — .

Proposition 0.3.1 Soit X un espace de Banach et soit (x,,), une suite de X. On a

a) Si (x,), converge vers x fortement, alors elle est convergente faiblement vers x, i.e.,
( lim ||z, —z| = 0) — (xn — x)
n—-—+00
b) Si x, — x, alors (||z,|), est bornée. De plus on a
|z|| < liminf ||z,|| .
n—-+00

c)d) Siz, — x, et f, — f fortement (|| f, — f|

o — 0) dans E*, alors f,(x,) — f(z)

On notera X et Y deux espaces de Banach. La norme sur X est usuellement notée
.|| ou simplement .||, orsqu’un seul espace est en jeu. La boule unité fermée de X

sera notée Bx. On désigne par X* le dual topologique de X : I'espace des formes linéaires
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continues sur X muni de la norme duale || f||y. = sup|f (z)|. On note £ (X,Y’) 'ensemble
des applications linéaires continues de X dans Y. <

On dira que deux espaces de Banach XY sont isomorphes (X ~ Y) si il existe un
opérateur invertible I (dit isomorphisme) de X dans Y. Un opérateur linéaire continu 7 :

X — Y tel que | T (x)|| > c||z| pour quelques ¢ > 0 et tout x € X est dit isomorphisme.

Une isométrie est un opérateur linéaire continu [ : X — Y telle que || (z)| = ||z||
pour tout x € X. Deux espaces de Banach X, Y sont isométriques (X ~ Y') §'il existe une

isométrie entre X et Y.



Chapitre 1

Espaces de suites de Banach

1.1 Le dual de /,(X)

Sia* = (x})r, € £y«(X™) ou p* est exposant conjugué de p, alors la formule

Vor (@) = D (@n), 7 = (20)72 € £p(X) (1.1.1)

n=1

définit une forme 9. € [(,(X)]".
En effet, en appliquant I'inégalité de Holder, on obtient que v_.(x) est bien défini et

[V (@) < [[(zn)nZa [l (27)7%

p* -

Par conséquent,

Yy € (X)) et [|thy- || < |27

Ainsi, I'application linéaire J : £,«(X*) — [(,(X)]" définie par J(z*) = 9,. est continue,

,~ bour tout 2 € £ (X™).

de norme < 1. Comme ¢(X) est un sous-espace de (o (X ), les mémes formules définissent

aussi une application linéaire continue J : ¢1(X*) — [co(X)]" de norme < 1.

Théoréme 1.1.1 Soit 1 < p < +oo. Alors ({,(X))* est isomorphisme isometrique a

U (X*), o une suite x* = (x}), dans (,(X*) est identifiée & la fonctionnelle linéaire
f donnée par
f(x)= Z:U;i(xn) pour tout x = (x,)n € £y (X). (1.1.2)
n=1
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Preuve. On considére 'opérateur linéaire
S G (X)) — (G(X))
(@) — J((@)n) = f,

telle que f est la fonctionnelle linéaire comme dans (??). De plus, pour (z;); € ,(X) et

par l'inégalité de Holder, on obtient

() = | )

< X [l gl
i=1
1 1
%) . p* o0 P
«||P

< (Z [ ) (Z H%’Hp)

i=1 i=1
=[]l 1511, -

Ainsi, f est bien défini, continue et ||f]| < H(xj)] . Par conséquent, .J est bien définit,

continu et || /|| < 1. D’autre part, nous définissons I’application linéaire I par
L (6(X))" — £ (X7), H(T) = (T o )y,

ou I est lopérateur linéaire de X dans £,(X) donné par Iy(x) = (0,...,0,2,0,---), ou
x est la k-éme position dans la suite [ (). L’application [ est bien définie, linéaire et
continue, avec ||I; (z)[|, = [|z| pour tout z € X. Il est claire que T'o [}, = } € X*, pour
tout T € (£,(X))*. On montre que (T o Ij);-, € {,-(X*), donc (d’apres (??)) il suffit de

montrer que

> T o I e

k=1

< oo pour tout (ay), C K, ||(Ozk>ka <1.

Pour € > 0, il existe z, € X, ||z < 1, telle que (|1 o Ii|| = sup,, cp, |1 o Ir(xx)|)

2p*
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Soit (8;), C K avec |8,] =1 et |T o Ii(z;)| = T o Ix(xy)5, pour tout k € N. Pour chaque

(ax), € By,, et par I'inégalité de Holder on obtien

SIronlol < 8 (|Tofk<xk>|+%) o
k=1 ko:ol 2P*oo
< Yo |T o L) Jar| + 22— |l
k=1 - k=12P" -
(car Y T o Ip(xp)ag = T((anxn)n) et > -5 |ax] < 00)
k=1 k=12p"
< |Tofk<xk>||ak|+(zz%) (zmrp)
k=1 k=1 k=1
= ‘ T o Ii(wg)orBr| + € [ ()il oeveeererinnns ()
k=1
Puisque
> Toly(ze)awfy| = |IT((rBywr)r)l
k=1
< [T [(arBrrr)ell,,
< T I (er)xll,

nous pouvons conclure que

() < (71 + ) [[(er)ill, -

Donc

11T o Te[]),,

sup <|T|| + ¢ < o0.

[ten)i [|eBs,

> T o I e

k=1

T

Ce qui implique que (|| o I||), € ¢p-. Puisque € > 0 est arbitraire, nous avons (7o I), €
U (X)), avec ||(T" o Ix),
et |I]| < 1.

o < |7 pour tout T € (£,(X))*. Donc, I est bien définit, continue

*

En fin puisque [ o J = idy . (x~) et J oI = idy,(x). Par conséquent, £,-(X*) et (£,(X))

sont isomorphes isométriquement. m

Théoréme 1.1.2 On a lidentification isomorphisme isometrique

(co (X))" = £2(X7).
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Preuve. Pour tout k£ € N, on considére 'opérateur linéaire
In: X — o (X)), Iy (x) =(0,...,0,2,0,...),
ol x est dans la k-éme position. Il est clair que cet opérateur est linéaire borné et
| 1i (z)||, = ||z]|, pour tout z € X.
Soit 'opérateur linéaire
I:(co (X)) — 6(X"), I(T) = (T oI), .
Montrons que [ est bien défini c¢’est-a-dire montrons que
(T o I), € £1(X™) pour tout T € (¢ (X))",

donc (d’apreés (77)) il suffit de montrer que

> IT o Ll o,

k=1

< oo pour tout (ax), C K, ||(ax),l . < 1.

Pour tout k € N, on a T o [, € X*, de plus on a
1T 0 il < TN el = [IT1] -
D’ou, pour tout € > 0, il existe x;, € By, telle que
€
T o Ii|| <|T o Ix(zk)| + o
Pour chaque (o), C K, |[(ax),|l, < 1, on peut écrit

< 3 (T o Lu(@e)| |aw] + 5% |ax])
k=1

DT o I(w)| + > 5 |cul
k=1

k=1
00

= kz::l T o In(wx)| + € || (cn)pll o

= (%).

> T o I v
k=1

IN

Pour tout k£ € N il existe 5, € K, |5, = 1, telle que

T o I (z)| = T o Ii(xr) By
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Alors, on a

() = T o In(@i)Bi| + € low )il o
k=1
< |7 ];Ik(ﬂkxk) +el[(an)ll
< T )il + & 1)l -
Ce qui conclut que
T o LulDill, = sup | D N7 o Ill | < | T+ < oo.
[| ()i || <1 =1

Cela montre que (||7" o I;||), € ¢1, et bienstr (T o I;), € ¢1(X*), puisque ¢ > 0 est arbitraire,

on a

(D) = (T o I),ll, < Tl pour tout T & (co (X))
Alors I est continue avec une norme ||7]| < 1. D’autre part, on définit un opérateur linéaire
J0(X7) — (e0 (X)),

tel que

[e.e]

J(2") (x) = Y _ai(xw),

k=1
pour tout z* = (z}), € (1(X*) et © = (x1), € co (X). Avec ces notations on obtien

J(2%) (2)] = éxzm)
< i EANEN

[ee)
< @il 2 il

=zl Izl < o0

Puisque = € ¢y (X) est arbitraire on déduit que J est bien défini, continu et ||J|| < 1.

D’autre part 'application I est une bejection et I=! = J car
IoJ =idy,x+) et J ol =idyx)*
Ainsi, pour tout z* € ¢;(X*) on a
[ [y = {17 o J(@)I[, < [T (=),

d’ou || J(2*)|| = ||z*||, , alors J est une isométrie et par conséquent I : (co (X)) — £1(X*)

est une isométrie. Par conséquent, £1(X*) et (co (X))* sont isomorphes isométriquement.

10
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1.2 Les énoncés d’exercices

Exercice 1. Montrer que (¢1(X))* = (o (X™) isomorphisme isometrique.

Démonstration. On définit les opérateurs I, : X — ¢1(X) par
Ii(x) = (0,...,0,2,0,...), pour tout k € N,

ou z est dans la k-éme position et I : (¢1(X))* — loo(X™*) par I(T) = (T o Iy),e, . Cet

opérateur est bien défini, linéaire et continu avec
(1)l = sup |70 L[| < [T,
keN

pour tout 7" € (¢1(X))*, ce qui entraine que ||I|| < 1. Maintenent on définit 'opérateur
J  loo(X*) — (01(X))* par

+o0o
= 7).
j=1

Ou z* = (x;‘)]oil € loo(X*) et x = (27);2, € (1(X). J est linéaire, bien définie et continue,

avec ||J|| < 1. Puisque [J(2*)(z)] < [lz*]| =], -
D’autre part on a

loJ= idgl(X*) et Jol = id(co(X))*-
Ainsi, pour tout z* € (o(X*) on a
2%l = 1 0 J (@)oo < 1T (=) < fl27 [l

Donc J (et par conséquent I) est une isométrie. Par conséquent, £, (X*) et (¢, (X))" sont
isomorphes isométriquement.

Exercice 2. Soit 1 < p < oo, montrer que

I (22), —sup{zx )

Exercice 2. Montrer que

I @),y [l = sup {

pour tout (), € £ (X).

To)nzr € X5 || ()2

< 1} (1.2.1)

e

11
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