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Calcul vectoriel

1.1. REPRESENTATION D'UN POINT DANS L'ESPACE

On se placera toujours dans un repére orthonormé Oxyz. de vecteurs unitai-
1€s &y, &y, e-.

1.1.1 Coordonnées cartésiennes
- — = - =
r=0M =xex + yey + ze: :
S1 M se déplace, ona:
dOM = dM = dvé, + dyé, + dzé.

)
—_— =

OM =x+3y2422

(dOM)? = dx2 + dy? + d22

1.1.2 Coordonnées cylindriques

Vecteurs unitaires : &r. &g, - :
On définit M par sa coordonnée = et par les coordonnées polaires 7. # de son
projeté sur le plan x Oy.

YV = - | x =rcos# a1
OM =rey + ze- s ' I
y=rsmél d .l
— ~ < i 7o -
dOM = dre; 4+ rdfieg + dze- s YA (r, 0
2 0 :__ ¥ y

_
-

1, b - |
OM =r-+:z- /:3‘\ ¥
AN
HN, oo

(dOM)? = dr? + (r d)? + dz> o
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1.1.3 Coordonnées sphériques

Vecteurs unitaires : ér, &g. €.
On définit M par la longueur
r = OM et les deux angles ¢ et 6.
x =rsméfcosy
— " sy
OM=re, { y=rsmflsmy
z=rcost

dOM = dré, +rsmfldpe, +rdiey
—2
OM =r-

(dOM)? = dr? + 12 sin 0d o +r2 de?

Bien distinguer la coordonnée polaire = OM et la coordonnée sphénique
r=0M.

1.2. VECTEURS

Dans cet ouvrage, la norme d’un vecteur V. habituellement écrite Il I-"'ll sera
désignée tout simplement par la lettre ¥ pour ne pas surcharger I’écriture, sauf

nécessité.

1.2.1 Somme de deux vecteurs = >
/"‘,.
V="+ oz'_//:_./‘ v,
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12 VECTEURS 3

7 = Xa8y + Yrey + Zre-
V=(X1 +X)e + (N + 17)e, + (21 + 2y)e-

1.2.2 Produit scalaire V,

S=¥ -V, S estun scalaire !/-**H
-"'H-F'; (4}

Par défimtion § =¥ Facosa il e

out I'angle o est défini par o = (¥7, 7).
* Le produit scalaire de deux vecteurs perpendiculaires est nml.
» Pour les vecteurs unitaires &y, €y, é- ona:
E_'r EJ- =EJ- '§:=E: 'EI =0

Ex 'Ex =E}"E}' =E:'E: =1

Expression cartésienne du produit scalaire

S=(Xiey+Te,+Z1e.) - (e +he+Zre )=X1 X0 + Hh + 21 2>

Exemple 1. Travail d'une force r
Si F est la force et d le déplacement.
ona:W=F-d=Fdcosa v
SiF 1d. le travail est ml A

Si o= (d.F) est aigu, le travail est
positif, 1l s’agit d'un travail moteur.

51 o est obtus, le travail est négatif, 1l .
s agit d un travail résistant. M d

1.2.3 Produit vectoriel ' 3
ﬁ = 1}1 A i}]

Par définition. P est un vecteur

— perpendiculaire au plan (77, 73).

—onenté de telle sorte que le tmédre
V1. V5. P soit direct, e
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— de norme 7 75 |sina|
o = (F. ).
e: * Le produit vectoriel de deux vecteurs paralléles est nul
* Pour les vecteurs unitaires &, &y, é-, ona:
Ex AE_'[ =Eyhéy =E:fk§: =a
|éx né | =& A =le-nell =1
Expression cartésienne du produit vectoriel :
=(NZy —-NHipe +(XnZ) - XN1Z))ey + (XN — X e:

Exemple 2. Moment d'une force par rappert a un point Q

On écrit : -

—_ = £

Mp=0M~n F 0=~
M
O~
. e T M

Le produit vectoriel OM A F est tou- ~
jours orienté de telle sorte que le triédre e o
—_— = N R
OM . F _ . _fip soit direct. T

1.2.4 Vecteurs polaires et vecteurs axiaux

Un wvecteur polaire est indépendant du sens positif ou négatif de 1'axe qui
constitue son support.

Par exemple. une force est un vecteur polaire (on dit aussi « vecteur vrai ») - le
choix d un sens pour son support ne modifie en nien sa direction, mi son sens.

Un vecteur axial (on dit aussi « pseudo-vecteur ») se distingue du vecteur
polaire dans la mesure o, une fois que sa direction et sa norme sont fixés,
c’est le sens de rotation autour de son axe-support qui finit de le déterminer.
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1.3 CIRCULATION D'UN VECTEUR 5

Cela correspond au choix du triédre direct pour exprimer le produit vectoriel

OM A F .1l ammive d’allleu\r_’s qu'un vecteur axial soit représenté avec une
fleche \_/ (par exemple . # ).

1.3. CIRCULATION D‘UN VECTEUR

y - LTI, —
Soit un champ de vecteurs V(M) et un déplacement élémentaire M. M =dM.

| —
noté auss1 de .

m Circulation élémentaire o7
.'/'-
d€=V.aM | (scalaire) (1.1) 5 // N

Coordonnées cartésiennes :
V= Viey + Vyé, + V-é-

dM = dx &, +dy &, + dz 2

d€=Vyidx + Vydy + Vode

Coordonnées cylindriques :

f’=Vrér+V050+V:é:
—

dM=d)'ar +7d0§9+d:§;

d€=V,dr + Verdf+ V-dz
Coordonnées sphériques :
V=V, +Vyeg+ Vs,
dM =dr i +rdfdg+rsinfdpé,

d€=V,dr + Vgrdf + Vorsinfde
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m Circulation sur un chemin

On considére un trajet AB sur une courbe (C). Il convient de fixer le sens de

parcours sur la courbe (C).
B

o, o
: = v v * o
Cip= | ~d€E= |~V -dM (1.2)
T AB \/
AP
Si1 le chemin est fermé : (€)
€= 5{ V.dM (13)

Par exemple. s1 le champ de vecteurs est un champ de forces, la circulation
n’est autre que le travail.

1.4. FLUX D'UN VECTEUR

Soit un champ de vecteurs V(M) et une surface élémentaire dS.

= Flux élémentaire

d¢=f}-a§=f/"-ﬁd5 (1.4) L
2 v \
ou N est le vecteur unitaire normal a la ¥
surface dS, qu’il convient de bien orienter, e 2o
en tenant compte des conventions qui vont o

étre précisées.
m Flux a travers une surface ouverte

Soit (C) le contour sur lequel s’appuie la Ve
surface (S). R
Une fois (C) ormenté, le sens du vecteur i
unitaire N est défimi par la régle du tire- / %
bouchon (sens dans lequel avance le tire- \—-/
bouchon quand on le tourne dans le sens

posttif choisi sur (C)).

On a alors :
¢=/qu>=ffff.ﬁds (1.5)
S S
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1.5 ANGLE SOLIDE 7

S1 la surface est fermée. on ne peut pas >
définir le contour (C). Par convention IV —-
est ortenté de I'intérieur vers I'exténieur.

Exemple 3. Champ a symétrie spherigue

Calculer le flux du vecteur ¥ (M) = f(r)er a travers une sphére de centre
O et de rayon r.

On a tout simplement -

@ =# ﬁ'-ifdj:#- fr)ds
5 5

= 4m f(r)

car f(r) est constant quand on se déplace sur la
sphére.

1.5. ANGLE SOLIDE

m Angle solide élémentaire
Par définition 1'angle solide d©2 sous lequel on voit une surface élémentaire
s a partir d'un pomt donné O est :

1].&
—_— _,--""f . " -
d5-g dScosao = j__,.%‘ £
do=0 29 g6

r r- {d5)

Dans le cas on I'élément dS est pnis sur la sphére de centre O et de rayon r,
on a tout simplement .

ds
ds - ds / K&--*
A= =N-g = — /
P2 T2 [ o
|II f, |I|
N
M -7
Exemple 4. R
,
: 1 dmr=
* Espace entier : Q= () dS= ﬂ; = 4 stérad.
2 M )

* Denu-espace entier : £2 = 27 stérad.



8 [1] Calcul vectoriel

» Cone de demi-angle au sommet ay :

dS = 2mr smardo

> SRy
=2m~ smado

ds @0
Q=//—,=f 27 sin o da
sre 0

Q =2m(1 — cos ap)

1.6. OPERATEURS VECTORIELS

1.6.1 Gradient

S " 3 : 7
L’opérateur grad (ou encore V. opérateur vectoriel polaire nabla) associe a

une fonction scalaire f(x. ¥, Z) un vecteur de composantes (Z—f % %)
Comme : df = afd -~ afd r + fd_
on en déduit

af = (ead 1) - @t 17

relation que ’on utilise pour définir le gradient dans un systéme de coordon-
nées quelconques.

Coordonnées cartésiennes: f = f(x,y,2)

a
gradf = -—fe;( + -ai-é\ af-é-

Coordonnées cylindriques: f = f(r.6.2)

grad f = (grad f), & + (2rad f)g & + (2rad f)- &-
O = dr & +1dh3g + dz &
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16 OPERATEURS VECTORIELS
On en dedwt :

af = (?radf dTef) = (grad )y dr + (grad f)gr d0+ (grad f)- dz
af . of . af .

Or df=5di'+£dﬁ'+gd_
af
ar | &
— af | -
adf=| — | e
grad f syl I
i |e
az
Coordonnées sphériques : [ = f(r. 0. »)
Un calcul analogue au précédent donne -
(¥
dr er
—T ﬁf -
df= —
grad f —20 €q
1 of |&,
\ rsinfl dp

Propriétes :
Les surfaces de nivean sont définies par

flx,v.2) =cte.

Direction du gradient :

Soit une surface de niveau f(x, v, z) = A.
Pour un point M se déplacant sur cette surface, ona:

df=(§r§c’1f)-d?‘f=n

—_— .
Le vecteur grad fest donc normal a la surface de niveau.
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Sens du gradient :

Soit deux points M. M5 sur deux surfaces de niveau voisines f = Ay
et f=MX > A

Ona df=,xg—,xl=(g,raaf)-M1M5>ﬂ
4 Le vecteur g:l:__aTi [ est onenté dans le sens des valeurs croissantes de f°

Circulation d’un gradient :

— - [f®
ff_ﬁ=fﬁ g:radf—dM=f af
AB fid)
f} (ﬁf) .dM = f(B) - f(4) (18)
A

Elle est égale a la variation de 1a fonction fet ne dépend pas du chemin par-
couru.

Cette relation facilite parfois le calcul de la circulation d un vecteur le long du
chemin Encore faut-1l que ce vecteur sort un gradient. On montre que, pour
qu un vecteur ¥ soit un champ de gradient, 1l faut et 1l suffit que les dérvées
partielles croisées de ses composantes soient égales deux a deux, soit :

Ve _ 9% %y _av: oV _ak

ay ax  az ay  ax az

(voir exercices)

Dans le cas particulier d un parcours fermé, on a :

Gi=¢ (Eﬁf) DE=0 (19)

1.6.2 Divergence

L’opérateur div (ou encore V- ) associe i un vecteur ¥ le produit scalaire de
V par ce vecteur

divV =V .V (scalaire)
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1.6 OPERATEURS VECTORIELS 11

Coordonnées cartésiennes :

.- a¥y  aFy  av-
divi=—+4+ - 4 =
ax dy iz

Coordonnées cylindrigues :
On montre que div ¥ peut se mettre sous la forme condensée survante :

divi":l air¥e) avFy a¥v-
ar af az

-
Coordonnées sphériques :
Une expression simplifiée de div ¥ est donnée par :

- 1A 1 3(Vpsmb 1 av,
div P = 20 ) 1 SesmB) 1 9%
rs ar rsmfé a6 rsinf ag

Divergence et flux d’un vecteur :

Par définition, la différentielle du flux de ¥ i travers une surface fermée (S5)
est reliée i la divergence de ¥ par :

‘ dd = divV dr (1.10)

ol dr représente un volume élémentaire : la divergence d’un champ vectoniel
représente le flux de ce vecteur sortant de 1'unité de volume.

On en dedwt :
(5)

Cette formule, dite de Green-Ostrogradsky (voir paragraphe 1.8) facilite par-
fous le caleul du flux d'un vecteur a travers une surface fermée.

1.6.3 Rotationnel

- - — = : a T . .
L’ opérateur rot (ou encore VA) associe 4 un vecteur ¥ le produit vectoriel de
v par ce vecteur :

Eﬁﬁ:ﬁhf}
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Coordonnées cartésiennes :

L [
CHCECANE i el
oY=l @ = |5 ez x| ¥
e Wy V- Wy x| 5.
’ ax ay i
Coordonnées cylindrigues :

—~ 1av-  aF

{IT'J’E V) =——-— a7e

rodt dz

— = av.  ar-

ot Flg= —— —

( o dz dr

- 13 av;
== —(r¥Fg) — —
(ot ¥)- = 2 [az- Vo) = 55 }

Coordonnées sphériques :

(tot )y =

1 [H{Sinﬂl'f'ﬁ;} _ 3V5j|

rsm# af dig

1L av.  1a(rvy)
rsinf de  r o ar

(tot V)g =

— = 1[air¥y aF
@ 7= ;| 252 - 57

Rotationnel et circulation d*un vecteur :

Par déefimtion, la différentielle de la circulation de ¥ sur un contour fermé (C)
est relié au rotationnel de ¥ par :

.
>,
A

‘ d€= (Eﬁff)-d_ﬁ (1.11)

ou dS est un élément d'une surface quelconque (5) 1\_‘-_________/

qui s appuie sur (C). ; v
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Cette relation permet de définir la coordonnée du rotationnel dans une direc-
tion quelconque de vecteur unitaire 7.

On en dédut :
e=¢ 7@=[[ (@7) &
() ()

Cette formule. dite de Stokes (voir paragraphe 1.8). facilite parfois le calcul
de la circulation d’un vecteur le long d un contour fermé.

1.6.4 Laplacien

L’opérateur Laplacien (noté A) est défini par :
o N ? 3
T ax2 ' gy 8z2

Il peut s’appliquer a une fonction scalaire :

af arf  af
Af=—5+—5+
= D
ou a un vecteur :
AP v N v N v
T ax2 T 3?2 ' az2

=G, AV; + &, AV, +E-AV.
L’intérét de tous ces opérateurs vectoriels est d’'une part, de permettre une
écriture concise des équations dites « locales » (exemple : équations de
Maxwell), et d’autre part. de faciliter les calculs, grice aux relations vecto-
rielles qui existent entre eux, et aux transformations mtégrales qu’ils per-
mettent d’effectuer.

1.7. RELATIONS VECTORIELLES

- . -

Produit mixte - A-(BAC)=C-(AAB)=B-(CAA) (1.12)

cedn

v
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fet p étant des fonctions scalaires, on a :

grad(fp) = fgradp + pgrad f
div(fA) = (grad f) - A+ fdi 4
div(iAB)=B-totd — 4 -1otB
rot( f4) = (g_-rﬁf) Ai-&—fﬁntﬁ

divgrad f) = Af
div(tot 4) = 0
fot(grad f) = 0

—_— = —_—
a

rot(rot A) = gr didiv 4) — AA

1.8. TRANSFORMATIONS INTEGRALES

Théoréme de Stokes (ou du rotationnel) :

Caleul vectonel

(1.14)

(1.15)

(1.16)

(1.17)

(1.18)

(1.19)

(1.20)

(1.21)

fﬁﬂ:[f ?m&-ﬁ[{Sjs'appuiasurfC}]
C (5)

Théoréme de Green-Ostrogradsky (ou de la divergence) :

-#- ﬁd_g“:ff divd - dr
5 fermée (Th

(1.23)

[(7) volume englobé par (5)]
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1.8 TRANSFORMATIONS INTEGRALES 15

Formule du gradient :

ff oo fdr=@] 735 (124)
() (5)

Formule du rotationnel :

fff E’tﬁdr=#- asad (1.25)
& (S)

Exemple 5.
On considére le champ vectoriel vt

V = (ax + by)&, + (cx + f1)E, pe—c

etle contour fermé ABCD A précisé surla figure. [0 1
Veérifier le théoréme de Stokes en calculant la > 1 -
circulation de ¥ sur ce contour. :

On a dune part :
S 1 0 0
t."'=§ V. d£'=f axd_r+f I[f+f.1‘}d]‘+f {ax+b}d1'+f Jydy=c—b
c 0 0 1 !

et d’autre part :

&1 Comme :

E&f?} = (c—b)e- et N =z

. 1 1
ff Ez’rr-d5=ff;c—mdxdy=c—b
(5) o0 J0

il vient :
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Exemple 0.

=i

On considere le champ vectoriel a

symétrie sphérique: ¥ =aF et la

sphére de rayon r centrée en O.

Veérifier le théoréme d’Ostrogradsky

en calculant le flux de 7 a travers la

surface de la spheére. (5}

On a d’une part

D’ autre part :

a¥r
"=2a4+a=3a

g
=
il

~ |t
-
_I_

On en dédwt ;

. 4
ff div Vdr = 3a ff dr = 3a—mr
() (7 3

= 4zar’
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EXERCICES

1.1. On considére le champ vectoriel :
A= (3x* +6y)é, — 14yz8, + 20xz%.
Calculer la circulation de A entre les points (0, 0, 0) et (1, 1, 1) le long des chemins
suivants :
a) le segment de droite joignant ces deux points,
b) les segments de droite allant de (0,0,0) a (1,0,0) puisde (1,0,0) a(1,1,0) et
enfin de (1,1, 0) jusqu’a (1.1, 1).
Ce champ vectoriel est-il un gradient ?

1.2. Soit le champ vectoriel :

—_

= M
VM) = oM avec W:ré,

Calculer 1a circulation de 7 le long de :
a) 1a spirale logarithmique d’équation polaire :
r=aé”, entre 6, et 6>
b) 1a cardioide :
r=a(l+cos#h), entre 0 et =

1.3. On considére le champ vectoriel :

V = (2x — y)é: + 2y — x)&, — 4zé-
Montrer que ce champ est un gradient. et déterminer la fonction scalaire ¢ dont 1l
dérive par larelation ¥ = gr_aa ®.

1.4. Un champ de vecteur E, dans I'espace orthonormé &, é,. é-, est caractérisé par
ses composantes :

yz
E’:( X ) ou f ne dépend que de x et y.
f(x.»
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1) Déterminer Ia fonction f pour que le champ E dérive d'un potentiel ¥ tel que
E=—gadV

2) Determiner alors le potentiel de V.
3) Quelle est la circulation du champ E entre les points (0, 0,0y et B(1, 1, 1) 7

. Montrer que

1.5. 1) On considére le champ vectoriel 4 symétrie sphérique - ¥ = f’—l

1 -
ce champ derive de la fonction scalaire [ = — par la relation V' = ngdf(r}.

2) Calculcrdﬂ'(f’—:') et ﬁ(?)

1.6. Calculer le flux du champ de vecteurs - o |

1
V(M) = 4xzé, — y%&, + yzé- f} |
g
a travers la surface du cube Limité par x =0, | l 1
x=l,;1'=0,3'=1,_:ﬂ.__=1. | ‘./ﬂ,_____.‘_._'_ by
L4
2'_-*

1.7. Calculer le flux du champ vectoriel :
V(M) =x2%8, + (x’y —29)E- + (xy + ¥ 2)e

a travers la surface totale de I'hémisphére §
limité par z =




