I. Systémes de numération et la représentation des nombres

Un systéme de numération consiste en un alphabet A et une base B. L’alphabet représente
I’ensemble de symbole (ou chiffre) permettant la représentation (I’écriture) des nombres
dans ce systéme.

Exemple
a- Le systéme décimal

La base du systéme décimal B = 10. Tandis que son alphabet est composé de dix chiffres
qui représente en effet les nombres naturels <10.

A ={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}

Un nombre décimal s’écrit en concaténant une suite de ces chiffres appelés de droite a
gauche unités, dizaines, centaines, milliers,...

milliers centaines dizaines unités

b- Le systeme binaire

Le systéme binaire consiste en une base égale a 2 et un alphabet composé de deux chiffres
leOetl.

A = {0,1}

B=2

c- Le systéme octal

La base du systéme octal égale a 8 tandis que son un alphabet est composé de 08 chiffres.
A =1{0,1,23,4,56,7}

B =28

d- Le systéeme hexadécimal

La base du systeme hexadécimal égale a 16 qui sont les dix chiffres décimaux et cing
autres chiffres A, B, C, D, E et F pour exprimer respectivement les valeurs décimales 10,
11,12, 13, 14 et 15.

A ={0,1,2,3,4,56,7,8,9,4,B,C,D}
B =8
I.1 Représentation polynomiale d’un nombre

Tout nombre N peut s’écrire, dans un systéme de numération de base B et d’un alphabet A,
comme suit: N = a,_1ap_3 ... .... A2, Qy, tel que a; € A. Le développement de N donne
sa représentation polynomiale.

N = an_an_l + an_an_z + - asz + alBl + aoBO



Exemple

Soit le nombre décimal N = 2301. Sa représentation polynomiale est :

N=2x103+3x102+0x10'+1 x 10°
1.2 Conversion des nombres

La conversion d’un nombre, d’un un systéme de numération & un autre, consiste en la
transformation de sa représentation dans le dernier systéme.

I.2.1 Conversion du systeme de base B en décimal

La conversion d’un nombre N, écrit dans un systéme de base B, vers le systéeme décimal se
fait par son développement dans sa forme polynomiale.

Exemple

Convertir les nombres suivants dans le systeme décimal

Ny =11013) = ...7 .10y

N, =276(g) = ...7 ...(10)

N3 =5493) = ...7 .10y

Solution

Ny =11015 =1 x 23+ 1x 2>+ 0x 2" +1x2° =134,
N, = 2765 =2%x 8>+ 7 x 8" +6x8% =190,

N3 =549, =5 X 162 + 10 x 161 +9 x 16° = 144940

1.2.2 Conversion du systéme décimal dans un systéme de base B

La conversion d’un nombre N du systeme décimal vers un systeme de base B se fait par la
méthode des divisions successives basée sur les deux étapes suivantes :

1- on divise N par B, si le quotient Q de cette division est €gale a 0 on s’aréte.
2-sinon, on met N = Q puis on répete les deux étapes jusqu’obtention de Q = 0.
La suite des restes R; représente le nombre N dans le nouveau systeme.

Exercice

Convertir le nombre N = 2674y dans ’hexadécimal, octal et binaire :

N = 267109y = .7 c(16)

N =267 10) = .7 .w(g)
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N = 267(10) = 10B(16) S 413(16)

N = 26715, = 100001011,

I.2.3 Conversion du systéme de base B; dans un systéme de base B, tel que (B, #
B, # 10)

Dans le cas général, on passe de la base B; vers le systtme décimal puis on fait la
conversion a la base B,.

Exemple

Convertir le nombre N du systéme de la base 5 vers le systeme octal

N = 24135 = ...7 ..(g)

La conversion de N se fait en deux étapes :

1- Conversion de N de la base 5 vers la base décimale en utilisant sa forme polynomiale.
N = 24135y = 2 x 5% + 4 x 5 + 1 x 51 4+ 3 x 5% = 3584,

2- Conversion de N de la base décimale vers le systéme octal en utilisant la méthode des
divisions successives.
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Exercice

Effectuer les conversions suivantes

Ny = 2E0(16) = ... 7. ()

N, =574 = ..7...(p

1.2.4 Relation entre le systéme binaire et les systémes octal et hexadécimal

Le passage du systéme binaire vers le systéme octal ou hexadécimal ou I’inverse peut se
faire d’une maniére directe et sans passer du systéme décimal.

[.2.4.1 Passage du systéme binaire vers le systéme octal

Soit N un nombre binaire de n chiffres
N =a,_1..3;422;413; .... 223219
N=a,_;2" .+ a;22"% + a;2 12 + a; 28 + - + a,2% + a; 2" + a,y2°

Xk=i/3 Xo
Le regroupement trois a trois de droite a gauche, des termes de la somme précédente,

réécrit N comme suit
N = Y"1, tel que k = i/3 pou tout i double de 3
X = ;28 + a;4 12011 + a3, 5212
Donc,
X = (a;2° + ;412" + a;,,2%)2¢

= (2;2° + a;412" + 21,2283 = (a;2° + a;; 12" + a;,,2%)8K

Si on met C, = a;2° + a;,,2! + a;;,22% on obtient
X =C 8K avec 0 < C, < 7etk€{0,1,2,3,4,5,6,7}
Et

n—1
N = ZXk = C080 + C181 + C282 + .-
k=0

Finalement, on déduit que lorsqu’on veut convertir un nombre binaire N en octal, on peut
regrouper les chiffres binaire de N 3 a 3 de droite a gauche puis les convertir en octal. La
suite des chiffres octaux représentent le nombre N en octal.



Exemple

101(2) = 1 X 20 + O X 21 + 1 X 22 = 5(10) = 5(8)
110(2) = 1X20+1X21+0X22 =6(10) =6(8)
011(2) =1x 20 + 1x 21 + 0 x 22 = 3(10) = 3(3)

On déduit donc que, N; = 9}_1, 110 101(2 = 3659

——— N )
Exercice
Faire les deux conversions suivantes sans passer du systeme décimal

1100111011010001 ) = ... 7 ...(g)
107315(8) S ...? ...(2)

1.2.4.2 Passage du systeme binaire vers le syst¢éme hexadécimal

Soit N un nombre binaire de n chiffres

N =ap_1..2;138i423;118; .... 833,218

N =4 a;432"3 + ;222 + q;0 12 + @, 20 + - + a323 + 2,22 + a; 2" + a,y2°
Xi=i/a Xo

Le regroupement quatre a quatre de droite a gauche, des termes de la somme précédente,

réécrit N comme suit

N = Y121 X, tel que k = i/4 pour tout i double de 4 tel que

X = ;28 + a; 4120 + 23552112 + 23,5213

Donc,

X = (a;2° + ;412" + ;4,22 + a;,323)2¢

= (a;2° + ;412" + aj4222% + 2;1323)16V* = (a;2° + a;4,2" + a;,,2%)16V/*
Sionmet C, = a;2° + a;412 + aj;,2% + 2,323 on obtient

X, = 16XCy,avec 0 < C, < 15etk € {0,1,2,3, 4,5,6,7,8,9,4,B,C,D,E,F}
Et

n-—1
N = z X =Co16° + C;16% + C,162 + -+
k=0

Finalement, on déduit que lorsqu’on veut convertir un nombre binaire N en hexadécimal,
on peut regrouper les chiffres binaires de N 4 a 4 de droite a gauche puis les convertir en
hexadécimal. La suite des chiffres hexadécimaux représentent le nombre N en
hexadécimal.



Exemple

N, = %ww&%(z) =..7...(16)

1001 =1x2°+0x 2"+ 0x 22 +1 X 2% =939) = 916
1111 = 1 x 2° +1x 2"+ 1 x 22 + 1 X 2% = 151y = F4¢)
01015 =1x2°4+ 0% 2" +1x 22+ 0% 23 = 5(19) = 51¢)
01115 = 1x2°4+1x 21 + 1 x 22+ 0 X 2° = 14(19) = 7(1¢)
On déduit donc que, N; = 011101011111 @g(z) = 75F9(1¢)

N, = A0D(16) = ... 7 (2
D16y = 13(10y = 1101y
0¢16) = 0(10y = 0000, (on doit I’écrire sur quatre chiffres)
A16) = 1019y = 1010,

On déduit donc que,
N, = A0D 46y = 10100000 1101(2)

Exercice

Faire les deux conversions suivantes sans passer du systéme décimal
1100111011010001(3) = ... 7 ...16)

I.2.5 Représentation des nombres 0 < n < 15

La table suivante montre la représentation des seize premiers nombres naturels en systeme
décimal, binaire, octal et hexadécimal.

Nombre (en Binaire Octal Hexadécimal
décimal)
0 0 0 0
1 1 1 1
2 10 2 2
3 11 3 3
4 100 4 4
5 101 5 5
6 110 6 6
7 111 7 7
8 1000 10 8
9 1001 11 9
10 1010 12 A
11 1011 13 B
12 1100 14 C
13 1101 15 D
14 1110 16 E
15 1111 17 F




Table 1. Représentation des nombre naturels 0 < n < 15

1.2.6 Conversion de la partie fractionnaire

Soit un nombre réel N écrit dans un systeme de numération de base B et d’un alphabet A.
N consiste en deux parties : la partie entiére et la partie fractionnaire.

N=a, 1ap_3 . ....Q201Qp,A_1A_20_3 ... ...A_py, , tel que a; € A.

Partie Entiere Partie Fractionnaire

[.2.6.1 Conversion du systéme décimal dans un systeme de numération de base B.

La conversion du décimal dans un systtme de base B se fait par la méthode des
multiplications successives des parties fractionnaires par B comme suit :

Prenant la partie fractionnaire PF du nombre décimal N, PF =0,a_;a_,0_3 ......a_p,
e Etape l,on metx = PF X B
e FEtape 2, on garde la partie entiere de x et on remet PF = sa partie fractionnaire.

e [Etape 3, on répete les deux premiéres étapes jusqu’obtention de x = 0, si cela ne
sera pas possible, la conversion donnera un résultat approximatif.

La suite des parties entiéres des x obtenus, représente les chiffres de la partie
fractionnaire de N dans le nouveau systéme de numération.

Exemple

Convertir le nombre N = 0,625y en binaire, octal puis en hexadécimal
N = 0,625(10) = ...? -(16)

e Conversion en systéme binaire (B = 2). N = 0,625(19) = 0,C_1C_;C_5 ... ...(9)

X =0,625) X2 =1.25 C1=1
x=0,2519)X2=0.5 C,=0
x=0,5(10)><2=1.0 C_3=1
x=0 On s’arréte

N = 0,625(10) = 0,101(2)

e Conversion en systéme octal (B = 8). N = 0,625¢;9) = 0,C_;C_,C_3 ... ...(g)

X = 0,625(10) x8=5.0

C_1:5

x=0

On s’arréte

e Conversion en systeme binaire hexadécimal (B = 16).

N = 0,625(10) = 015(8)

N = 0,625(10) = 0, C_1C_2C_3 e oe(16)




x=0,62510) X 16 = 10.0 C,=A

x=0 On s’arréte

N =0,625(19) = 0,A1¢)
Exercice
Convertir les nombres suivants
Ny =0,175¢10) = .7 o) = e 7 eig) = . ? o(16)
Ny, = 04340 = .7 2) = .7 e@) = .7 (1)
- Que remarquez-vous ?

1.2.6.2 Conversion du systéme de numération de base B dans le systéme décimal

La généralisation de la représentation polynomiale d’un nombre N écrit dans un systéme
de numération, de base B et d’un alphabet A, permet la conversion de ses deux parties
entiere et fractionnaire.

N=a, 10y 3 ......02010(,0_1Q_2Q_3 ... ...Q_y, , tel que a; € A.

Partie Entiere Partie Fractionnaire

Le développement de N dans sa forme polynomiale donne :

N = an_an_l + an_an_z + - asz + alBl + aoBO + a_lB_l + a_zB_z + a_3B_3
+-+a_p,B™

Par conséquent,

- La partie entiére décimale de N, PE =a,_4B" '+ a, ,B"?+--a,B*+
a,B* + a,B°
- Sa partie fractionnaire, PF = a_B™ '+ a_,B™?>+a_3B 3+ -+ a_,B™

Exemple

Convertir en décimal, les nombres suivants

N; =0,11015) =0, ...7 ...10)

N, =0,7015) =0, ...7 ...(10)

N3 =0,D0216y =0, ..7 ...c10)

Solution

Ny =0,1101 =271+ 272+ 27* = 0.8125(¢)

N, = 10,7015 =7 X 871+83= 0.8769531254)

N; =0,D02(6) = 13 X 1671 +2x1673 = 0.81298828125 4,




1.2.6.3 Conversion de partie fractionnaire du systéme binaire en octal et en
hexadécimal

e Du systéme binaire vers le systéme octal

La conversion directe de la partie fractionnaire, d’un nombre binaire N, en octal se fait de
la méme manicére que la partie entiére en regroupant les chiffres binaires, situés apres la
virgule, 3 a trois de gauche a droite puis les convertir en chiffres octaux C_;.

N=0,a.1a_3a.30 40 50 ¢ ... ...0_jA_(j11)A_(j4+2) -~ -

X_4 X_, X,
Tel que a_; € {0,1}, 1 = (j + 2)/3 pour tout (j + 2) double de 3.

Mettant, X_; = a_jZ‘f + Cl_(j+1)2_(j+1) + Cl_(j+2)2_(j+2)

X—l = a_j2‘j + a_(j+1)2_(j+1) + a_(j+2)2_(j+2)
X = a_jZ‘f + Cl_(j+1)2_(j+1) + Cl_(j+2)2_(j+2)
= (a-j22 + a_11)2' + a_(j422°)27U*?

Sionmet C_; =a_;2° 4+ a_¢11)2" + a_(j4+22°

On obtient

. (+2)
X, = C 270D =¢c_83 =(_,87"

On déduit que C_; = a_;2% + a_(j4+12' + a_(j42)2° = A_jA_(j+1)0~(j+2) 5
Et
N=C_,81+C_,82%+...4+4C_;87  + -
0<C_; <7 - C_;estun chiffre octal et N = C_1C_; ...C_; ...(g)
Exemple
Convertir le nombre binaire suivant dans le systéme octal
0,110111011(5) = ...7 ...(g)
Solution
0, }}_Q \1}3 Q_lplj@ = 0.673g)

Exercice

Convertir les nombres binaires suivants dans le systéme octal
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e Du systéme binaire vers le systéme hexadécimal

La conversion directe de la partie fractionnaire, d’'un nombre binaire N, en systéme
hexadécimal se fait de la méme maniere que celle précédente mais en regroupant cette fois
les chiffres binaires quatre a quatre de gauche a droite hexadécimaux C_;.

N=0,010_3a 3048 50 60 _70_g ... ..Q_jA_(j11)0_(j42)0—(j+3) = -

X_4 X_, X_,
Tel que a; € {0,1}, 1 = (j + 3)/4 pour tout (j + 3) double de 4.

Mettant, X_; = a_;277 + a_(j41y2 U + a_(j1270% + a_(;,5270*3)

X—l = a_j2‘j + a_(j+1)2_(j+1) + a_(j+2)2_(j+2) + a_(]-+3)2"(j+3)

=(a_;2° + a_(j41)22 + a_(j42)2t + a_(j432°)270D = ¢ 16‘013)
= \a-j a—(j+1) aA-(j+2) A—(j+3) =L

=C_167!

Avec
C—l = a_j23 + Cl_(j+1)22 + Cl_(j+2)21 + Cl_(j+3)20

On déduit que

Coo=a ;22 +a (412" +a(s)2' +a-(43)2° = ;A (410 (+2)A-(+3) 5,

EtN=C_116" '+ C_,1672+...+C_;167" + -

0 < C_; <15 - C_; estun chiffre hexadécimal et N = C_;C_; ... C_; ...(16)
Exemple

Convertir le nombre binaire suivant dans le systéme octal

0,110111013) = ...7 ..(16)

Solution

0,11011101 1000(2) = 0.DD8 44

Exercice

Convertir les nombres binaires suivants dans le systéeme hexadécimal
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