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Chapitre 1

Espaces des applications lineaires

Nous présentons dans ce chapitre les résultats principaux sur les applications linéaires (Déf-

inition, la continuité, formes linéaires, isomorphisme isométrique, prolongement des appli-

cations linéaires continues...).

1.1 Applications linéaires

1.1.1 Rappel

Soit (E;N1); (F;N2) deux espaces vectoriels normés sur le corps | (en pratique | = R ou

C) et soit f une application de E dans F . On rappelle qu�une application f de E dans F

est dite linéaire si pour tout x; y 2 E et tout �; � 2 |;

f(�x+ �y) = �f(x) + �f(y):

Notation 1.1.1 Soit E et F deux espaces vectoriels normés sur le même corps |. On note

L(E;F ) l�ensemble des applications linéaires de E dans F .

1.1.2 Les applications linéaires continues

Proposition 1.1.1 Soit f 2 L(E;F ). Les cinq propriétés suivantes sont équivalentes.
1�= 9M � 0;8x 2 E; kf(x)kF �M kxkE ;
2�= f est continue sur E,
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1.1. Applications linéaires

3�= f est continue en 0,

4�= f est bornée sur la boule unité fermée,

5�= f est bornée sur la sphère unité.

Preuve. 1� ) 2� : Par linéarité de f , on a f(y)� f(x) = f(y � x). Donc,

8(x; y) 2 E2; kf(y)� f(x)kF �M ky � xkE :

Donc f est lipschitzienne donc continue.

2� ) 3� : Trivial.

3� ) 4� : Comme f est continue au point 0E, on a :

(9� > 0)(8x 2 E) kxkE < �) kf(x)kF < 1

Soit x 2 B(0; 1) alors:


�
2
x


 = �

2
< � donc kf(x)kF < 2

�
:

4� ) 5� : Trivial.

5� ) 1� : Notons M une borne de f restreinte à la sphère unité. Si x 6= 0, le point x

kxkE
appartient à la sphère unité. En utilisant la linéarité de f et le fait que f est bornée par M

sur la sphère unité, on obtient donc

kf(x)kF � kxkE




f( x

kxkE
)






F

�M kxkE

Dé�nition 1.1.1 Soit L(E;F )l�ensemble des applications linéaires continues de E dans F .
Pour f 2 L(E;F ), on note kfkL(E;F ) la plus petite constante M telle que

8x 2 E; kf(x)kF �M kxkE :

Puisque kfkL(E;F ) = inffM r�eel > 0=8x 2 E : kf(x)kF < M: kxkEg; et comme la borne
inférieure est le plus grand des minorants, on a l�inégalité fondamentale suivante :

8x 2 E : kf(x)kF < kfkL(E;F ) : kxkE

et on a aussi

kfkL(E;F ) = sup
x2Enf0g

kf(x)kF
kxkE

= sup
x2E et kxkE=1

kf(x)kF
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1.2. Formes linéaires

Proposition 1.1.2 Soient E, F et G trois e.v.n, f 2 L(E;F ) et g 2 L(F;G): Alors
g � f 2 L(E;G) et l�on a l�inégalité suivante :

kg � fkL(E;G) � kfkL(E;F ) � kgkL(F;G)

Proposition 1.1.3 Soit (E; k:kE) un e.v.n. et (F; k:kF ) un Banach. Alors (L(E;F ); k:kL(E;F ))
est un espace de Banach.

Remarque 1.1.1 En particulier, si F = |, alors L(E; |) est toujours Banach.

1.2 Formes linéaires

Dé�nition 1.2.1 L(E; |) est noté E� et est appelé le dual de E. C�est toujours un espace
de Banach.

Notons que E� est le dual topologique de E, et est strictement plus petit que le dual

algébrique, l�espace de toutes les formes linéaires, de E, du moins si E est de dimension

in�nie.

La norme de T 2 E� est donc dé�nie par:

kfkE� = kfkL(E;|) = sup
x2Enf0g

jf(x)j
kxkE

= sup
x2E et kxkE=1

jf(x)j = sup
kxkE�1

jf(x)j

Notation 1.2.1 On utilise souvent la notation

hT; xi = T (x) = Tx:

Théorème 1.2.1 Soit f une forme linéaire sur (E; k:kE). Alors

f est continue , kerf est fermé

Preuve. Voir les exercices.

Proposition 1.2.1 L�application linéaire T : X ! Y est isomorphisme si et seulement si

T est bijective et qu�il existe deux constantes 0 < � < � <1 telles que

� kxkX � kT (x)kY � � kxkX pout tout x 2 X
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1.2. Formes linéaires

Preuve. Soit T : X ! Y est isomorphisme. La continuité de T�1 permet d�ecrire



T�1(y)


Y
�


T�1

L(Y;X) kykY pour tout y 2 Y

et donc

kxkX �


T�1

L(Y;X) kT (x)kY pour tout x 2 X

Alors par la continuité de T , on obtient

1

kT�1kL(Y;X)
kxkX � kT (x)kY � kTkL(X;Y ) kxkX pour tout x 2 X:

D�où le résultat avec � = 1
kT�1kL(Y;X)

et � = kTkL(X;Y ) :
Inversement, si ona cette inégalité, alors T est continue et kTkL(X;Y ) � � et T�1 est continue

et kT�1kL(Y;X) � 1
�
puisque

� kxkX � kT (x)kY ) �


T�1(y)



X
� kykY pour tout y 2 Y:

1.2.1 Prolongement des applications linéaires continues

Théorème 1.2.2 Soit (X; k:kX) un e.v.n, (Y; k:kY ) un e.v.n. complet et E un s.e.v. dense

de X. Soit T 2 L(E; Y ). Il existe une unique application ~T 2 L(X; Y ) qui prolonge T sur
X.

De plus, on a 


 ~T



L(X;Y )

= kTkL(E;Y ) :

Preuve. Puisque T est uniformément continue, d�après le Théorème précédent, il existe

une unique application continue ~T : X ! Y prolongeant T . Montrons que ~T est linéaire et


 ~T



L(X;Y )

= kTkL(E;Y ) :
Soient x; y 2 X; � 2 |: Comme �E = X, il existe deux suites (xn) et (yn) dans E tel que

x = lim
n!1

xn et y = lim
n!1

yn
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1.2. Formes linéaires

d�après la continuité de ~T on a

~T (�x+ �y) = ~T (lim
n
(�xn + �yn)

= lim
n

~T (�xn) + lim
n

~T (�yn)

= �lim
n

~T (xn) + �lim
n

~T (yn)

= �T (x) + �T (y)

donc ~T est linéaire. D�autre part on a

kTkL(E;Y ) = sup
x2E et kxkE�1

kT (x)kY

= sup
x2E et kxkE�1




 ~T (x)



Y

� sup
x2X et kxkX�1




 ~T (x)



Y
=



 ~T




L(X;Y )
: (1.2.1)

Pour tout n � 1; On a 


 ~T (xn)



Y
= kT (xn)kY � kTkL(E;Y ) kxnkE

donc

lim
n




 ~T (xn)



Y
� kTkL(E;Y ) limn kxnkE

et comme la norme est continue, alors


 ~T (x)



Y
� kTkL(E;Y ) kxkX

ce qui donne 


 ~T



L(X;Y )

� kTkL(E;Y ) (1.2.2)

les inégalités (1.2.1) et (1.2.2) donnent que


 ~T



L(X;Y )

= kTkL(E;Y )

1.2.2 Théorème de réprésentation de Riesz

Théorème 1.2.3 Soit H un espace de Hilbert et soit L 2 H�( une forme linéaire ). Alors

un unique élément a 2 H tel que
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1.3. Quelques exercices corrigés

1- L(x) = ha; xi pour tout x 2 H
2- kLkH� = kakH .
Autrement dit l�application

 : H ! H�

a !  (a) = L avec L(x) = hx; ai

est un isomorphisme isométrique.

Exemple 1.2.1 Soient H = L2(
);
 � Rn et g 2 L2(
) �xé. Soit aussi l�opérateur dé�ni

par

Lg : f !
Z



fg

est linéaire et borné. En fait, les inégalités de Schwarz donnent

jLg(f)j =
����Z



fg

���� � �Z



jf j2
� 1

2
�Z




jgj2
� 1

2

= kfkH kgkH

pour que Lg 2 H� et kLgkH� � kgkH : plus de ça si on prend f = g, on trouve

jLg(g)j =
����Z



g2
���� = kgk2H � kLgkH� kgkH

ce qui donne

kgkH � kLgkH�

Conclusion: kLgkH� = kgkH :

De même on a les résultats essentiels suivants :

Soit � une mesure positive et 1
p
+ 1

q
= 1:

| Lq(�) est le dual de Lp(�) pour 1 < p <1.
| L1(�) est le dual de L1(�) lorsque � est �-�nie.

1.3 Quelques exercices corrigés

Exercice 1.3.1 Soit X = C([0; 1] ;R) et Y = C1([0; 1] ;R) muni de la norme uniforme k:k1
et soit l�opérateur dé�nie par:

T : X ! Y

f ! T (f) =
R x
0
f(t)dt;

pour tout x 2 [0; 1]. Montrer que T est un opérateur continu et calculer sa norme?
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1.3. Quelques exercices corrigés

Solution 1.3.1 Il est facile de voir que l�opérateur est linéaire .

Pour tout f 2 X et x 2 [0; 1]

jT (f)j � kfk1
Z x

0

dt = x kfk1 :

En prenant la borne supérieur lorsque x 2 [0; 1] ; on trouve

jT (f)j � kfk1 ;

ce qui donne

kTk � 1: (1.3.1)

Considéron f0 2 X dé�nie par f0(t) = 1 pour tout t 2 [0; 1] : On a kf0k1 = 1:

kTk = sup
kfk1�1

kT (f)kF � kT (f0)k1 = 1 (1.3.2)

(1.3.1) et (1.3.2) donnent

kTk = 1:

Exercice 1.3.2 Soint E = ff 2 C(R;R): (1 + x2) jf(x)j soit bornéeg : On pose

N(f) = sup
x2R
(1 + x2) jf(x)j

1) Véri�er que N est une norme.sur E

2) Montrer que la forme linéaire

L : E ! R

f ! L(f) =
R
R jf(x)j dx

est continue et calculer sa norme.

Solution 1.3.2 Il est facile de montrer que N est une norme et L est une forme linéaire .

Pour tout f 2 E

jL(f)j =
Z
R
jf(x)j dx =

Z
R

(1 + x2)

(1 + x2)
jf(x)j dx � sup

x2R
(1 + x2) jf(x)j

Z
R

dx

(1 + x2)
� �N(f)

On conclu que L est continue et plus

kLk � �:
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1.3. Quelques exercices corrigés

En outre, la fonction f0(x) = 1
(1+x2)

vérifant:

N(f0) = 1

et

jL(f0)j = �:

Ce qui permet que

kLk = �:

Exercice 1.3.3 Soit H un espace normé et f 2 L(E; |). Montrer que

f est continue , Ker(f) est fermé

Exercice 1.3.4 ()) Si f est continue alors l�ensemble kerf est fermé car kerf est image
réciproque du fermé f0g de |:
(() Supposons que kerf est fermé. Ckerf est un ouvert non vide. Soit x0 2 Ckerf supposons
par exemple f(x0) < 0: Alors il existe un réel positif r tel que

B(x0; r) � Ckerf :

Montrons que

8x 2 B(x0; r) : f(x) < 0:

Supposons que, il existe x1 2 B(x0; r) tel que f(x1) > 0: Comme B(x0; r) est convexe, alors
pour tout t 2 [0; 1] l�élément xt = (1� t)x1 + tx0 appartient à B(x0; r) qui entraine que

f(xt) 6= 0

pour la valeur

t =
f(x1)

f(x1)� f(x0)
;

on a

f(xt) = 0

ce qui absurde car 8x 2 B(x0; r) : f(x) < 0:
Comme 8x 2 B(x0; r) : f(x) < 0, alors on déduit que

f(x0 + rz) = f(x0) + rf(z) < 0 8z 2 B(0; 1)
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1.3. Quelques exercices corrigés

D�ou

f(z) < �1
r
f(x0)

Par conséquent

kfk < �1
r
f(x0);

donc f est continue.

Exercice 1.3.5 Soient T : L2([�1; 1]) �! R une application dé�nie par

T (f) =

Z 0

�1
f(x)dx�

Z 1

0

f(x)dx

1) Montrer que T est une forme linéaire continue et calculer sa norme (utiliser la fonction

f0 dé�nie par f0(t) = 1p
2
si �1 � t < 0 et f0(t) = � 1p

2
si 0 � t � 1.)

2) Déterminer une fonction g 2 L2([�1; 1]) telle que

T (f) = hf; gi =
Z 1

�1
f(t)g(t)dt; pour toute f 2 H

3) Montrer que kerT = [g]? (où [g] est le sous-espace engendré par la fonction g)

4) Déterminer la projection de l�application identique id sur kerT:

Solution 1.3.3 1) La linéairité de T est évidente. En plus

jT (f)j =
����Z 0

�1
f(x)dx�

Z 1

0

f(x)dx

����
�

Z 0

�1
jf(x)j dx+

Z 1

0

jf(x)j dx =
Z 1

�1
jf(x)j dx

En appliquant l�inégalité de Hölder pour p = q = 2(Cauchy-schwarz), on trouve

jT (f)j � kfk2


1[�1;1]

2 :

où 

1[�1;1]

2 = �Z 1

�1
dx

� 1
2

=
p
2;

donc

jT (f)j �
p
2 kfk2 ;
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1.3. Quelques exercices corrigés

ce qui montre que T est continue et assure que

kTk �
p
2:

En outre, la fonction f0 vérifant:

kf0k2 = 1

et

jT (f0)j =
p
2:

Ce qui permet que

kTk =
p
2:

2) La fonction g cherchée est: f0(t) = 1p
2
si �1 � t < 0 et f0(t) = � 1p

2
si 0 � t � 1.)

g(x) =

8<: 1;�1 � x < 0

�1; 0 � x � 1:

3) On a

f 2 Ker(T ), T (f) = 0, hf; gi = 0, f 2 [g]? :

Donc

Ker(T ) = [g]? :

4) Comme T est continue, donc Ker(T ) est un sous espace vectoriel fermé de L2([�1; 1]).
Alors on peut appliquer le théorème de la projection, En notant que PKer(T ) (id) = h. Il

vient

id� h 2 (Ker(T ))? = [g]?? = [g]

c�est à dire

id� h = �g

et comme h est orthogonal sur g, on obtient

0 = hh; gi = hid� �g; gi = hid; gi � � hg; gi

Finalement, on trouve

g(x) =

8<: x+ 1
2
;�1 � x < 0

x� 1
2
; 0 � x � 1:

:
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