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La notion d’espace vectoriel est une structure fondamentale des mathématiques modernes. Il s’agit de dégager les
propriétés communes que partagent des ensembles pourtant tres différents. Par exemple, on peut additionner deux
vecteurs du plan, et aussi multiplier un vecteur par un réel (pour 'agrandir ou le rétrécir). Mais on peut aussi
additionner deux fonctions, ou multiplier une fonction par un réel. Méme chose avec les polynémes, les matrices,... Le
but est d’obtenir des théorémes généraux qui s’appliqueront aussi bien aux vecteurs du plan, de I'espace, aux espaces
de fonctions, aux polynémes, aux matrices,... La contrepartie de cette grande généralité de situations est que la notion
d’espace vectoriel est difficile a appréhender et vous demandera une quantité conséquente de travail ! Il est bon d’avoir
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d’exercices 4 Espaces vectoriels

d’exercices 4 Applications linéaires

d’abord étudié le chapitre « L'espace vectoriel R" ».

1. Espace vectoriel (début)

Espaces vectoriels

Dans ce chapitre, K désigne un corps. Dans la plupart des exemples, ce sera le corps des réels R.

1.1. Définition d’un espace vectoriel

Un espace vectoriel est un ensemble formé de vecteurs, de sorte que 'on puisse additionner (et soustraire) deux
vecteurs u, v pour en former un troisieme u + v (ou u—v) et aussi afin que 'on puisse multiplier chaque vecteur u

d’un facteur A pour obtenir un vecteur A - u. Voici la définition formelle :

Définition 1.

Un

est un ensemble non vide E muni :

o d’une loi de composition interne, c’est-a-dire d’une application de E x E dans E :

ExXE — E

(u,v) —> u+v

o d’une loi de composition externe, c’est-a-dire d'une application de K x E dans E :

KxE — E

(A,u) —» A-u

qui vérifient les propriétés suivantes :

1. u+v=v+u

(pour tous u,v € E)


http://www.youtube.com/watch?v=a1EkNGstaUU
http://www.youtube.com/watch?v=hI4hY5bTM6A
http://www.youtube.com/watch?v=yyO3GMjLXHU
http://www.youtube.com/watch?v=6cV904tSgWs
http://www.youtube.com/watch?v=u4qHl4crJHg
http://www.youtube.com/watch?v=lQLehsLpqrw
http://www.youtube.com/watch?v=DRI5vOFuR0M
http://www.youtube.com/watch?v=ArVVkmxhUK4
http://exo7.emath.fr/ficpdf/fic00017.pdf
http://exo7.emath.fr/ficpdf/fic00018.pdf
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u+(v+w)=(@w+v)+w (pourtousu,v,w € E)
. Il existe un Op €Etelqueu+0;=u (pour toutu € E)
. Tout u € E admet un u’ tel que u +u’ = 0. Cet élément u’ est noté —u.

l-u=u (pourtoutu €E)
A (u-u)=(Au)-u  (pourtous A, u €K, u€<€kE)
A-(w+v)=A-u+A-v (pourtous A €K, u,veE)

© N o U AW N

.(A+w)u=A-ut+u-u (pourtous A,uckK,uckE)

Nous reviendrons en détail sur chacune de ces propriétés juste aprés des exemples.

1.2. Premiers exemples

Exemple 1 (Le R-espace vectoriel R?).
Posons K = R et E = R2. Un élément u € E est donc un couple (x, y) avec x élément de R et y élément de R. Ceci
s’écrit
R*={(x,y) | x €R,y €R}.
« Définition de la loi interne. Si (x,y) et (x’,y’) sont deux éléments de R?, alors :
oY)+ Ly )= +x y + ).
« Définition de la loi externe. Si A est un réel et (x, y) est un élément de R?, alors :
A-(x,y) = (Ax, Ay).

L’élément neutre de la loi interne est le vecteur nul (0,0). Le symétrique de (x, y) est (—x,—y), que 'on note aussi
_(x’ y)‘

L'exemple suivant généralise le précédent. C’est aussi le bon moment pour lire ou relire le chapitre « Lespace vectoriel
R™ ».

Exemple 2 (Le R-espace vectoriel R").
Soit n un entier supérieur ou égal a 1. Posons K =R et E = R". Un élément u € E est donc un n-uplet (x;,x,,...,X,)
avec Xq, X, . .., X, des éléments de R.

« Définition de la loi interne. Si (xq,...,x,) et (x],...,x,) sont deux éléments de R", alors :

(g, X))+ (), x) = (e + x5, x, + X)),
 Définition de la loi externe. Si A est un réel et (xq,...,x,) est un élément de R", alors :

A(xy,eee,x) =(Axq,..., Ax,).



ESPACES VECTORIELS 1. ESPACE VECTORIEL (DEBUT) 3

Lélément neutre de la loi interne est le vecteur nul (0,0,...,0). Le symétrique de (x4, ..., x,) est (—xq,...,—x,), que
I'on note —(x1,...,x,).
De maniere analogue, on peut définir le C-espace vectoriel C", et plus généralement le K-espace vectoriel K".

Exemple 3.
Tout plan passant par l'origine dans R* est un espace vectoriel (par rapport aux opérations habituelles sur les vecteurs).
Soient K =R et E = & un plan passant par l'origine. Le plan admet une équation de la forme :

ax+by+cz=0

ol a, b et ¢ sont des réels non tous nuls.

X
Un élément u € E est donc un triplet (noté ici comme un vecteur colonne) (}Z’) telque ax+ by +cz =0.

x x’
Soient (y) et (y’) deux éléments de &2. Autrement dit,

z 14

ax+by+cz = 0,
et ax'+by' +cz = O.
x+x’ . .
Alors | y+y' | est aussi dans & car on a bien :
242’

alx+x)+b(y+y)+c(z+2)=0.

s s . . N e 114 0 (X . N
Les autres propriétés sont aussi faciles a vérifier : par exemple I'élément neutre est (8) ; et si (g) appartient a &,
X
alors ax + by + cz = 0, que l'on peut réécrire a(—x) + b(—y) + c¢(—z) = 0 et ainsi —(g) appartient 4 &.

Attention ! Un plan ne contenant pas l'origine n’est pas un espace vectoriel, car justement il ne contient pas le vecteur

nul (§).

1.3. Terminologie et notations

Rassemblons les définitions déja vues.

e On appelle les éléments de E des . Au lieu de K-espace vectoriel, on dit aussi espace vectoriel sur K.

 Les éléments de K seront appelés des

e I 0 s’appelle aussi le . Il ne doit pas étre confondu avec I’élément O de K. Lorsqu’il
n’y aura pas de risque de confusion, Oy sera aussi noté 0.

o Le —u d’un vecteur u € E s’appelle aussi I’

o La loi de composition interne sur E (notée usuellement +) est appelée couramment I'addition et u + u’ est appelée
somme des vecteurs u et u’.

« La loi de composition externe sur E est appelée couramment multiplication par un scalaire. La multiplication du
vecteur u par le scalaire A sera souvent notée simplement Au, au lieu de A - u.

Il est possible de définir, par récurrence, I'addition de n vecteurs, n > 2. La structure d’espace
vectoriel permet de définir 'addition de deux vecteurs (et initialise le processus). Si maintenant la somme de n —1
vecteurs est définie, alors la somme de n vecteurs vy, Vs, ..., Vv, est définie par

VitV v, = Fve v, ) v,
L'associativité de la loi + nous permet de ne pas mettre de parenthéses dans la somme v; + v, + -+ +v,.
n

On notera v{ + vy +---+v, =Zvi.
i=1
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Mini-exercices.
1. Vérifier les 8 axiomes qui font de R® un R-espace vectoriel.

ax+by+cz 0
adx+by+cz = 0.

2. Idem pour une droite 9 de R® passant par l'origine définie par {

3. Justifier que les ensembles suivants ne sont pas des espaces vectoriels : {(x, Y)ER? | xy = O} ; {(x, y)ER?|
x=1};{(x,y)eR?|x>0ety>0}; {(x,y) €eR*|-1<x<let —1<y <1}

4. Montrer par récurrence que si les v; sont des éléments d’'un K-espace vectoriel E, alors pour tous A; € K :
Alvl +A2V2 + +)ann EE

2. Espace vectoriel (fin)

2

.1. Détail des axiomes de la définition

Revenons en détail sur la définition d’'un espace vectoriel. Soit donc E un K-espace vectoriel. Les éléments de E seront
appelés des . Les éléments de K seront appelés des

Loi interne.

La loi de composition interne dans E, c’est une application de E x E dans E :

EXE — E
(w,v) » u+v

C’est-a-dire qu’a partir de deux vecteurs u et v de E, on nous en fournit un troisiéme, qui sera noté u + v.
La loi de composition interne dans E et la somme dans K seront toutes les deux notées +, mais le contexte permettra
de déterminer aisément de quelle loi il s’agit.

Loi externe.
La loi de composition externe, c’est une application de K x E dans E :

KxE — E
(A,u) » A-u

C’est-a-dire qu’a partir d’'un scalaire A € K et d'un vecteur u € E, on nous fournit un autre vecteur, qui sera noté A - u.

Axiomes relatifs a la loi interne.

1.

Commutativité. Pour tous u,v € E, u + v = v + u. On peut donc additionner des vecteurs dans 'ordre que 'on
souhaite.

. Associativité. Pour tous u,v,w € E,on au+(v+w) = (u+v)+w. Conséquence : on peut « oublier » les parentheses

et noter sans ambiguité u+ v +w.

. Il existe un élément neutre, c’est-a-dire qU'il existe un élément de E, noté Og, vérifiant : pour toutu € E, u+0z =u

(et on a aussi Og + u = u par commutativité). Cet élément 0y s’appelle aussi le

. Tout élément u de E admet un symétrique (ou ), Cest-a-dire qu’il existe un élément u’ de E tel que u+u’ = Og

(et on a aussi u’ + u = O par commutativité). Cet élément u’ de E est noté —u.

Proposition 1.
o S'il existe un élément neutre Oy vérifiant Uaxiome (3) ci-dessus, alors il est unique.
o Soit u un élément de E. S'il existe un élément symétrique u’ de E vérifiant Uaxiome (4), alors il est unique.

Démonstration.
« Soient Oy et 0y deux éléments vérifiant la définition de I'élément neutre. On a alors, pour tout élément u de E :

u+0;=0g+u=u et u+0,=0,+u=u
— Alors, la premiére propriété utilisée avec u = 07, donne 07, + 0y = 0y + 0, = 07,.
— La deuxiéme propriété utilisée avec u = Oy donne Oy + 0y, = 0%, + 0z = Op.
— En comparant ces deux résultats, il vient Oy = 0.
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 Supposons qu’il existe deux symétriques de u notés u’ et u”. On a :
u+u' =u'+u=0g et u+u” =u"+u=0;g.
Calculons u’ + (u+u”") de deux facons différentes, en utilisant I'associativité de la loi + et les relations précédentes.
—u+uw+u)=u"+0, =1
—uU+u+u)=W+w)+u" =0 +u" =u"
— On en déduit u’ =u”.

Remarque.
Les étudiants connaissant la théorie des groupes reconnaitront, dans les quatre premiers axiomes ci-dessus, les axiomes
caractérisant un groupe commutatif.

Axiomes relatifs a la loi externe.
5. Soit 1 I'élément neutre de la multiplication de K. Pour tout élément u de E, on a
l-u=u.
6. Pour tous éléments A et u de K et pour tout élément u de E, on a
A-(u-u)=(@Axu) u.

Axiomes liant les deux lois.

7. Distributivité par rapport a 'addition des vecteurs. Pour tout élément A de K et pour tous éléments u et v de E,
on a
A-(Uu+v)=A-u+A-v.
8. Distributivité par rapport a 'addition des scalaires. Pour tous A et u de K et pour tout élément u de E, on a :

A+w)u=2rA-u+u-u.

La loi interne et la loi externe doivent donc satisfaire ces huit axiomes pour que (E, +, -) soit un espace vectoriel sur K.

2.2. Exemples

Dans tous les exemples qui suivent, la vérification des axiomes se fait simplement et est laissée au soin des étudiants.
Seules seront indiquées, dans chaque cas, les valeurs de I'élément neutre de la loi interne et du symétrique d’'un
élément.

Exemple 4 (L'espace vectoriel des fonctions de R dans R).
Lensemble des fonctions f : R — R est noté & (R, R). Nous le munissons d’une structure de R-espace vectoriel de la
maniére suivante.

 Loi interne. Soient f et g deux éléments de Z (R, R). La fonction f + g est définie par :

VxeR (f+8)(x)=f(x)+g(x)
(ot le signe + désigne la loi interne de & (R, R) dans le membre de gauche et 'addition dans R dans le membre
de droite).
 Loi externe. Si A est un nombre réel et f une fonction de & (R, R), la fonction A - f est définie par 'image de tout
réel x comme suit :
VxeR (A:f)(x)=2Axf(x).
(Nous désignons par - la loi externe de & (R, R) et par x la multiplication dans R. Avec ’habitude on oubliera les
signes de multiplication : (Af )(x) = Af(x).)
« Elément neutre. Lélément neutre pour 'addition est la fonction nulle, définie par :
VxeR f(x)=0.

On peut noter cette fonction 04 g gy
o Symétrique. Le symétrique de I'élément f de Z(R,R) est 'application g de R dans R définie par :

VxeR g(x)=—f(x).
Le symétrique de f est noté —f.
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Exemple 5 (Le R-espace vectoriel des suites réelles).
On note ¥ 'ensemble des suites réelles (u,,),cn. Cet ensemble peut étre vu comme I'ensemble des applications de N
dans R ; autrement dit & = Z (N, R).
o Loi interne. Soient u = (U, ),en €t V = (V,)nen deux suites appartenant a &. La suite u + v est la suite w = (W) pen
dont le terme général est défini par
VneN w,=u,+v,
(ot u, + v, désigne la somme de u, et de v, dans R).
e Loi externe. Si A est un nombre réel et u = (u,),ey Un élément de &, A - u est la suite v = (v,),en définie par
VneN v,=2Axu,
ol x désigne la multiplication dans R.
o Elément neutre. Lélément neutre de la loi interne est la suite dont tous les termes sont nuls.
o Symétrique. Le symétrique de la suite u = (u,),cy est la suite u’ = (u/ ),ey définie par :
YneN u =—u,.
Elle est notée —u.

Exemple 6 (Les matrices).

Lensemble M, ,(R) des matrices a n lignes et p colonnes a coefficients dans R est muni d’une structure de R-espace
vectoriel. La loi interne est 'addition de deux matrices. La loi externe est la multiplication d’'une matrice par un
scalaire. I’élément neutre pour la loi interne est la matrice nulle (tous les coefficients sont nuls). Le symétrique de
la matrice A = (a; ;) est la matrice (—q, ;). De méme, 'ensemble M, ,(K) des matrices a coefficients dans K est un
K-espace vectoriel.

Autres exemples :

1. Lespace vectoriel R[X] des polynémes P(X) = a,X" + --- + a,X? + a;X + a,. Laddition est 'addition de deux
polynémes P(X) + Q(X), la multiplication par un scalaire A € R est A - P(X). L’élément neutre est le polynéme nul.
Lopposé de P(X) est —P(X).

2. L'ensemble des fonctions continues de R dans R ; ’'ensemble des fonctions dérivables de R dans R,...

3. C est un R-espace vectoriel : addition z + 2z’ de deux nombres complexes, multiplication Az par un scalaire A € R.
L'élément neutre est le nombre complexe 0 et le symétrique du nombre complexe z est —z.

2.3. Regles de calcul

Proposition 2.
Soit E un espace vectoriel sur un corps K. Soient u € E et A€ K. Alorson a :

1. 0-u=0;
2. A-0; =0
3. (-1)-u=—u
4

. |7L-u=OE & A=0 ou u=0E|

Lopération qui a (u, v) associe u + (—v) s’appelle la . Le vecteur u + (—v) est noté u—v. Les propriétés
suivantes sont satisfaites : A(u—v) = Au— Av et (A — u)u = Au— uu.

Démonstration. Les démonstrations des propriétés sont des manipulations sur les axiomes définissant les espaces
vectoriels.

1. o Le point de départ de la démonstration est I'’égalité dans K : 04+ 0 = 0.

e D’oty, pour tout vecteur de E, I'égalité (0+0)-u=0-u.

» Dong, en utilisant la distributivité de la loi externe par rapport a la loi interne et la définition de 1’élément
neutre, on obtient 0-u+ 0-u = 0 - u. On peut rajouter ’élément neutre dans le terme de droite, pour obtenir :
O-u+0-u=0-u+0g.

» En ajoutant —(0 - u) de chaque coté de I'égalité, on obtient : 0 u = 0.

2. La preuve est semblable en partant de I'égalité Oy + 0y = Op.
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3. Montrer (—1) - u = —u signifie exactement que (—1) - u est le symétrique de u, c’est-a-dire vérifie u + (—1) - u = 0.
En effet :
u+(—1)u=1u+(-1)-u=Q0Q+-1) - u=0-u=0g.
4. On sait déja que si A =0 ou u = 0y, alors les propriétés précédentes impliquent A - u = Op.
Pour la réciproque, soient A € K un scalaire et u € E un vecteur tels que A - u = 0.
Supposons A différent de 0. On doit alors montrer que u = Op.

o Comme A # 0, alors A est inversible pour le produit dans le corps K. Soit A~! son inverse.

o En multipliant par A~ les deux membres de I'égalité A -u = O, il vient : A1 - (A -u) = A1 0.

« D’ou en utilisant les propriétés de la multiplication par un scalaire (A~} x A)-u =0y et donc 1-u = 0.
e D’olt u = 0g.

Mini-exercices.
1. Justifier si les objets suivants sont des espaces vectoriels.

(a) L'ensemble des fonctions réelles sur [0, 1], continues, positives ou nulles, pour 'addition et le produit par un
réel.

(b) Lensemble des fonctions réelles sur R vérifiant lim,_,, . f(x) = 0 pour les mémes opérations.
(c) L'ensemble des fonctions sur R telles que f(3) =7.

(d) L'ensemble R’ pour les opérations x ® y = xy et A-x = x* (A €R).

(e) Lensemble des points (x, y) de R? vérifiant sin(x + y) = 0.

() Lensemble des vecteurs (x, y,z) de R® orthogonaux au vecteur (—1, 3, —2).

(g) Lensemble des fonctions de classe 62 vérifiant f” + f = 0.

(h) Lensemble des fonctions continues sur [0, 1] vérifiant f 01 f(x)sinx dx =0.

(i) Lensemble des matrices (¢ 5) € My(R) vérifiant a +d = 0.

2. Prouver les propriétés de la soustraction : A-(u—v)=A-u—A-vet(A—u) - u=A-u—u-u.

3. Sous-espace vectoriel (début)

Il est vite fatiguant de vérifier les 8 axiomes qui font d'un ensemble un espace vectoriel. Heureusement, il existe
une maniére rapide et efficace de prouver qu'un ensemble est un espace vectoriel : grace a la notion de sous-espace
vectoriel.

3.1. Définition d’un sous-espace vectoriel

Définition 2.

Soit E un K-espace vectoriel. Une partie F de E est appelée un si:
e Op €F,
e u+veF pourtousu,v €F,
e A-ueF pourtout A €Kettoutu€eF.

Remarque.
Expliquons chaque condition.
» La premiére condition signifie que le vecteur nul de E doit aussi étre dans F. En fait il suffit méme de prouver que
F est non vide.
« La deuxiéme condition, c’est dire que F est stable pour 'addition : la somme u + v de deux vecteurs u, v de F est
bien siir un vecteur de E (car E est un espace vectoriel), mais ici on exige que u + v soit un élément de F.
» La troisieme condition, c’est dire que F est stable pour la multiplication par un scalaire.
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Exemple 7 (Exemples immédiats).
1. Lensemble F = {(x, Y)ER? | x+y= O} est un sous-espace vectoriel de R2. En effet :
(@ (0,0)€F,
(b) siu=(xy,y;) etv=_xy,y,) appartiennent a F, alors x; + y; = 0 et x4+ ¥y, = 0 donc (x; +x,)+(y; +¥,) =0
et ainsi u+v = (x; + x5, y; + ¥,) appartient a F,
() siu=(x,y)eFetAeR,alorsx+y=0donc Ax +Ay =0,dou Au€F.

y

J

2. Lensemble des fonctions continues sur R est un sous-espace vectoriel de 'espace vectoriel des fonctions de R dans
R. Preuve : la fonction nulle est continue ; la somme de deux fonctions continues est continue ; une constante fois
une fonction continue est une fonction continue.

3. L'ensemble des suites réelles convergentes est un sous-espace vectoriel de ’espace vectoriel des suites réelles.

Voici des sous-ensembles qui ne sont pas des sous-espaces vectoriels.

Exemple 8.

1. L'ensemble F; = {(x, Y)ER? | x+y= 2} n’est pas un sous-espace vectoriel de R2. En effet le vecteur nul (0, 0)
n’appartient pas a F;.

2. Lensemble F, = {(x, y)ER?|x=0o0uy= O} n’est pas un sous-espace vectoriel de R?. En effet les vecteurs
u=(1,0) et v=(0,1) appartiennent a F,, mais pas le vecteur u+v = (1, 1).

3. Lensemble F5 = {(x, Y)ER? | x>0ety > 0} n’est pas un sous-espace vectoriel de R2. En effet le vecteur
u=(1,1) appartient a F; mais, pour A =—1, le vecteur —u = (—1,—1) n’appartient pas a F5.

A
\ —F, Fy
0 \ 5 > 5 .
F

3.2. Un sous-espace vectoriel est un espace vectoriel

La notion de sous-espace vectoriel prend tout son intérét avec le théoréme suivant : un sous-espace vectoriel est
lui-méme un espace vectoriel. C’est ce théoréme qui va nous fournir plein d’exemples d’espaces vectoriels.

Théoreme 1.
Soient E un K-espace vectoriel et F un sous-espace vectoriel de E. Alors F est lui-méme un K-espace vectoriel pour les
lois induites par E.

Méthodologie. Pour répondre a une question du type « Lensemble F est-il un espace vectoriel ? », une facon efficace
de procéder est de trouver un espace vectoriel E qui contient F, puis prouver que F est un sous-espace vectoriel de E.
Il y a seulement trois propriétés a vérifier au lieu de huit !
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Exemple 9.

1. Est-ce que I'ensemble des fonctions paires (puis des fonctions impaires) forme un espace vectoriel (sur R avec les
lois usuelles sur les fonctions) ?

Notons & I'ensemble des fonctions paires et .# 'ensemble des fonctions impaires. Ce sont deux sous-ensembles de
I'espace vectoriel Z(R,R) des fonctions.

#?={f e ZR,R) | Vx €R, f(—x) = f(x)}
#={f e Z(R,R) |Vx €R, f(—x) =—f(x)}

P et £ sont des sous-espaces vectoriels de Z (R, R). C’est tres simple a vérifier, par exemple pour & :
(a) la fonction nulle est une fonction paire,

(b) sif,gePalors f +ge€ 2P,

(c)sifePetsiAcRalors Af € 2.

Par le théoreme 1, & est un espace vectoriel (de méme pour .%).

2. Est-ce que I'ensemble ., des matrices symétriques de taille n est un espace vectoriel (sur R avec les lois usuelles
sur les matrices) ?

&, est un sous-ensemble de I'espace vectoriel M,(R). Et c’est méme un sous-espace vectoriel. Il suffit en effet de
vérifier que la matrice nulle est symétrique, que la somme de deux matrices symétriques est encore symétrique et

finalement que le produit d'une matrice symétrique par un scalaire est une matrice symétrique. Par le théoréme 1,
&, est un espace vectoriel.

Preuve du théoréme 1. Soit F un sous-espace vectoriel d'un espace vectoriel (E, +,-). La stabilité de F pour les deux
lois permet de munir cet ensemble d’une loi de composition interne et d’une loi de composition externe, en restreignant
a F les opérations définies dans E. Les propriétés de commutativité et d’associativité de 'addition, ainsi que les quatre
axiomes relatifs a la loi externe sont vérifiés, car ils sont satisfaits dans E donc en particulier dans F, qui est inclus
dans E.

Lexistence d’'un élément neutre découle de la définition de sous-espace vectoriel. Il reste seulement a justifier que si
u € F, alors son symétrique —u appartient a F.

Fixons u € F. Comme on a aussi u € E et que E est un espace vectoriel alors il existe un élément de E, noté —u, tel
que u + (—u) = 0. Comme u est élément de F, alors pour A =—1, (—1)u € F. Et ainsi —u appartient a F. O

Un autre exemple d’espace vectoriel est donné par 'ensemble des solutions d’un systeme linéaire homogéne. Soit
AX = 0 un systéme de n équations a p inconnues :

ay; ... Qgp X1 0

ap; ... a

P p

On a alors
Théoreme 2.

Soit A€ M, ,(R). Soit AX = 0 un systeme d’équations linéaires homogénes a p variables. Alors Uensemble des vecteurs
solutions est un sous-espace vectoriel de RP.

Démonstration. Soit F I'ensemble des vecteurs X € RP solutions de 'équation AX = 0. Vérifions que F est un sous-
espace vectoriel de R?.
o Le vecteur O est un élément de F.
o F est stable par addition : si X et X’ sont des vecteurs solutions, alors AX = 0 et AX’ = 0, donc A(X +X’) =
AX +AX' =0, etainsiX + X' €F.
« F est stable par multiplication par un scalaire : si X est un vecteur solution, on a aussi A(AX) = A(AX) = A0 =0,
ceci pour tout A € R. Donc AX €F.

O
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Exemple 10.

Considérons le systéme
1 -2 3 b 0
2 —4 6 y |=| O
3 6 9 Z 0

Lensemble des solutions F C R® de ce systéme est :
F= {(szs—Bt,y:s,z: t) |s,t€R}.

Par le théoréme 2, F est un sous-espace vectoriel de R3. Donc par le théoréme 1, F est un espace vectoriel.

Une autre fagon de voir les choses est d’écrire que les éléments de F sont ceux qui vérifient '’équation (x = 2y — 3z).
Autrement dit, F est d’équation (x —2y + 3z = 0). L'ensemble des solutions F est donc un plan passant par l'origine.
Nous avons déja vu que ceci est un espace vectoriel.

Mini-exercices.

Parmi les ensembles suivants, reconnaitre ceux qui sont des sous-espaces vectoriels :
Ay,2)eR® [ x+y =0}

A y,z ) eR [x=tety =2z}
Ay, eR? | z=1}
AGLy)eR? [ x2+xy >0}

. {(x,y)€R2|x2+y2>1}
AfeZ®R)|f(0)=1}
Afez®B)|F(1)=0}

. {f € Z(R,R) | f est croissante }
. {(un)nGN | (u,) tend vers 0}

O 00 N O 1 A WN -

4. Sous-espace vectoriel (milieu)

4.1. Combinaisons linéaires

Définition 3.

Soit n > 1 un entier, soient v;, vy, ..., V,, n vecteurs d’un espace vectoriel E. Tout vecteur de la forme

u=A1V1+szz+"'+Anvn

(ot Ay, Ay, ..., A, sont des éléments de K) est appelé des vecteurs vy, v, ..., V,. Les scalaires
Aq, Ay, ..., A, sont appelés de la combinaison linéaire.

Remarque : Sin =1, alors u = A,v; et on dit que u est av.

Exemple 11.

1. Dans le R-espace vectoriel R3, (3,3, 1) est combinaison linéaire des vecteurs (1,1,0) et (1,1, 1) car on a I'égalité
(3,3,1)=2(1,1,0)+(1,1,1).
2. Dans le R-espace vectoriel R?, le vecteur u = (2,1) n’est pas colinéaire au vecteur v; = (1,1) car s’il I'était, il
existerait un réel A tel que u = Av;, ce qui équivaudrait a I'égalité (2,1) = (A, A).
3. Soit E = Z (R, R) l'espace vectoriel des fonctions réelles. Soient f;, f;, f5 et f5 les fonctions définies par :
VxeR fo(x)=1, filx)=x, folx)=x% fi(x)=x>.
Alors la fonction f définie par
VxeR f(x)=x>—2x2—7x—4
est combinaison linéaire des fonctions f,, fi, fs, f3 puisque I'on a I'égalité

f=rf3—2f,—7fi —4fo-
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1 1 3
4. Dans M, 3(R), on considere A = (O 1 4

combinaison linéaire de matrices élémentaires (des zéros partout, sauf un 1) :

A—100+010+3001—000+4000
~\o 00 0 0 O 0 0 O 01 0 0 0 1)°

Voici deux exemples plus compliqués.

). On peut écrire A naturellement sous la forme suivante d’une

Exemple 12.

) 1 6 3 9 . o
Soient u = ( _21) etv = (4) deux vecteurs de R°. Montrons que w = (%) est combinaison linéaire de u et v. On
cherche donc A et u tels que w = Au+ uv :

9 1 6 A 6u A+6u
21=A| 2 |+ul4|=|2A|+|4u]=]| 24+4u
7 -1 2 -2 2u —A+2u
On a donc
9 A+6u
2 = 2A+4u
7 = —A4+2u.

Une solution de ce systéme est (A = —3, u = 2), ce qui implique que w est combinaison linéaire de u et v. On vérifie
que l'on a bien

9 1 6
21=-3| 2 |+2| 4
7 -1 2
Exemple 13.
. 1 6 4N . o L 1ie
Soient u = ( _21) etv= (421) Montrons que w = (—81) n’est pas une combinaison linéaire de u et v. L'égalité
4 1 6 4 = A+6u
=1 )=A( 2 |+ul|4 équivaut au systéme -1 = 2A+4u
8 -1 2 8 = —A+2u.

Or ce systeme n’a aucune solution. Donc il n’existe pas A, u € R tels que w = Au+ uv.

4.2. Caractérisation d’un sous-espace vectoriel

Théoréme 3 (Caractérisation d’'un sous-espace par la notion de combinaison linéaire).
Soient E un K-espace vectoriel et F une partie non vide de E. F est un sous-espace vectoriel de E si et seulement si

Au+uveF pour tous u,v € F et tous A, u € K.

Autrement dit si et seulement si toute combinaison linéaire de deux éléments de F appartient a F.

Démonstration.
« Supposons que F soit un sous-espace vectoriel. Et soient u,v € F, A, u € K. Alors par la définition de sous-espace
vectoriel : Au € F et uv € F et ainsi Au+uv € F.
« Réciproquement, supposons que pour chaque u,v € F, A,y € Kona Au+uv €F.
— Comme F n’est pas vide, soient u,v € F. Posons A =y = 0. Alors Au +uv =0; € F.
— Siu,v €F,alorsen posant A=y =1 on obtientu+v €F.
— Siu€eF et A €K (et pour n'importe quel v, en posant y = 0), alors Au € F.

4.3. Intersection de deux sous-espaces vectoriels

Proposition 3 (Intersection de deux sous-espaces).
Soient F, G deux sous-espaces vectoriels d’'un K-espace vectoriel E. Lintersection F N G est un sous-espace vectoriel de E.

On démontrerait de méme que l'intersection F; NF, N F3N---NF, d'une famille quelconque de sous-espaces vectoriels
de E est un sous-espace vectoriel de E.
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Démonstration. Soient F et G deux sous-espaces vectoriels de E.
e 0y €F, 05 €G car F et G sont des sous-espaces vectoriels de E ; donc 0 € FNG.
« Soient u et v deux vecteurs de F N G. Comme F est un sous-espace vectoriel, alors u,v € F implique u+v € F. De
méme u,v € G implique u+v € G. Doncu+v € FNG.
e Soientu € FNG et A € K. Comme F est un sous-espace vectoriel, alors u € F implique Au € F. De méme u € G
implique Au € G. Donc Au € FNG.
Conclusion : F N G est un sous-espace vectoriel de E. O

Exemple 14.
Soit 9 le sous-ensemble de R* défini par :

2={(x,y,2)€R® | x+3y+2=0 et x—y+2z=0}.

Est-ce que 9 est sous-espace vectoriel de R® ? Lensemble 2 est I'intersection de F et G, les sous-ensembles de R>
définis par :

F={(x,y,2) €R®|x +3y +2 =0}
G={(x,y,2) eR®|x—y+2z=0}

Ce sont deux plans passant par l'origine, donc des sous-espaces vectoriels de R®. Ainsi 2 = F N G est un sous-espace
vectoriel de R3, c’est une droite vectorielle.

Remarque.

La réunion de deux sous-espaces vectoriels de E n’est pas en général un sous-espace vectoriel de E. Prenons par
exemple E = R2. Considérons les sous-espaces vectoriels F = {(x,y) | x = O} etG = {(x,y) |y = 0}. Alors FUG
n’est pas un sous-espace vectoriel de R2. Par exemple, (0,1) + (1,0) = (1, 1) est la somme d’un élément de F et d’'un
élément de G, mais n’est pas dans F U G.

(0,1) 3

Mini-exercices.

-2 2 . ..
1. Peut-on trouver t € R tel que les vecteurs (ﬁ ) ( 4¢ ) soient colinéaires ?
t
1
3

1 -1
2. Peut-on trouver t € R tel que le vecteur ( t) soit une combinaison linéaire de (%) et ( L ) ?

t
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5. Sous-espace vectoriel (fin)

5.1. Somme de deux sous-espaces vectoriels

Comme la réunion de deux sous-espaces vectoriels F et G n’est pas en général un sous-espace vectoriel, il est utile de
connaitre les sous-espaces vectoriels qui contiennent a la fois les deux sous-espaces vectoriels F et G, et en particulier
le plus petit d’entre eux (au sens de I'inclusion).

Définition 4 (Définition de la somme de deux sous-espaces).
Soient F et G deux sous-espaces vectoriels d'un K-espace vectoriel E. Lensemble de tous les éléments u + v, ot u
est un élément de F et v un élément de G, est appelé des sous-espaces vectoriels F et G. Cette somme est
notée F + G. On a donc

F+G= {u+v|u€F,v€G}.

F+G

Proposition 4.
Soient F et G deux sous-espaces vectoriels du K-espace vectoriel E.

1. F + G est un sous-espace vectoriel de E.

2. F + G est le plus petit sous-espace vectoriel contenant a la fois F et G.

Démonstration.

1. Montrons que F + G est un sous-espace vectoriel.
e 0,€F,0;,€G,donc0; =0;+0; €F+G.
 Soient w et w’ des éléments de F + G. Comme w est dans F + G, il existe u dans F et v dans G tels que w = u+v.
Comme w’ est dans F +G, il existe u’ dans F et v/ dans G tels que w’ = u’+v’. Alors w+w’ = (u+v)+ @' +v') =
u+u)+(@v+v)eF+G,caru+u €Fetv+v €G.
 Soit w un élément de F + G et A € K. Il existe u dans F et v dans G tels que w =u+v. Alors Aw = A(u+v) =
(AW)+(Av)eF+G,car \Aue F et Av €G.

2. « Lensemble F + G contient F et contient G : en effet tout élément u de F s’écrit u = u+ 0 avec u appartenant a
F et 0 appartenant a G (puisque G est un sous-espace vectoriel), donc u appartient a F + G. De méme pour un
élément de G.

» Si H est un sous-espace vectoriel contenant F et G, alors montrons que F + G C H. C’est clair : si u € F alors
en particulier u € H (car F C H), de méme si v € G alors v € H. Comme H est un sous-espace vectoriel, alors
u+veH.

O

Exemple 15.
Déterminons F + G dans le cas ol F et G sont les sous-espaces vectoriels de R® suivants :

F:{(x,y,z)€R3|y=z=0} et G={(x,y,z)€]R3|x:z=0}.
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F+G

Un élément w de F + G s’écrit w = u+ v ol u est un élément de F et v un élément de G. Comme u € F alors il existe
x € R tel que u =(x,0,0), et comme v € G il existe y € R tel que v = (0, y,0). Donc w = (x, y, 0). Réciproquement,
un tel élément w = (x, y,0) est la somme de (x,0,0) et de (0,y,0). Donc F + G = {(x,y,z) ER®|z= O}. On voit
méme que, pour cet exemple, tout élément de F + G s’écrit de fagon unique comme la somme d’un élément de F et
d’un élément de G.

Exemple 16.
Soient F et G les deux sous-espaces vectoriels de R® suivants :

F={(x,y,2) € R®| x =0} et G={(x,y,2)eR®|y =0}

G

Dans cet exemple, montrons que F + G = R3. Par définition de F + G, tout élément de F + G est dans R3. Mais
réciproquement, si w = (x, y, z) est un élément quelconque de R® : w = (x, y,2) = (0, y,2)+(x,0,0), avec (0, y,2z) € F
et (x,0,0) € G, donc w appartient a F + G.

Remarquons que, dans cet exemple, un élément de R® ne s’écrit pas forcément de facon unique comme la somme d’un
élément de F et d’un élément de G. Par exemple (1,2,3) =(0,2,3)+(1,0,0) =(0,2,0)+(1,0,3).

5.2. Sous-espaces vectoriels supplémentaires

Définition 5 (Définition de la somme directe de deux sous-espaces).

Soient F et G deux sous-espaces vectoriels de E. F et G sont en dans E si
o FNG={0g},
« F+G=E.

Onnote alors F®G=E.

Si F et G sont en somme directe, on dit que F et G sont des sous-espaces vectoriels dans E.

Proposition 5.
F et G sont supplémentaires dans E si et seulement si tout élément de E s’écrit d’'une maniére unique comme la somme
d’'un élément de F et d’'un élément de G.
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Remarque.
 Dire qu'un élément w de E s’écrit d’'une maniére unique comme la somme d’'un élément de F et d’'un élément de G
signifie que siw=u+vavecueF,veGetw=u+v avecu’' €F,v eGalorsu=u"etv=1y".
» On dit aussi que F est un sous-espace supplémentaire de G (ou que G est un sous-espace supplémentaire de F).
» Il n’y a pas unicité du supplémentaire d’un sous-espace vectoriel donné (voir un exemple ci-dessous).
» Lexistence d’'un supplémentaire d'un sous-espace vectoriel sera prouvée dans le cadre des espaces vectoriels de
dimension finie.

Démonstration.

o Supposons E = F @ G et montrons que tout élément u € E se décompose de maniere unique. Soient doncu =v+w
etu=v'+w avecv,y € Fetw,w € G.Onaalorsv+w=1v'+w, doncv—v =w —w. Comme F est un
sous-espace vectoriel alors v —v’ € F, mais d’autre part G est aussi un sous-espace vectoriel donc w' —w € G.
Conclusion : v—v' = w'—w € F N G. Mais par définition d’espaces supplémentaires FNG = {0z}, donc v—v' =0
et aussi W' —w = 0g. On en déduit v =v' et w = w’, ce qu'il fallait démontrer.

o Supposons que tout u € E se décompose de maniere unique et montrons E =F & G.

— Montrons FNG = {0g}. Siu € F NG, il peut s’écrire des deux maniéres suivantes comme somme d’un élément
de F et d’'un élément de G :
u=0g+u et u=u+0g.
Par 'unicité de la décomposition, u = Op.
— Montrons F + G = E. Il n’y rien a prouver, car par hypothése tout élément u se décompose en u = v + w, avec
veFetwed.
O

Exemple 17.

1. Soient F = {(x,0) e R? | x e R} et G ={(0,y) € R?| y €R}.
Montrons que F ® G = R2. La premiére facon de le voir est que 'on a clairement F N G = {(0,0)} et que,
comme (x,y) = (x,0)+ (0, y), alors F + G = R2. Une autre facon de le voir est d’utiliser la proposition 5, car la
décomposition (x, y) = (x,0) + (0, y) est unique.

G ¢

2. Gardons F et notons G’ = {(x, x)eR?|x e ]R}. Montrons que I'on a aussi F ® G’ = R? :
(a) Montrons FNG’ = {(0,0)}. Si (x,y) € FNG’ alors d’une part (x,y) € F donc y =0, et aussi (x,y) € G’ donc
x = y. Ainsi (x,y) = (0,0).
(b) Montrons F + G’ = R2. Soit u = (x,y) € R2. Cherchons v € F et w € G’ tels que u = v + w. Comme
v =(x;,y,) €F alors y; =0, et comme w = (x5, y,) € G’ alors x, = ¥,. Il s’agit donc de trouver x; et x, tels
que
(X, J’) = (xh 0) + (XZ’ x2)'
Donc (x,y) = (x; + x5, x5). Ainsi x = x; + x5 et y = x5, d'olt x; = x —y et x, = y. On trouve bien
(e, y)=(x—y,0+0,y),
qui prouve que tout élément de R? est somme d’un élément de F et d’un élément de G'.

3. De facon plus générale, deux droites distinctes du plan passant par I'origine forment des sous-espaces supplémen-
taires.



ESPACES VECTORIELS 5. SOUS-ESPACE VECTORIEL (FIN) 16

Exemple 18.
Est-ce que les sous-espaces vectoriels F et G de R® définis par

F={(x,y,z)€R3|x—y—z=0} et G={(x,y,z)€]R3|y=z=0}

sont supplémentaires dans R> ?

1. 1l est facile de vérifier que F N G = {0}. En effet si '’élément u = (x, y, 2) appartient a I'intersection de F et de G,
alors les coordonnées de u vérifient : x —y —z = 0 (car u appartient a F), et y =z = 0 (car u appartient a G),
donc u =(0,0,0).

2. Il reste & démontrer que F + G = R3.

Soit donc u = (x, y,z) un élément quelconque de R?; il faut déterminer des éléments v de F et w de G tels que
u =v+w. Lélément v doit étre de la forme v = (y; +2;, ¥1,%;) et 'élément w de la forme w = (x,,0,0). On a
u=v+wsietseulementsiy; =y, z =2, X, =x—y—2.0nadonc

(X:y,z):(}’+Z,J’;2)+(X_}’_Z:0,O)
avecv=(y +2,y,z)dans F et w=(x—y —2,0,0) dans G.

Conclusion : F & G = R3.

Exemple 19.
Dans le R-espace vectoriel # (R, R) des fonctions de R dans R, on considére le sous-espace vectoriel des fonctions
paires & et le sous-espace vectoriel des fonctions impaires .#. Montrons que & & .¢ = Z (R, R).

1. Montrons # N.# = {OzRrg)}-
Soit f € & N £, cest-a-dire que f est a la fois une fonction paire et impaire. Il s’agit de montrer que f est la
fonction identiquement nulle. Soit x € R. Comme f(—x) = f(x) (car f est paire) et f(—x) =—f(x) (car f est
impaire), alors f (x) = —f(x), ce qui implique f (x) = 0. Ceci est vrai quel que soit x € R; donc f est la fonction
nulle. Ainsi # N .# = {0z}

2. Montrons & + .¢ = Z(R,R).
Soit f € Z(R,R). Il s’agit de montrer que f peut s’écrire comme la somme d’une fonction paire et d’'une fonction
impaire.
Analyse. Si f = g+h, avec g € 2, h € .#, alors pour tout x, d’une part, (a) f(x) = g(x)+ h(x), et d’autre part,
) f(—x) = g(—x) + h(—x) = g(x) — h(x). Par somme et différence de (a) et (b), on tire que

fO)+f(=x) fx)—f(=x)
2

g)=—"——— et h(x)=

Synthese. Pour f € Z (R, R), on définit deux fonctions g, h par g(x) = w et h(x) = w Alors d’une
part f(x) = g(x)+ h(x) et dautre part g € & (vérifier g(—x) = g(x)) et h € # (vérifier h(—x) = —h(x)). Bilan :
P + .9 =F(R,R).
En conclusion, & et .# sont en somme directe dans Z (R, R) : Z & .¢ = Z (R, R). Notez que, comme le prouvent nos
calculs, les g et h obtenus sont uniques.
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5.3. Sous-espace engendré

Théoréeme 4 (Théoréme de structure de 'ensemble des combinaisons linéaires).
Soit {vi,...,v,} un ensemble fini de vecteurs d'un K-espace vectoriel E. Alors :
o Lensemble des combinaisons linéaires des vecteurs {vy,...,v,} est un sous-espace vectoriel de E.
o C’est le plus petit sous-espace vectoriel de E (au sens de linclusion) contenant les vecteurs vy, ..., V.

Notation. Ce sous-espace vectoriel est appelé et est noté Vect(vy,...,v,). On a
donc

u € Vect(vy,...,v,) <& ilexiste A,...,A, €K telsque u=2Av;+---+A,v,

Remarque.
« Dire que Vect(vy,...,v,) est le plus petit sous-espace vectoriel de E contenant les vecteurs vy, ..., v, signifie que si
F est un sous-espace vectoriel de E contenant aussi les vecteurs vy, ..., v, alors Vect(vy,...,v,) CF.
 Plus généralement, on peut définir le sous-espace vectoriel engendré par une partie ¥ quelconque (non nécessai-
rement finie) d’un espace vectoriel : Vect ¥ est le plus petit sous-espace vectoriel contenant V.

Exemple 20.

1. E étant un K-espace vectoriel, et u un élément quelconque de E, 'ensemble Vect(u) = {Au | A € K} est le sous-
espace vectoriel de E engendré par u. Il est souvent noté Ku. Si u n’est pas le vecteur nul, on parle d’une

K = Vect(u)

Vect(u,v)

2. Siu et v sont deux vecteurs de E, alors Vect(u,v) = {Au +uv|Aue ]K}. Si u et v ne sont pas colinéaires, alors
Vect(u, v) est un

. 1 1 , .
3. Soientu = (%) ety = (g) deux vecteurs de R3. Déterminons & = Vect(u, v).

X X
(;) € Vect(u,v) < (}Z/) = Au+uv pour certains A, u € R
X 1 1
= (y) =A(1)+,u(z)
4 1 3
x = A+p
y = A+2u
z = A+3u
Nous obtenons bien une équation paramétrique du plan & passant par l'origine et contenant les vecteurs u et v.
On sait en trouver une équation cartésienne : (x —2y +z = 0).

—

Exemple 21.
Soient E 'espace vectoriel des applications de R dans R et f,, fi, f, les applications définies par :

VxeR  fol)=1, filx)=x et fo(x)=x%

Le sous-espace vectoriel de E engendré par {f,, f1, fo} est espace vectoriel des fonctions polynémes f de degré
inférieur ou égal a 2, c’est-a-dire de la forme f(x) = ax?+ bx +c.

Méthodologie. On peut démontrer qu'une partie F d’un espace vectoriel E est un sous-espace vectoriel de E en
montrant que F est égal a 'ensemble des combinaisons linéaires d'un nombre fini de vecteurs de E.
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Exemple 22.
Est-ce que F = {(x, y,2)ER3 [ x—y—2z= 0} est un sous-espace vectoriel de R3 ?
Un triplet de R® est élément de F si et seulement si x = y +z. Donc u est élément de F si et seulement s'il peut s’écrire
u=(y+2z,y,2). Or, on a I'égalité
(y +2,¥,2)=y(1,1,0) +2(1,0,1).

Donc F est I'ensemble des combinaisons linéaires de {(1, 1,0),(1,0, 1)}. C’est le sous-espace vectoriel engendré par
{(1, 1,0),(1,0, 1)} : F =Vect {(1, 1,0),(1,0, 1)}. C’est bien un plan vectoriel (un plan passant par l'origine).
Preuve du théoréme 4.
1. On appelle F 'ensemble des combinaisons linéaires des vecteurs {v;,...,v,}.

(a) O €F car F contient la combinaison linéaire particuliere Ov; + - - + 0v,,.

(b) Siu,v € F alors il existe Aq,...,A, € K tels que u = A;v; +---+ A,v, et Uy,...,u, € Ktels que v =
WiVy + -+ U, v,. On en déduit que u +v = (A; + uy)v; +--- + (A, + u,)v, appartient bien a F.

() De méme, A-u=(AA)v; +---+(AA,)v, €F.
Conclusion : F est un sous-espace vectoriel.

2. Si G est un sous-espace vectoriel contenant {vy,...,v,}, alors il est stable par combinaison linéaire ; il contient
donc toute combinaison linéaire des vecteurs {v,,...,v,}. Par conséquent F est inclus dans G : F est le plus petit
sous-espace (au sens de l'inclusion) contenant {vi,...,v,}.

O

Mini-exercices.
1. Trouver des sous-espaces vectoriels distincts F et G de R? tels que
(@A F+G=R3et FNG # {0};
() F+G#R*et FNG ={0};
() F+G=R*et FNG ={0};
(d F+G#R3et FNG #{0}.
2. Soient F = {(x,y,2) €R®|x +y +2=0} et G =Vect{(1,1,1)} c R®.
(a) Montrer que F est un espace vectoriel. Trouver deux vecteurs u, v tels que F = Vect(u, v).
(b) Calculer F NG et montrer que F + G = R3. Que conclure ?
3. SoientA=(39),B=(39),c=(34), D=(99) des matrices de My(R).
(a) Quel est I'espace vectoriel F engendré par A et B ? Idem avec G engendré par C et D.

(b) Calculer F N G. Montrer que F + G = M,(R). Conclure.

6. Application linéaire (début)

6.1. Définition
Nous avons déja rencontré la notion d’application linéaire dans le cas f : RP — R" (voir le chapitre « L'espace
vectoriel R" »). Cette notion se généralise a des espaces vectoriels quelconques.

Définition 6.
Soient E et F deux K-espaces vectoriels. Une application f de E dans F est une si elle satisfait
aux deux conditions suivantes :

1. f(u+v)=f(w)+f(v), pour tous u,v € E;
2. f(A-u)=A-f(u), pour tout u € E et tout A € K.

Autrement dit : une application est linéaire si elle « respecte » les deux lois d’'un espace vectoriel.

Notation. I'ensemble des applications linéaires de E dans F est noté ¥ (E,F).
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6.2. Premiers exemples

Exemple 23.
Lapplication f définie par
f: R® — R2?
(x,y,2) — (—2x,y+32)
est une application linéaire. En effet, soient u = (x, y,z) et v = (x’, y’,2’) deux éléments de R> et A un réel.
fu+v) = flx+x,y+y,z+2)
(— 2(x +x),y +y' +3(z +2")
(—2x,y +32)+(—2x", ¥y’ +32")
f@W+fO)

et

f(A-u) f(Ax, Ay, Az)
(—2Ax, Ay +3A2)
A-(—2x,y +32)
A-f(u)

Toutes les applications ne sont pas des applications linéaires !

Exemple 24.
Soit f : R — R I'application définie par f(x) = x2. Ona f(1) =1 et f(2) = 4. Donc f(2) # 2- f(1). Ce qui fait que
I'on n’a pas I'égalité f(Ax) = Af(x) pour un certain choix de A, x. Donc f n’est pas linéaire. Notez que I'on n’a pas
non plus f(x +x’) = f(x) + f(x’) dés que xx’ # 0.
Voici d’autres exemples d’applications linéaires :
1. Pour une matrice fixée A € M, ,(R), I'application f : RP — R" définie par
fX)=AX

est une application linéaire.

2.1 , notée Og (g py :

f:E—F fw)=0g pour tout u € E.
3.1 , notée idy :

f:E—E fw=u pour tout u € E.

6.3. Premiéres propriétés

Proposition 6.

Soient E et F deux K-espaces vectoriels. Si f est une application linéaire de E dans F, alors :
« f(0g)=0p,
o f(—u)=—f(u), pour tout u € E.

Démonstration. 1l suffit d’appliquer la définition de la linéarité avec A = 0, puis avec A = —1. O

Pour démontrer qu'une application est linéaire, on peut aussi utiliser une propriété plus « concentrée », donnée par la
caractérisation suivante :
Proposition 7 (Caractérisation d’'une application linéaire).
Soient E et F deux K-espaces vectoriels et f une application de E dans F. Lapplication f est linéaire si et seulement si,
pour tous vecteurs u et v de E et pour tous scalaires A et u de K,

fQu+uv) =2f W)+ uf )

Plus généralement, une application linéaire f préserve les combinaisons linéaires : pour tous A,,..., A, € K et tous
Vi,...,V, €E,ona
FQavi -+ Av) = 0 f () + -+ A f (V).
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Démonstration.

o Soit f une application linéaire de E dans F. Soient u,v € E, A, u € K. En utilisant les deux axiomes de la définition,
on a

fQu+pv) = f(Auw) + f (uv) = Af (W) + uf (v).
« Montrons la réciproque. Soit f : E — F une application telle que f(Au+ uv) = Af (u) + uf (v) (pour tous u,v € E,
A, u € K). Alors, d’'une part f (u+v) = f(u) + f (v) (en considérant le cas particulier ot A = u = 1), et d’autre part
f(Au) = Af (u) (cas particulier ot u = 0).

O
Vocabulaire.
Soient E et F deux K-espaces vectoriels.
« Une application linéaire de E dans F est aussi appelée ou d’espaces vectoriels.
L'ensemble des applications linéaires de E dans F est noté ¥ (E,F).
« Une application linéaire de E dans E est appelée de E. L'ensemble des endomorphismes de E est
noté Z(E).

Mini-exercices.

Montrer que les applications suivantes f; : R? — R? sont linéaires. Caractériser géométriquement ces applications
et faire un dessin.

1 fi(6,y)=(=x,—Y);

2. folx,y)=(3x,3y);

3. f30x,¥)=(x,—y);

4. f4lx,y)=(=x,y);

5. fs(x,y)= ?x—%y,%x+§y).

7. Application linéaire (milieu)
7.1. Exemples géomeétriques

Symétrie centrale.
Soient E un K-espace vectoriel. On définit 'application f par :

f:E — E
u - —u
f est linéaire et s’appelle la par rapport a l'origine Op.
A
u
A
0 -
flw)=—u
0 u
Homothétie.
Soient E un K-espace vectoriel et A € K. On définit 'application f, par :
fr:E — E
u — Au
f> est linéaire. f, est appelée de rapport A.

Cas particuliers notables :
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e A =1, f; est application identité ;

e A =0, f; est I'application nulle;

e A =—1, on retrouve la symétrie centrale.
Preuve que f; est une application linéaire :

falau+ pv) = Alau + Bv) = a(Au) + B(Av) = afr (W) + (V).

Projection.
Soient E un K-espace vectoriel et F et G deux sous-espaces vectoriels supplémentaires dans E, c’est-a-dire E =F & G.
Tout vecteur u de E s’écrit de fagon unique u =v+w avecv e F etw € G. La sur F parallélement a G est

l'application p : E — E définie par p(u) =v.

» Une projection est une application linéaire.
En effet, soient u,u’ € E, A, u € K. On décompose u et u’ en utilisant que E=F®G :u=v+w,u =v +w' avec
v,v' € F, w,w’ € G. Commencons par écrire
Au+pu’ = A +w)+u(v +w) = (Av + wv’) + (Aw + uw’).
Comme F et G sont des un sous-espaces vectoriels de E, alors Av + uv’ € F et Aw + uw’ € G. Ainsi :
p(Au+uu’) = Av +uv’' = Ap(u) + up(u).
« Une projection p vérifie I'égalité p? = p.
Note : p2 = p signifie p o p = p, c’est-a-dire pour tout u € E : p(p(u)) = p(u). Il s’agit juste de remarquer que si
v €F alors p(v) =v (carv=v+0, avec v € F et 0 € G). Maintenant, pouru € E,onau=v+wavecv € F et
w € G. Par définition p(u) = v. Mais alors p(p(u)) =p(v)=v.Bilan: pop(u) =v =p(u). Donc pop = p.
Exemple 25.
Nous avons vu que les sous-espaces vectoriels F et G de R® définis par

F={(x,y,2)eR®|x—y—2z=0} et G={(x,y,2)eR’ |y =2=0}
sont supplémentaires dans R® : R®> = F & G (exemple 18). Nous avions vu que la décomposition s'écrivait :
(X,.)’,Z) = (J’ +Z:J’,Z) + (X _y_2,0:0)~

Si p est la projection sur F parallelement & G, alors on a p(x,y,2) = (¥ +2,¥,2).

(x’y’z)

Exemple 26.
Nous avons vu dans 'exemple 19 que I'ensemble des fonctions paires & et I'ensemble des fonctions impaires .# sont
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des sous-espaces vectoriels supplémentaires dans Z (R, R). Notons p la projection sur & parallélement a .#. Si f est
un élément de Z(R,R), on a p(f) =g ou

g:R —- R
fO)+f(=x)
5 .

7.2. Autres exemples

1.

La dérivation. Soient E = %¢*(R,R) I'espace vectoriel des fonctions f : R — R dérivables avec f’ continue et
F = ¢°(R,R) I'espace vectoriel des fonctions continues. Soit
d:¢'(R,R) — ¥°R,R)
fo— f
Alors d est une application linéaire, car (Af + ug)’ = Af’+ ug’ et donc d(Af + ug) = Ad(f) + ud(g).

. Lintégration. Soient E = ¥°(R,R) et F = ¥ '(R,R). Soit

I:6°(R,R) — %'(R,R)
fx) — [, fO)dt

L’application I est linéaire car f(;c (Af(t) +,ug(t)) dt = Afoxf(t) dt+ ufg g(t) dt pour toutes fonctions f et g et
pour tous A, u € R.

. Avec les polynomes.

Soit E = R,[X ] I'espace vectoriel des polynémes de degré < n. Soit F = R,,;[X] et soit
f: E — F
P(X) — XP(X)
Autrement dit, si P(X) = a,X" + -+ + a;X + a,, alors f (P(X)) = a, X" + -+ a; X2 + a,X.
C’est une application linéaire : f(AP(X) + uQ(X)) = AXP(X) + uXQ(X) = Af (P(X)) + uf (Q(X)).

. La transposition.

Considérons 'application T de M, (K) dans M, (K) donnée par la transposition :

T:M(K) — M,(K)
A — AT

T est linéaire, car on sait que pour toutes matrices A, B € M,,(K) et tous scalaires A,u € K :

(AA+uB)T = (AA)T + (uB)T = 2AT 4+ uBT.

. La trace.

tr:M,(K) — K
A — A
est une application linéaire car tr(AA+ uB) = AtrA+ utrB.

Mini-exercices.
1. Les applications suivantes sont-elles linéaires ?

@R—R, x+—3x—2

b) R*—R, (y,x,y)—x-x'+y-y

© ¢°(R,R)—R, f+—f(1)

@ ¢'(R,R)— ¢°(R,R), f—f'+f

@ €° (0,1, R —R, f— [JIf(0)ldt

(0 €°(0,1,R)— R, [+~ max,cp11f(x)

(@ R3[X]—R3[X], PX)— P(X+1)—P(0)

T AT . .

2. Soient f, g : M,(R) — M,(R) définies par A—> /% etA—> /%. Montrer que f et g sont des applications
linéaires. Montrer que f (A) est une matrice symétrique, g(A) une matrice antisymétrique et que A = f (A) + g(A).
En déduire que les matrices symétriques et les matrices antisymétriques sont en somme directe dans M,(R).
Caractériser géométriquement f et g.
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8. Application linéaire (fin)

8.1. Image d’une application linéaire

Commencons par des rappels. Soient E et F deux ensembles et f une application de E dans F. Soit A un sous-ensemble
de E. U'ensemble des images par f des éléments de A, appelé de A par f, est noté f(A). C’est un
sous-ensemble de F. On a par définition :

FA={f(x)|xea}.

Dans toute la suite, E et F désigneront des K-espaces vectoriels et f : E — F sera une application linéaire.
f(E) sappelle I de I'application linéaire f et est noté Im f.

Proposition 8 (Structure de 'image d’un sous-espace vectoriel).
1. Si E’ est un sous-espace vectoriel de E, alors f(E’) est un sous-espace vectoriel de F.

2. En particulier; Im f est un sous-espace vectoriel de F.

Remarque.
On a par définition de 'image directe f(E) :
f est surjective si et seulement si Im f = F.

Démonstration. Tout d’abord, comme O € E’ alors O = f(0g) € f(E’). Ensuite on montre que pour tout couple
(¥1,y>) d’éléments de f(E’) et pour tous scalaires A, u, 'élément Ay, + uy, appartient & f (E). En effet :
nefEN)=I ek, f(x)=xn
Y2 €f(E) = Ix, € E, f(x3) = yo.
Comme f est linéaire, on a
Ay1+uy, = Af (x1) + uf (x3) = f(Axg + pxy).
Or Ax; + ux, est un élément de E’, car E’ est un sous-espace vectoriel de E, donc Ay; + uy, est bien un élément de

fE).
O

8.2. Noyau d’une application linéaire

Définition 7 (Définition du noyau).
Soient E et F deux K-espaces vectoriels et f une application linéaire de E dans F. Le de f, noté Ker(f), est
I'ensemble des éléments de E dont I'image est O :

Ker(f)={x € E| f(x) =05}

Autrement dit, le noyau est I'image réciproque du vecteur nul de I'espace d’arrivée : Ker(f) = f "1{0z}.

Proposition 9.
Soient E et F deux K-espaces vectoriels et f une application linéaire de E dans F. Le noyau de f est un sous-espace
vectoriel de E.

Démonstration. Ker(f) est non vide car f(0g) = Op donc Oy € Ker(f). Soient x;, x, € Ker(f) et A, u € K. Montrons
que Ax; + ux, est un élément de Ker(f). On a, en utilisant la linéarité de f et le fait que x; et x, sont des éléments

de Ker(f) : f(Axy + pxg) = Af (x1) + wuf (x2) = A0p + u0p = Op. O

Exemple 27.
Reprenons 'exemple de I'application linéaire f définie par
f: R - R
(x,y,2) — (—2x,y+32)
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« Calculons le noyau Ker(f).

< f(x,y,2)=(0,0)
— (—2x,y+32)=(0,0)
=

—2x = 0
y+3z = 0

= (x,y,2)=1(0,—32,2), z€R

(x,y,2) € Ker(f)

Donc Ker(f) = {(O, —3z,2) |z € R}. Autrement dit, Ker(f ) = Vect {(O, -3, 1)} : C’est une droite vectorielle.
« Calculons I'image de f. Fixons (x’, y’) € R2.

X, yN)=f(x,y,2) < (—2x,y+32)=(x",y")
—2x = x’
y+3z = y
On peut prendre par exemple x = —XE/, ¥y’ = y, 2z = 0. Conclusion : pour n’importe quel (x’,y’) € R? on a
f(=%,y",0)=(x",y"). Donc Im(f) =R?, et f est surjective.

Exemple 28.

Soit A € M, ,(R). Soit f : R? — R" I'application linéaire définie par f(X) = AX. Alors Ker(f) = {X ERP |AX = 0} :
c’est donc I'ensemble des X € RP solutions du systéme linéaire homogene AX = 0. On verra plus tard que Im(f) est
I'espace engendré par les colonnes de la matrice A.

Le noyau fournit une nouvelle facon d’obtenir des sous-espaces vectoriels.

Exemple 29.

Un plan & passant par l'origine, d’équation (ax + by + cz = 0), est un sous-espace vectoriel de R>. En effet, soit
f : R® — R l'application définie par f(x,y,z) = ax + by + cz. Il est facile de vérifier que f est linéaire, de sorte que
Kerf = {(x, ¥,2) €R® |ax+ by +cz = 0} = % est un sous-espace vectoriel.

Exemple 30.
Soient E un K-espace vectoriel, F et G deux sous-espaces vectoriels de E, supplémentaires : E = F @ G. Soit p la
projection sur F parallelement a G. Déterminons le noyau et 'image de p.

Un vecteur u de E s’écrit d’'une maniére unique u = v +w avec v € F et w € G et par définition p(u) = v.
e Ker(p) = G : le noyau de p est 'ensemble des vecteurs u de E tels que v = 0, c’est donc G.
e Im(p) =F. Il est immédiat que Im(p) C F. Réciproquement, si u € F alors p(u) = u, donc F C Im(p).
Conclusion :
Ker(p)=G et Im(p) =F.

Théoreme 5 (Caractérisation des applications linéaires injectives).
Soient E et F deux K-espaces vectoriels et f une application linéaire de E dans F. Alors :

f injective <= Ker(f)= {OE}

Autrement dit, f est injective si et seulement si son noyau ne contient que le vecteur nul. En particulier, pour montrer
que f est injective, il suffit de vérifier que :
si f(x) =0 alors x = 0.

Démonstration.
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» Supposons que f soit injective et montrons que Ker(f) = {0g}. Soit x un élément de Ker(f). On a f(x) = 0. Or,
comme f est linéaire, on a aussi f(0;) = 0. De I'égalité f(x) = f(0g), on déduit x = O car f est injective. Donc
Ker(f) = {Og}.

» Réciproquement, supposons maintenant que Ker(f) = {Oz}. Soient x et y deux éléments de E tels que f(x) = f(y).
On a donc f(x)—f(y) =0p. Comme f est linéaire, on en déduit f (x —y) = Op, Cest-a-dire x — y est un élément
de Ker(f). Donc x — y = O, soit x = y.

O

Exemple 31.
Considérons, pour n > 1, I'application linéaire

fiRX] — Ryp(X]
P(X) — X-P(X).
Etudions d’abord le noyau de f : soit P(X) = a,X" + -+ + a; X + ay € R,[X] tel que X - P(X) = 0. Alors
a, X"+ +a;X*+a,X =0.
Ainsi, a; = 0 pour tout i € {0,...,n} et donc P(X) = 0. Le noyau de f est donc nul : Ker(f) = {0}.

Lespace Im(f) est 'ensemble des polynémes de R, ,;[X] sans terme constant : Im(f) = Vect {X JX2,.0X "*1}.
Conclusion : f est injective, mais n’est pas surjective.

8.3. Lespace vectoriel Z(E,F)

Soient E et F deux K-espaces vectoriels. Remarquons tout d’abord que, similairement a 'exemple 4, 'ensemble des
applications de E dans F, noté & (E, F), peut étre muni d’une loi de composition interne + et d’'une loi de composition
externe, définies de la facon suivante : f, g étant deux éléments de Z(E, F), et A étant un élément de K, pour tout
vecteur u de E,

F+dW)=fW+gw) et (A -f)u)=2f(w).

Proposition 10.
Lensemble des applications linéaires entre deux K-espaces vectoriels E et F, noté £ (E,F), muni des deux lois définies
précédemment, est un K-espace vectoriel.

Démonstration. L'ensemble ¥(E, F) est inclus dans le K-espace vectoriel & (E, F). Pour montrer que £ (E, F) est un
K-espace vectoriel, il suffit donc de montrer que Z(E, F) est un sous-espace vectoriel de & (E,F) :
o Tout d’abord, 'application nulle appartient a £ (E, F).
» Soient f,g € ¥(E,F), et montrons que f + g est linéaire. Pour tous vecteurs u et v de E et pour tous scalaires a,
B de K,
(f +g)au+pv) = f(lau+pv)+glau+pv) (définition de f + g)
= af@+pf)+agw)+pLgv) (linéarité de f et de g)
= a(f@+gW)+B(F()+g(v)) (propriétés des lois de F)
= a(f+QW+LU +9)) (définition de f + g)

f + g est donc linéaire et £(E, F) est stable pour I'addition.
e Soient f € Z(E,F), A €K, et montrons que Af est linéaire.

Af)au+pv) = Af(au+pv) (définition de Af)
= Alaf@+pf() (linéarité de f)
= aAf(W)+PAf(v) (propriétés des lois de F)
= a(Af)@)+ BAf)V) (définition de Af)

Af est donc linéaire et £ (E, F) est stable pour la loi externe.
% (E, F) est donc un sous-espace vectoriel de Z(E, F). O

En particulier, £ (E) est un sous-espace vectoriel de & (E, E).
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8.4. Composition et inverse d’applications linéaires

Proposition 11 (Composée de deux applications linéaires).
Soient E, F, G trois K-espaces vectoriels, f une application linéaire de E dans F et g une application linéaire de F dans
G. Alors g o f est une application linéaire de E dans G.

Remarque.
En particulier, le composé de deux endomorphismes de E est un endomorphisme de E. Autrement dit, o est une loi de
composition interne sur Z(E).

Démonstration. Soient u et v deux vecteurs de E, et a et 3 deux éléments de K. Alors :

(gof)au+pv) = g(f(au+pv)) (définition de g o f)
= glaf@+pf(») (linéarité de f)
= ag(f)+pg(f(v) (linéarité de g)
a(gof)w)+p(gef)v) (définition de g o f)
O
La composition des applications linéaires se comporte bien :
go(fitfa)=gofi+gofy (G1+g)of=giof+gof (Ageof=go(Af)=Algof)
Vocabulaire.
Soient E et F deux K-espaces vectoriels.
» Une application linéaire bijective de E sur F est appelée d’espaces vectoriels. Les deux espaces

vectoriels E et F sont alors dits .
* Un endomorphisme bijectif de E (c’est-a-dire une application linéaire bijective de E dans E) est appelé
de E. Lensemble des automorphismes de E est noté GL(E).

Proposition 12 (Linéarité de I'application réciproque d’un isomorphisme).
Soient E et F deux K-espaces vectoriels. Si f est un isomorphisme de E sur F, alors f ! est un isomorphisme de F sur
E.

Démonstration. Comme f est une application bijective de E sur F, alors f ! est une application bijective de F sur E.
Il reste donc & prouver que f ! est bien linéaire. Soient u’ et v/ deux vecteurs de F et soient a et 3 deux éléments de
K. Onpose f 1(u)=uet f1(v')=v, etonaalors f(u) =u’ et f(v) =v'. Comme f est linéaire, on a

fH ' +Bv) = fHaf @+ BFO)) = f 7 (f (au+ Bv)) = au+ v

car f ' o f =id; (ol id; désigne I'application identité de E dans E). Ainsi
7 e +BY) = af W)+ BTV,

et 1 est donc linéaire. O

Exemple 32.

Soit f : R? — R? définie par f(x,y) = (2x + 3y, x + y). Il est facile de prouver que f est linéaire. Pour prouver
que f est bijective, on pourrait calculer son noyau et son image. Mais ici nous allons calculer directement son
inverse : on cherche a résoudre f(x,y) = (x’,y’). Cela correspond a I'équation (2x + 3y, x + y) = (x’,y’) qui est
un systéme linéaire a deux équations et deux inconnues. On trouve (x,y) = (—x’+ 3y’,x’ —2y’). On pose donc
FHx,y") = (—=x’+3y’,x’ — 2y’). On vérifie aisément que f ! est inverse de f, et on remarque que f ' est une
application linéaire.

Exemple 33.
Plus généralement, soit f : R" — R" 'application linéaire définie par f(X) = AX (ol A est une matrice de M,(R)). Si
la matrice A est inversible, alors f ! est une application linéaire bijective et est définie par f ~}(X) = A"'X.

Dans I'exemple précédent,
_[x (2 3 (-1 3
() G0 (3
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Mini-exercices.

1. Soit f : R® — R3 définie par f(x,y,z) = (—x, y +2,2z). Montrer que f est une application linéaire. Calculer
Ker(f) et Im(f). f admet-elle un inverse ? Méme question avec f(x,y,z) =(x—y,x+Y,¥).

2. Soient E un espace vectoriel, et F, G deux sous-espaces tels que E = F & G. Chaque u € E se décompose de
maniere uniqueu=v+wavecve€F, weG. La par rapport a F parallelement a G est I'application
s : E — E définie par s(u) = v — w. Faire un dessin. Montrer que s est une application linéaire. Montrer que
s2 =idy. Calculer Ker(s) et Im(s). s admet-elle un inverse ?

3. Soit f : R,[X]— R,[X] définie par P(X) — P”(X) (ou P” désigne la dérivée seconde). Montrer que f est une
application linéaire. Calculer Ker(f) et Im(f). f admet-elle un inverse ?

Auteurs du chapitre
» D’apres un cours de Sophie Chemla de I'université Pierre et Marie Curie, reprenant des parties d'un cours de H.
Ledret et d’'une équipe de l'université de Bordeaux animée par J. Queyrut,
« et un cours de Eva Bayer-Fluckiger, Philippe Chabloz, Lara Thomas de ’Ecole Polytechnique Fédérale de Lausanne,
* mixés et révisés par Arnaud Bodin, relu par Vianney Combet.
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