Example 1 Sur les séries divergentes
On donne la série Y (=1)", on a S, = (=1)° + (=)' + (=1)* + (=1)* ... +

n>0
(="

Son =1
S2n+1 =07
alors la suite S, n’a pas de limite donc la série en questiuon est une série
dévergente.

Remark 2 on remarque que Syp+1 — Sy = U, alors ona le

Theorem 3 Sila série Y u, est convergente alors limu,, = 0 c¢’ést la condition
noo

nécéssaire de la convergence.

Theorem 4 Silimu,, # 0 alors la série Y u, diverge
noo

Example 5 la série Y. " est une série divergente car limu, = lim™%E =
Vn noo noo VT

+oo # 0.

Example 6 la série ) ”2—“ est une série divergente car limu,, = limnz—+1 = % =+
n noo noo 4N

0.

Remark 7 SI le terme général de la série tend vers 0 l'orsque n — oo , on
peur rien dire sur la nature de la série.

Theorem 8 L’espace des série convergentent est un espace vectoriel.c.a.d

1) si la série Y u,, converge vers S, alors Y cu,, converge vers c¢S.

2) si la série Y u, converge vers S et Y v, conerge vers S” alors Y u, + v,
coverge vers S + 5’.

Definition 9 la séries de terme générale Y -L est dite série de Riemann ou

nO(
a € R.

Example 10 1) Y"1 diverge car a =1
2)> ﬁ diverge car o =
8) > L converge car v = 3.

Theorem 11 la série de Riemann ) n%, converge si est seulement si o > 1.

1
n«

Corollary 12 si o <1 la série de Riemann Y diverge



1 Critéres de comparison

1.1 Compariasons des séries a termes positifs

Theorem 13 Soient > u, et Y v, deux séries & termes positifs.

on suppose que u, < v, alors
1) si > u, diverge alors Y v, diverge.
2) si Y v, converge alors la série ) u, converge.

Example 14 Z ~w, ON Temarque que pour n > 2 on a nln < 2% = v, , la série

27 converge car sa somme partielle est une somme des termes d’une suite
géométrique de raison % < 1 donc converge, alors la série > n% converge.

1.2 Critére de l’intégrale

Theorem 15 Soit f une fonction définie sur [0,+oo[, décroissant telle que
lim f(x) = 0;Alors la série >, f(n) est +O° f(x)dx ont méme nature.
T—00 n>k

Example 16 > n%ﬂ
n>0

sante <claire>de plus lim f(x) =0

on consédeére la fonction f(z) = I%H elle est décrois-

+o0 N S : P
comme fo L dr =T cad lintégral existe donc la série Y n%

converge.
221 2 Sy
R . 1 L
Example 17 SZ . on consédere la fonction f(x) = ] elle est décrois-
nn zlnz
sante <claire>de plus hm f( )=0
comme 0+°o $ﬁmd = 400 cad Uintégral n'existe pas donc la série Z;On%ﬂ
n=z

diverge.

1.3 Critére d’équivalence

Definition 18 on dit que la suite u,, est équivalente & la suite v, si lim¥2 =

noo Un

. . noo
l.on écrit u,, ~ v,.

i noo L. .
Theorem 19 Si u,, ~ v, alors les séries > upet > v, ont méme nature.

noo

Example 20 > ~ oy, = 12 comme la série Z =5 est

n>0
de Riemann <a = 2 > 1 > alors converge par conséquent la série n%ﬂ
n>0

on a u, =

1 _1
n2+1’ n2+1

converge.



n—+/n n—yn noo
Example 21 nz>:on2+\/\ﬁ/:rl on u, = 712Jr\/\7£1 ~ v, = %7
série Z% est de Riemann <a =1 =1 > alors diverge par conséquent la série
n—n
PO |

comme la

diverge.

Exercige 22 E\t/gdier la nature des série suivantes 5
n“+1++/n 2 1
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