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Chapter 1  

PATH INTEGRALS IN NON-RELATIVISTIC QUANTUM MECHANICS 

      In this chapter, we study the concepts of propagators in the framework of non-relativistic 

quantum theory. To simplify we work with one coordinate only and then we generalize the 

results to the case of two and three dimensions. 

الميكانيك الكمي اللانسبي. للتبسيط سنتعامل مع مركبة واحدة ثم نعمم  إطارفي هذا الفصل سندرس مفاهيم الناشر في      

 .البعد وثلاثي النتائج لحالتي ثنائي 

Propagator of the Schrödinger equation 

         It is well known that the nonrelativistic particle in a one-dimensional potential  xV  can 

be described by the following Schrödinger equation : 

من المعلوم أن الجسيم اللانسبي الخاضع لتاثير الكمون  xV :يمكن وصفه من خلال معادلة شرودينغر التالية 
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     Wher 



2

h
  is the reduced Planck constant and Ĥ  is the Hamiltonian operator. This 

equation can be rewritten into the following equivalent form : 

حيث  



2

h
  لثابت بلانك المختصر و  يرمزĤ    .يمكن إعادة كتابة المعادلة أعلاه وفق الشكل هو مؤثر الهاميلتونيان
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The Green’s function  ii txtxK ,,,  of the Schrödinger equation is defined as a solution of the 

following equation : 

دلة قرين   ii txtxK  لمعادلة شرودينغر تعرف كحل للمعادلة التالية: ,,,
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It is also called the propagator. 

.و هي أيضا تسمى بالناشر  

The propagator  ii txtxK ,,,  postulated to satsfy the following intial condition : 

 الناشر ii txtxK  :يسلم بأنه يحقق الشرط الابتدائ التالي ,,,

   iiii xxtxtxK  ,,0,                                                                 (4) 

It is possible to propose the following solution of the Schrödinger equation which written in 

Eq. (2) as follows : 

:  2 بالإمكان أقتراح الحل التالي لمعادلة شرودينغر المعبر عنها في المعادلة رقم  

 

      iiiii dxtxtxtxKtx ,,,,,                                                                (5) 

We can be proven by replacing a proposed solution in Eq. (2)  

 .2يمكن التحقق من ذلك مباشرة بتعويض الحل المقترح في المعادلة رقم 

The proposed solution to Schrödinger's equation gives us the wave function at any time t  that 

follows, the initial time  it . 

 .بعد اللحظة الابتدائية تاتي  tإن الحل المقترح لمعادلة شرودينغر يعطينا دالة الموجة في أي لحظة زمنية 

The propagator  ii txtxK ,,, is interpreted as a probability amplitude for a transition from the 

initial coordinate ix at the initial time it  to the final position x at letter time t . 

الناشر  ii txtxK  x للوضع الانهائي it في اللحظة الابتدائية  ix يفسر بانه سعة احتمال للانتقال من الاحداثية الابتدائية ,,,

 .t في اللحظة النهائية

Homework 1 

       Show the propagator  ii txtxK ,,, in terms of the eigenfunctions  xn  and eigenvalues nE  

of the underlying Hamiltonian operator Ĥ  can be expressed as follows : 

بين ان الناشر       ii txtxK  يمكن التعبير عنه بدلالة دوال الموجة  ,,, xn  و قيمها الذاتية nE   مؤثر الناتجة من

 : Ĥ الهاميلتونيان
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Whereas 
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Homework 2 

       Show the propagator  ii txtxK ,,, in Eq. (6) can be expressed in the Heisenberg 

representation as follows : 

بين ان الناشر  ii txtxK  :يمكن كتابته في تمثيل هايزنبرغ كمايلي 6المعبر عنه في المعادلة رقم  ,,,
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       Here Ĥ  is the time-independent Hamiltonian operator. For simplicity, we shall consider 

in the first instance a system described by a generalized Q with a conjugate momentum P , 

we have for the Shrodinger picture : 

 Qبالحالة المعممة نعتبر في البدء أن النظام يوصف  للتبسيط .نقصد به  مؤثر الهاميلتونيان المستقل عن الزمن Ĥهنا      

 لدينا صورة شرودينغر: , Pو عزمها المرافق 

sss qqqQ ˆ                                                (11) 

Since 
HQ̂ is time-dependent for Heisenberg picture, so are its eigenstates tq,  satisfied the 

following postulate : 

 بما أن صورة هايزنبرغ 
HQ̂     تعتمد على الزمن ، و بالتالي حالتها الشعاعيةtq, :تحقق المسلمة التالية 

  tqqtqtQH ,,ˆ                                                (12) 

The relevant connections between the two pictures are given by : 
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 الصورتين معطاة من خلال:الروابط ذات الصلة بين 

      /ˆexpˆ/ˆexpˆ tHiQtHitQ sH                                        (13) 

And 

 
s

qtHitq /ˆexp,                                            (14) 

The probability amplitude that a physical system which was in the eigenstate ii tq ,  at the time 

it  will be found to have the value q of the operator Q at time t  is given by : 

iiسعة الاحتمال التي تصف الحالة الفيزيائية للنظام الذي كان في الحالة  tq للمؤثر  qسيصبح موجودا بقيمة  itفي الزمن  ,

Q  في اللحظةt :تعطى كمايلي 

  
siisii qttHiqtqtq /ˆexp,,                                     (15) 

We start by dividing the time interval between the initial  it  and final time t  by inserting the 

intermediate ime 1t . The wave function is first propagated until 1t , in a first step, and then until 

final time t , in a second step : 

. دالة الموجة أولا 1tبإدخال الزمني الوسيطي  tو الزمن النهائ   itنبدأ بتقسيم المجال الزمني بين اللحظة الابتدائية  

 في المرحلة الثانية: tكمرحلة أولى ثم حتى  1tتنتشر حتى 

      iiiii dxtxtxtxKtx ,,,,, 1111                                                   (16) 

And 

      11111 ,,,,, dxtxtxtxKtx                                                     (17) 

We combined these two equations we obtain : 

 نركب بين هاتين المعادلتين فنجد:

        11111 ,,,,,,,, dxdxtxtxtxKtxtxKtx iiiii                                   (18) 

Which allows us to get the following interesting result: 

 مما يسمح بإيجاد النتيجة التالية:

 

      11111 ,,,,,,,,, dxtxtxKtxtxKtxtxK iiii                                  (19) 

        Allowing conclude that the transition from  ii tx ,  to  tx,  as a result of a transition from 

first  ii tx ,  to all possible intermediate points  11 , tx , which is then followed by a transition from 

these points  11 , tx  to the final point  tx, . 
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يسمح باستنتاج ان الانتقال من         ii tx الى   , tx,  يكون نتيجة لانتقال أولا من ii tx عبر كل النقاط الوسيطية   ,

 11 , tx   التي تسمح باعتمادها كمبدا جديد للانتقال نحو النقطة النهائية tx,. 

        We now dividing the time interval from it  and final time t  into 1N small steps of equal 

length  , with : 

 بحيث: من القطع  الصغيرة  المتساوية الطول  1Nالى  tو الزمن النهائ  itالان نقسم المجال الزمني بين 

  ittN  1                                                             (20) 

Let the steps begin at Ni tttt ,....,,, 21 . We then obtain a direct generalization of the results 

(19) to becomes as follows: 

Niليكن التصاعد الزمني  tttt ,....,,,  ليصبح كمايلي: 19. إذن نحصل على التعميم الخاص بالمعادلة  21

  

       iiNNNNNNNii txtxKtxtxKtxtxKdxdxdxtxtxK ,,,....,,,,,,.......,,, 1111121          (21) 

 

We now calculate the elementary propagator for a small time interval 
jj tt  1  from 

jt  to 

1jt . We apply Eq . (15) to obtain : 

jjالان لنحسب الناشر العنصري الموافق للقطعة الصغيرة  tt  1  بينjt   1الىjt لنجد: 15. نطبق المعادلة 
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We have 

 
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dpexx
jj xxp

i

jj 







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1

2

1
1

                                             (23) 

 

      The Hamiltonian operator  qpH ˆ,ˆˆ   composed of two operators, the first   pT ˆˆ  is the kinetic 

energy operator while the second operator  qV ˆˆ   is the potential interaction : 

يتكون مؤثر الهاميلتونيان         qpH من حدين، الأول هو مؤثر الطاقة الحركية  ˆˆ,ˆ pT بينما المؤثر الثاني    ˆˆ qV هو  ˆˆ

 كمون التفاعل:
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     qVpTqpH ˆˆˆˆˆ,ˆˆ                                         )24( 

Which allows us to write the following result: 

 مما يتيح لنا كتابة النتيجة التالية:

(25)                                          jjjjjj qqVqqpTqqqpHq ˆˆˆˆˆ,ˆˆ
111   

We now, consider the first term in Eq. (25) : 

    qpppTppqdpdpqpTq jjj
ˆˆ'''ˆˆ

11                                       (26) 

We have introduced :  

 و بإدخال علاقات الأحادية:

 
Ippdp

Ippdp








'''

                                                         (27) 

Also, we have : 

 و لدينا أيضا:

   

 pppp

ppTppT





''

ˆˆ


                                                       (28) 

This allows us to write the following result: 

 :مما يسمح لنا بكتابة النتيجة التالية

    qppTqdpqpTq jjj 11
ˆˆ

                                            (29) 

On the other hand, we have : 

 :لديناو من جهة أخرى 

 

pq
i

eqp 








2

1
                                         (30) 

Thus the equation 29  becomes a as follows : 

 :على الشكل التالي29  و بالتالي تصبح المعادلة رقم 

   
 

dpepTqpTq
jj qqp

i

jj








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2

1
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1



                                (31) 

Homework 3 
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       Show the second term in Eq. (25)   jj qqVq ˆˆ
1

, can be expressed as follows : 

 25بين ان الحد الثاني من المعادلة رقم   jj qqVq ˆˆ
1

 :يمكن التعبير عنه كمايلي 

   
 

dpeqVqqVq
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i
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


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1
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1



                             (32) 

      Now, we compained between the two Eqs. (31) and (32) to obtain the elementary 

propagator as follows : 

 ( للحصول على الناشر اللعنصري على النحو التالي:32( و )31الآن ، قمنا بتجميع بين المعادلات. )

        
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 
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  jjjjjjjjjjj qpHqqp
i

qVdptqtqK Lim ,exp
2

1
,,, 1

0

11 
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        (33) 

In the above equation  jj qpH ,  is just a function of the variables  jj qp ,  and doesn't represent 

an operator. We now insert Eq. (32) which present the elementary propagator into Eq. (21) 

to obtain the propagator: 

في المعادلة أعلاه  jj qpH  تغيرات هي مجرد دالة للم  , jj qp ( 32ولا تمثل مؤثر. نقوم الآن بإدخال  المعادلة ) ,

 :( للحصول على الناشر21التي تعبر عن الناشر العنصري في المعادلة )
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In the limit N , for the exponent we obtain : 

 نحصل على الأس: N  النهايةعند إجراء 
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Which allows us to rewrite the propagator to the new form : 

 مما يتيح لنا إعادة كتابة الناشربالشكل الجديد:

   
 

    







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'
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
              (34) 

Here 



N

k

kq dqD
1

and 
 


N

l

l
p

dp
D

1 2 
. 
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For the special case, in which the Hamiltonian function     ',' tqtpH  depends only 

quadratically on variable  'tp  : 

 و بمعالجة الحالة الخاصة:

   qV
m

p
qpH 

2
,

2

                                             (35) 

We combined the Eqs. (35) and (34) to find easily the expression  

:( لنجد بسهولة34( و )35قمنا بدمج المعادلاتين )  
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Homework 4 

Apply the special integral relation : 

 :و باستخدام علاقة التكامل الخاصة 

  













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c
a

b

a
dpcbpap

4
expexp

2
2                                              (37) 

 

Show that the propagator expressed, in Eq. (36), will be in the following form : 

 سيكون كمايلي: 36بين أن الناشر المعبر عنه في المعادلة 

    








  'exp,,, tqS
i

DNtqtqK qii


                                           (38) 

 

Here N  represents the factor and the classical action   'tqS  is given by : 

  تمثل معامل و الفعل الكلاسيكي Nهنا   'tqS:يعطى كمايلي 
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And  
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 
 

 
 qV

dt

tdqm
tq

dt

tdq
L 

















2

'

2
',

'
                                                  (40) 

Homework 5 

For free particle, we have   0qV , thus the propagator reduced to the following expression : 

من أجل الجسم الحر  0qV :و بالتالي يختصر الناشر للعبارة التالية 

 

    






















 




































N

j

jj
N

k

k

N

N

qii

qqmi
dq

i

m

tqS
i

DNtqtqK

Lim
1

1

1

2

1

0

00

2
exp

2

'exp,,,




 


                          (41) 

 

Apply the special integral relation  

  :الخاصةو باستخدام علاقة التكامل 

       
 

  



























222

12

2

11
1

exp
1

...exp... ab
N

i

N

i
qbqqaqidqdq

N

NN

NN




            (42)                       

 

To find the free propagator, in the coordinates space, expressed in the following form : 

 كمايلي: في فضاء الاحداثياتلايجاد الناشر الحر 

 

 
 

 































t

qmi

tti

m
tqtqK

i

ii
2

exp
2

,,,

22/1


                               (43) 

 

where ittt   and iqqq  .  In the momentum representation, the free propagator 

expressed as follows : 

itttحيث أن    وiqqq  كمايلي:. في فضاء كمية الحركة يمكن التعبير عن الناشر 

   

 














































qd
t

qmi
qp

i

ti

m

qdtqKetpK
qp

i

2
expexp

22

1
                 

,,

22/1

00





                (44) 
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Apply the special integral relation  

 :و باستخدام علاقة التكامل الخاصة 

   












a

b

a
qbqaqd

4
expexp

2
2                            (45)                       

 

To find the free propagator expressed in Eq. (43) will be in the following form : 

 الذي يصبح بالشكل التالي 43لايجاد الناشر الحرالمعبر عنه في المعادلة 

 

 

               

2
exp

2

1
,

2

0 










 t

m

pi
tpK

                                (49) 

Allows reading of the eigenvalues of free particle : 

 مما يسمح بقراءة القيم الذاتية للجسم الحر

m

p
E

2

2

                                                                                 (50) 

This is, of course, the expected result. 

 و هي نتيجة متوقعة بطبيعة الحال

Perturbative expansion : 

        We consider a particle moves in potential  tqV ,  and the form Hamiltonian function 

 qpH ,  is : 

نعتبر جسيم يتفاعل مع الكمون  tqV شكل التابع الهاميلتوني و  , qpH  هو: ,

 

(1)                                                         qV
m

p
qpH 

2
,

2

 

 

We have seen that the propagator, in this case, can be written in the following form : 

 رأينا أن الناشر في هاته الحالة يمكن ان يكتب كمايلي:

    








  'exp,,, tqS
i

DNtqtqK qii


                                             (2) 
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Where the classical action is given by : 

 حيث أن الفعل الكلاسيكي:

  
 

  









t

ti

tq
dt

tdq
LdttqS ',

'
''                                                             (3) 

And  

 
 

 
 qV

dt

tdqm
tq

dt

tdq
L 

















2

'

2
',

'
                                                  (4) 

 

We can write the exponent function   








'exp tqS
i


 as : 

 

   
 

 












































t

t

t

t ii

dttqV
i

dt
dt

tdqmi
tqS

i
,exp

'

2
exp'exp

2


                                      (5) 

 

It is possible to expand the second term as follows : 

 الثاني كميلي:يمكن نشر الحد 

      ....,
2

1
,1,exp

2

2




























 

t

t

t

t

t

t iii

dttqVdttqV
i

dttqV
i


                                      (6) 

 

Which allows us to write the expanded propagator as follows : 

 مما يسمح بكتابة الناشر القابل للنشر على كمايلي:

 

        






































  ....,
2

1
,1'exp,,,

2

20

t

t

t

t

qii

ii

dttqVdttqV
i

tqS
i

DNtqtqK


               (7) 

        Of course, the first term for the Eq.(7) is just the free propagator, we introduce the 

following notations : 

 ( يمثل الناشر الحر, لندخل الرموز التالية:7طبعا الحد الأول من المعادلة )
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      

      



















































2

022

01

,'exp
2

,,,

,'exp,,,

t

t

qii

t

t

qii

i

i

dttqVtqS
i

D
N

tqtqK

dttqVtqS
i

D
iN

tqtqK




                              (8) 

 

       Where  ii tqtqK ,,,1  and  ii tqtqK ,,,2  are known by first-order propagator and second-order 

propagator, respectively. It is possible to rewrite the first order propagator as follows : 

حيث أن       ii tqtqK و  1,,, ii tqtqK يمثلان الناشر من الرتبة الأولى و الثانية على التوالي, بالإمكان كتابة الناشر  2,,,

 من الرتبة الاةولى كمايلي:

 

   





















 






















t

t

N

j

jj
N

k

k

N

N

ii

i

dttqV
qqmi

dq
i

m
tqtqK Lim ,

2
exp

2
,,,

1

1

1

2

1

0

1



 

                          (9) 

 

If we use the approximation : 

 و باستعمال التقريب:

 

   



Nt

t

tqVdttqV

i
1

,,


                                                (10) 

 

The Eq. (9) will be to the following form : 

 ( تصبح على الشكل:9المعادلة )

 

   





















 










 











N

j

jj
NN

k

k

N

N

ii

qqmi
tqVdq

i

miN
tqtqK Lim

1

1

11

2

1

0

1
2

exp,
2

,,,



 




               (11) 

 

Homework : 

      Show that the first order propagator as follows  expressed in Eq. (11) can be rewritten as 

follow : 
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        iik

N

N

ii tqtqKtqVtqtqKdq
i

tqtqK Lim ,,,,,,,,,, 00

10

1 









                 (12) 

Where 

   

   


































N

j

jjN

N

N

j

jjii

qq
im

dxdxNtqtqK

qq
im

dxdxNtqtqK



















11
2

1

0

1

111
2

0

2
exp...,,,

2
exp...,,,




                    (13) 

 

             Here  ii tqtqK ,,,0   present the free propagator between initial coordinates  ii tq ,  and 

intermediate coordinates   tq ,  while   tqtqK ,,,0  is the free propagator between 

intermediate coordinates   tq ,  and finale coordinates  tq, , in the intermediate coordinates 

the reaction is done with the potential   tqV , . Based on the Eqs. (12) and (13) one can be 

established the first order propagator as follows : 

هنا          ii tqtqK ,,,0   يمثل الناشر الحر بين الموضع الابتدائي ii tq و الموضع الوسيطي  ,  tq في حين   ,

  tqtqK يمثل الناشر الحر بين الموضع الوسيطي و الموضع النهائي  0,,, tq, ,في الموضع الوسيطي يحدث التفاعل ,

 ( يمكن أن نحدد الناشر من المرتبة الأولى كمايلي:13( و )12بالاعتماد على المعادلتين )

 

       iiffiiff tqtqKtqVtqtqdqKdt
i

tqtqK ,,,,,,,,,, 001 







                    (14) 

 

Homework : 

Similarly, show that the second-order propagator can be written as follow : 

بشكل مماثل لما سبق رؤيته بخصوص الناشر من الرتبة الأولى, بين أن الناشر من الرتبة الثانية يمكن كتابته على النحو 

 التالي:

           iiffiiff tqtqKtqVtqtqKtqVtqtqKdtdtdqdqtqtqK ,,,,,,,,,,,
1

,,, 220222211011110212122 



   (15) 

With condition  fi tttt  12  or fi tttt  12  .  

fi بشرط   tttt  fiأو    12 tttt  12 , 
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         Allowing to gets the expanded propagator as  a sum of the free propagator and the first 

order propagator in addition to the second-order propagator and other terms which 

importances not interesting physically as follows: 

كمجموع للناشر الحر و الناشر من الرتبة الأولى و الناشر من الرتبة  مما يسمح بالحصول على الناشر القابل للنشر       

 دود أخرى مساهمتها تقل كلما زادت رتبة التصحيح,الثانية و ح

 

         

          .....,,,,,,,,,,,
1

,,,,,,,,,,,,,

22022221101111021212

000

















iiff

iiffiiiffiiff

tqtqKtqVtqtqKtqVtqtqKdtdtdqdq

tqtqKtqVtqtqdqKdt
i

tqtqKtqtqK




         (16) 

    

It is possible to rewrite the expanded propagator as : 

 بالإمكان أعادة كتابة الناشر المنشور كمايلي:

 

         

          .....,,,,,,,,,,,                           

,,,,,,,,,,,,,

220222211011110

000





iiff

iiffiiffiiff

tqtqKtqUtqtqKtqUtqtqK

tqtqKtqUtqtqKtqtqKtqtqK
         (17) 

With V
i

U


 , we rewrite Eq. (17) as follows:  

Vحيث 
i

U


( كمايلي:17, نعيد صياغة المعادلة ) 

 

     .....,,,,,, 0000  UUKKUKtqtqKtqtqK iiffiiff                 (18) 

 

We replace  .....00  UUKK  by K , allows us to gets the following results: 

نعوض  .....00  UUKK  بـالناشرK:هذا يسمح بإيجاد النتيجة التالية , 

 

         iiffiiffiiff tqtqKtqUtqtqKtqtqKtqtqK ,,,,,,,,,,,,, 00                  (19) 

 

        This is known by the Bethe-Salpeter equation. The integral form of the Bethe-Salpeter 

equation is given by : 
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 يعطى بالشكل: Bethe-Salpeter. الشكل التكاملي لمعادلة Bethe-Salpeterتعرف هاته المعادلة بمعادلة 

 

         iiffiiiffiiff tqtqKtqVtqtqdqKdt
i

tqtqKtqtqK ,,,,,,,,,,,,, 00 







         (20) 

By using the ondulation equation which we have seen in the first chapter : 

 الأول: و باستعمال المعادلة الموجية التي رايناها في الفصل

      iiiiiffff dqtqtqtqKtq ,,,,,                                                                (21) 

 

The Bethe-Salpeter equation also can be rewritten in the following equivalent form : 

 يمكن كتابتها على الصيغة التكاملية المكافئة:  Bethe-Salpeterمعادلة  

 

           tqtqVtqtqdqKdt
i

dqtqtqtqKtq ffiiiiiffff ,,,,,,,,,, 00 







 

         (22) 

The ground state to ground state amplitude : 

        We have seen that in the first chapter, in Eq. (34),  in the quadratic case, the propagator 

 ii tqtqK ,,,  was written as follows : 

 أن الناشر( 34في الفصل الأول في المعادلة ) كنا قد راينا ii tqtqK  تم كتابته كمايلي:  ,,,

   
 

    




















 

t

t

pqii

i

tqtpH
dt

tdq
tpdt

i
DDtqtqK ','

'

'
''exp,,,


              (Ch_1:34) 

      Here 



N

k

kq dqD
1

and 
 


N

l

l
p

dp
D

1 2 
. If an external source term, or deriving force,  tqJ , 

is added to the Hamiltonian function  qpH ,  in (Ch_1:34) the transition amplitude 
J

ii tqtq ,,  

in the presence of deriving force is given by : 

,إذا أضيف مبع خارجي أو مولد قوة         tqJ,   34الهاميلونيان في المعادلة لتابع)Ch_1:(  يصبح سعة الاحتمال
J

ii tqtq  في حضور المنبع الخارجي: ,,

 

 




















 

t

t

pq

J

ii

i

JqqpH
dt

dq
pdt

i
DDNtqtq ,exp,,


                     (23) 

The ground state to ground state amplitude  JW    is defined as : 
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سعة الحالة الأساسية  JW :تعرف كمايلي 

 

  J

ii

t
t

tqtqJW Lim
i

,,




                                                 (24) 

Thus, the ground state to ground state amplitude  JW   is given by : 

سعة الحالة الأساسية و منه تصبح  JW :كمايلي 

 

   




















 

t

t

pq

i

JqqpH
dt

dq
pdt

i
DDNJW ,exp


                     (25) 

 

In the quadratic case    qV
m

p
qpH 

2
,

2

, the ground state to ground state amplitude  JW   in 

Eq . (25) reduced to the following form : 

في حالة تابع الهاميلتونيان من الشكل    qV
m

p
qpH 

2
,

2

تختصر سعة الحالة الأساسية   JW :للشكل التالي 

 

   




















 

t

t

q

i

JqqpH
dt

dq
pdt

i
DNJW ,exp


                    (26) 

 

The time ordering operation  T   is defined as : 

 يعرف كمايلي: Tمؤثر ترتيب المؤثرات زمنيا 

 

        

   







2112

1221

12

forˆˆ

forˆˆ
ˆˆ

tttQtQ

tttQtQ
tQtQT

HH

HH

HH




                    (27) 

 

The object      tqtQtQTtq HHii ,ˆˆ, 12  is given by : 

يعطى الكائن       tqtQtQTtq HHii ,ˆˆ,  بالشكل: 12
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          




















 

t

t

pqHHii

i

qpH
dt

dq
pdt

i
tqtqDDNtqtQtQTtq ,exp,ˆˆ, 1212


             (23) 

 

With 

    tqtqtqtQH ,,ˆ                                                      (24) 

 

        When we make the two simultaneously limits   it  and  t   of the object,  

     tqtQtQTtq HHii ,ˆˆ, 12  we obtain the expectation value in the ground state of the time-ordered 

product of two operators     0ˆˆ0 12 tQtQT HH  as follows : 

للكائن  tو  itعندما ننجزالنهايتين المتزامنتين              tqtQtQTtq HHii ,ˆˆ, نتحصل على القيمة  12

المتةقعة في الفراغ     0ˆˆ0 12 tQtQT HH :كمايلي 

 

         0ˆˆ0,ˆˆ, 1212 tQtQTtqtQtQTtq HHHHii

t
t
Lim

i






                             (25) 

          The connection between the ground state of the time-ordered product of two operators 

    0ˆˆ0 12 tQtQT HH  and the ground state to ground state amplitude  JW  is : 

ترتبط سعة الاحتمال  JW   بالقيمة المتوقعة    0ˆˆ0 12 tQtQT HH :عن طريق العلاقة 

 

      
 

   
  021

2
2

12 0ˆˆ0





tJ

HH
tJtJ

JW
itQtQT




                                          (26) 

 

      The result obtained in Eq. (23) is easily generalized to a time-ordered product of any 

number n  of operators as follows : 

 من المؤثرات بالشكل: n( من السهل تعميمها لاي عدد 23النتيجة المتحصل عليها في المعادلة )

 

              




















 

t

t

npqHHnHii

i

qpH
dt

dq
pdt

i
tqtqtqDDNtqtQtQtQTtq ,exp...,ˆˆ...ˆ, 1212


       (27) 
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        In the quadratic case    qV
m

p
qpH 

2
,

2

, the time-ordered product of any number n  of 

operators        tqtQtQtQTtq HHnHii ,ˆˆ...ˆ, 12  in Eq . (27) reduced to the following form : 

في حالة تابع الهاميلتونيان من الشكل           qV
m

p
qpH 

2
,

2

 ـ  من المؤثرات في المعادلة   n, مؤثر الترتيب الزمني ل

 ( يصبح بلشكل التالي:27)

 

              




















 

t

t

nqHHnHii

i

qpH
dt

dq
pdt

i
tqtqtqDNtqtQtQtQTtq ,exp...,ˆˆ...ˆ, 1212


               (28) 

 

       Now,       0ˆˆ...ˆ0 12 tQtQtQT HHnH  is the expectation value in the ground state of the time-

ordered product of  n operators can be obtained by generalizing the formula (26) : 

الان القيمة المتوقعة        0ˆˆ...ˆ0 12 tQtQtQT HHnH  لـn  ( 26من المؤثرات نحصل عليها بتعميم المعادلة:) 

 

        
 

     
  012

2

12
...

0ˆˆ...ˆ0





tJn

n
n

HHnH
tJtJtJ

JW
itQtQtQT




                                          (29) 

The amplitude   JW  is used to generate the Green functions. 

 

Wait for the second chapter soon 

قريبا نياانتظرو الفصل الث  
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