1 Condition suffisante de diagonalisabilité

Proposition 1
Soit A une matrice carrée, d’ordre n.

Si le polynéome caractéristique de A a n racines distinctes deur a deux
dans K, alors A est diagonalisable.

Proof.
Ona PA)=(=1)"(A—=X)...(A=Ap).
ol A1, Ag, ..., A, les n racines distinctes du polynoéme P(\).
Soient vy, vs, ..., v, les vecteurs propres associés & ces racines.
f(v1) = My

Ug) = g0
donc iy 2)_ 27 ie. f(v)=Nv;, i=1,...,n

f(vn) = A\op

11 suffit de montrer que B’ = (vy,vs, ..., v,) est une base de E. Pour cela,
montrons par récurrence sur k que (vy, vg,. .., v;) est une famille libre de E.

C’est vrai pour k = 1.

On suppose que la propriété est vraie pour k (1 < k < n) et montrons
que (v1,vs,...,Vky1) est une famille libre de F : si on a l'écriture aqv; +
Uy + ...+ vy + o =0 oo (1)

On a f( a1v; + agve + ... + oV, 1) = f(0) =0

= ayf(v1) +asf(v) + ...+ arf(vr) +agirf(visr) =0
= 1A\ VU1 + QodoUs + ..+ O AUE FOapi 1 A1V =0 L (2)

De (2) — Agy1(1) :

= ()\1 — )\k+1)alvl + ()\2 — )\]H_l)CYQUg + ...+ ()\k — >\k+1)OékUk =0

Par ’hypothéese de récurence

()\1 — )\k+1)041 = ()\2 — )\k+1)052 =...= ()\k — )\kJrl)Ofk =0

Par suite oy = ap = ... = a ( car les \; son deux a deux distinctes), ce
qui réporté dans (1), donc ag 10511 =0 = agyq = 0.

D’ou (vy,ve,...,vV5s1) est libre, par conséquent B’ = (vy,vs,...,v,) est

une base de F, et dans cette base la matrice D de A est diagonale, c’est-a-dire
la matrice A est diagonalisable. m

Proposition 2 Condition nécessaires et suffisante de diagonal-
isabilité
Soit f : E— E un endomorphisme de E et soit Ay une valeur propre de

f dans K.



Si dim E(\) = 7, alors Ay est une racine d’ordre m > r de P()) i.e.
dim E(\) < m.

Proof.
Choisissons une base (e, ea,...,¢e,) de E(A) et complétons la en une
base
B=(e1,€2,...,€r,€r41,...,6,) . La matrice A = Mpg(f) est de la forme.
A
. A,
A= M
0 Ay
AL — A 0
. A,
P(\) = det(A — \I,) = 0 M= A
0 Ay — A,

= )\1 - )\)T det(A2 — )\Infr)-
11 est possible que \; soit aussi racine de det(Ay — Al,,_,), d’ou lordre
m>=r=dmFE(\). =

Corollary 3

1. Si P(\) n’est pas scindé dons K, alors f n'est pas diagonalisable.

2. S’il existe une valeur propre \; racine d’ordre m; de P()\) telle que la
dimension de l’espace propre associé dim E(\;) < m;

Alors f n’est pas diagonalisable.

Proof.
Le raisonement est le méme dans les deux cas.
Soient A1, Ag, ..., \x les racines de P(\) dans K et mq,ma, ..., my leurs

ordres de multiplicité réspectifs.
e, POA)=(=1)"(A =)™ (A= X2)"2 ... (A — A\p)™
La proposition précédente montre que dim E(\;) < m; , pour 1 < i < k.



On a donc :
k

k
ZdimE()\i) < Zmz <n
i=1 i=1
Dans les deux cas, I'une des inégalites est stricte. Par conséquent, on ne
peut trouver de base de E formée de vecteurs propres puisque les sous-espace
propres de E ne peuvent enjendre £. m

Remark 4

Le corollaire précédent donne deuz conditions nécessaires de diagonalisa-
tion.

La proposition suivante montre que ce sont des conditions suffisantes pour
pouvoir diagonaliser.

Proposition 5

Soitent f : E — E une endomorphisme. Une coditions nécessaire et
suffisante pour que f soit diagonalisable est que les deux conditions suivantes
sotent vérifiées :

1. Le polynéome caractéristique P(\) de [ est scindé dans K [\

2. Sionnote A\, Ay ..., N les racines distinctes de P(\) et my, ma, ..., my
leurs ordres de multiplicité réspectifs , alors

dim E(N\;)) =m; , pour 1 <i <k

Proof.

Pour montrer que ces conditions sont suffisantes, on va montrer par récur-
rence que les sous-espaces propres E()\;),1 < i < j sont en somme directe
pour 1 < j < k.

E=FEMN)®EX)®...0 E(\)

C’est vrai pour j = 1, supposons que la propriété soit vraie pour un entier
7, 1 < j < k et montrons qu’elle est vraie pour I'entier j + 1.

Notons S; = éE(AZ) =E(M)DEN)®...®E(\)

i=1

11 suffit de montrer que S; N E(A\j41) = {0}.



voo= vi4v .4 (1)
Soit doncv € S;NE(A\j4+1) = et
fw) = A
avec v; € E(\;), pour 1 <i<j
De (1) = f(v) = f(0r) + f(vs) + ot fvy)
/\j+1U = )\11}1 + )\QUQ + ...+ )\jl}j ...... (2)

De (2) = Aj1 (1) = 0= (A = Ajr)vr + (Ao — Aje)va .. (N — Ay

N v ) N ~ J N — —

EE(A1) EE(A2) EE()\]')

L’hypothése de recurrence implique que les termes de la somme du second
membre sont tous nuls.

On en déduit que vy, v9, . ..

Par conséquent les E(/\) 1 <1<k,

Comme Z dim E(A

,v; sont nuls, d’ott v = 0

sont en somme directe dans FE.

Zml—n on voit que £ = @E

, donc E

est Somme dlrecte de ses espaces propres et f est dlagonahsable

A1
A1
D= — P AP m
Ak
Ak
Example 6
0 1 —1
1. Soit A=|-1 2 -1
~11 0
-2 1 -1
P(A\) =det(A—A3)=| -1 2—X —1 :_)\()\_1)2
-1 1 —A est scindé
— A =0 ; My = 1
P(A)—O:>{ N1 my—2
E(\) =E(0)=<wv > otv; = (1,1,1) [dim E(\) =1 =my
E(X) = E(1) =< v3,03 > otrvy = (1,3,2) , v3 = (1,2, 1) [dim E(\g) = 2 = my |




Ce qui preuve que A est diagonalisable.

V1T = €1 +e9 +es
B:(Ul,?)g,?)g) ot Vg = €1 +362 +2€3
v3 = e; “+2ey —Hes
1 11
P = (Ulvgvg) = 1 3 2
1 21
0 00
D=Mgy(f)=|0 1 0] =pr1aP
0 01
1 2 -3
Soit A=1|2 5 -7
1 3 -4
1—A 2 -3
PO) =det(A— M) =| 2 5-X -7 |=- xxr-1)
1 3 —4— A\

o )\1:0;m1:1
p()\)—O:>{ Ao=1;mg=2

E(>\1> = E(O) =< v > ouv = (1, 1, 1) dll’IlE()\l) =1=m

E(X\) = E(l) =<wvy > ot ve = (1,3,2) , et|dim E(X2) — 1 # my

Ceci preuve que A n’est pas diagonalisable .



