Algebres trivalentes de Lukasiewicz

Chapitre II :
Logique et Algebres trivalentes de
F.ukasiewicz

§1 -Logique trivalente de Lukasiewicz

§1 - Sémantique [4]

L’ceuvre principale de Lukasiewicz dans la logique mathématique a été
la création des logiques dites <multivalentes>>, il en a eut I’idée d’un
point statut a donner a la proposition «il y pleuvra demain >>. En 1917 il
donna la premiére ébauche d’une logique trivalente en rattachant la
troisieme valeur logique différente du vrai et du faux a la notion de
possibilité. Ses premicres publications sur la logique trivalente datent
de1920.

Il y adaptait alors les notations suivantes : 1 pour le vrai, 0 pour le faux, et

Y2 pour la troisiéme valeur logique pouvant étre interprétée comme le
problématique ou (le possible).

Lukasiewicz a défini sa logique trivalente du point de vue sémantique a
I’aide des connecteurs suivants :

1-La négation

Notée par N, définie par la table :

X N(x)

0 1

1/2 1/2

1 0
N(x)

On remarque que c’est une involution décroissante dans 1’ensemble
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{0, %4, 1} ordonné naturellement. En particulier on a le principe de double
négation NNP=P

2- Implication

L’implication notée x — y : définie par la table

Y10 121 1
X
0 1 1 1
12 12| 1 1
0 121 1
X —)y

On constate que dans I’ensemble 7 = {0, %4, 1} naturellement ordonné on
a:x—y=1sietseulementsix <y

3- Disjonction
Lukasiewicz a défini la disjonction par :
XVy=(@x—y)—y.

Et la table de vérité est :

Y10 | 12 1
X
0 0 1/2
1/2 12| 12
1 1
xVy

Dans une algébre de Boole on a :
(x =»y) >y =1(xvy)vy,
= (10x) Aly) vy,
= (xaly)vy,
= (xvy)a(lyvy),
= (xvy)rl
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(x—y)—=y=xVy.
4- Conjonction

Ce connecteur défini dans la logique trivalente de Lukasiewicz comme
suit :

XANy=N(Nxv Ny).

Sa table de vérité est:

1
% 0 /2] 1
X
0 0 0 0
1/ o 1511/
1 o 1/, 1

XAY
Dans une algébre de Boole on a :
N(Nx v Ny) = N(Nx) AN(Ny),
=x Ay
5- Equivalence
L’ équivalence de Lukasiewicz dans I’algébre trivalente est définie par :
xey=0=y)r = x).

Sa table de vérité est :

0 [1/2] 1
X
0 1 |12 o0
12 |12 ] 1 | 172
1 0 |1/2] 1
(x © )
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6- Possibilité

Lukasiewicz tenta ensuite de donner une définition du concept de
possibilit¢ en essayant de résoudre certains problémes de la logique
modale et ce fut I'un de ses éléves, Tarski, qui en 1921, donna une
connecteurs unaire de possibilité qu’il notait p, la définition suivante :

ux = Nx — x. Et sa table de vérité est :

X ux
0 0
1/2 1
1 1
L
Preuve
X Nx | Nx—x | ux
0 1 0 0
1/2 1/2 1 1
0 1 1

7- Nécessité notée I

Est un connecteur unitaire défini par : 9x = NuNX.

X Ix
0
121 0
1
9x
Preuve
X Nx uNx | NuNx Ix
0 1 1 0 0
1/2 12 1 0 0
1 0 0 1 1

8-Impossibilité et contingence
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Dans le calcule trivalent de Lukasiewicz, on peut définir les connecteurs
d’impossibilité (1) et de contingence (y) :

nx = Nux.
yx = uNx.

Ce qui donne les tables :

X nx X yXx
1 1

17210 12 1

1 |0 0

9-Implication faible

A Monteiro a introduit I’implication faible notée par :

Xﬁy
% 0 12 | 1
X
0 1
12 | 1 1
12

_>
X2y
On pourra remarquer : x — y = y(x) V y.
L’implication de Lukasiewicz se retrouve a partir de I’implication faible :

= A
X—=y =2y N (Ny > Nx).

1-2- Axiomatisation de Wajsberg (1931)[4]

Wajsberg fut le premier en 1931 a donner une axiomatisation de logique
trivalente de Lukasiewicz a 1’aide des quatre axiomes suivants :

Wl:x— (y —x).
W2:(x—y) = ((y—=2 — (x—2).
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W3 :((x > Nx) —x) —x.

W4 :(Nx — Ny) — (y — Xx).

On remarque que les quatre schémas d’axiomes sont des theses dans le
calcul propositionnel classique que nous désignons par L.

§,— ALGEBRISATION

Algébre trivalente de Lukasiewicz

2-1- Définition [4]

Moisil, en 1940, introduisit la notion d’algebre trivalente de
Lukasiewicz en donnant une axiomatique assez complexe que I’on peut
énoncer de la fagon suivante :

Un systéme (L, V, A, 0, 1, N, u) formé par un ensemble non vide L, deux

éléments 1 et 0 de L, deux opérations binaires A et V définies sur L et

deux opérations unitaires N et u définies sur L, est une algebre trivalente
de Lukasiewicz si :

Li: (L, V, A, 0, 1) est un treillis distributif fermé.
L, : L’opération unaire N est une involution décroissante c’est-a-dire :

e x<y= Ny<Nnu.

e NNx=x.
e N1=0.
e NO=1.

L;: L’opération unaire p est un endomorphisme sur L, idempotent et
extensif.

e Endomorphisme : u(x V y) = u(x) v u@y).

uix A y)=px) A p@y).

e Idempotent : puu(x) = u(x).
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e Extensif : u(x)> x.

L4: NuNux = ux.

Ls: NxV ux=1.

Lg:x A Nx=pux A\ Nx.

Cette algebre est notée : t;- algebre.

2-2- Exemples [1]

1/-T= {0, 1/2, 1} la plus petite £3- algebre.

2/- Soit B une algébre de Boole, B*= {(x, y) / x €EB et y € B} est une
algebre de Boole.

L’ensemble L(B) = {(x, y) / x < y} est un sous-treillis de B>, cette
ensemble muni des lois :

Q) VE, y)=cvx,yvy)
Oy AN,y)=CAx yAY).
O N ») =Ty, ).

O u(x.y) =0, y).

Est une L; algebre car :

1/- (0, 0) € L(B) le plus petit ¢lément de L(B), et (1,1) le plus grand
¢lément de L(B) donc L(B) fermé.

2/- L(B) distributif car :

Soient (x, ¥), (x',y"), (x",y"") € L(B)

VI, YA,y = (@ VI AxY, y' Ay™)]
= (VA X", VI AY )

= (VX )A(VX ), VY AVY ))
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=( XVx, yVy’)A(xVx”, yvy')

=[G VX, YOIAx pIV(ET, y™)]

Donc

(s, MV, y )N,y =[x )V, YDA )V, ¥l
3/- N est une involution décroissante car :
Ona: (x,y), (x',y") € L(B)
On suppose que (x, y) <(x',y"), et on démontre que : N(x',y") < N(x, y)
Ona:(x,y)<(x',y")=x<x'

y<y'
et comme x, y € B algébre de Boole, donc :Tx’ < x

ly' <y

Donc (1y', 1x") < (ly, Ix) c’est-a-dire : N(x',y") < N(x, y)
Alorssi (x, ) <(x',y' )= N(x',y") < N(x, p).
N(0,0) = (10,170) = (1,1).
N(1,1) = (11,11) = (0,0).
NN, y)=Ny,1x) = (T, 1Ty) = (x, y).
Finalement on obtient, N est une involution décroissante.

4/- u endomorphisme :

u((x YV (X, ¥)) = uxvx', yvy").
=0Vvy', vy’
=WV Y.
= u(x, yyvu(x,y).
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Done : u((x, )V (x, ¥)) = ux, YVulx,y).

W WA, Y )) = pAX', yAY").

MG VNG, Y)) = (VAY' yAY)
=0 WAL Y.
= u(x, AR, ).
Done : u((x, )ACx, ¥)) = Hlx, ARG, ).
5/- u idempotent :
Ona:u(ulx, ) =uly,y)=0uy = px,y).
Donc u idempotent.
6/- u extensif :
px, ») =, ).
Ona:(x,y)€L(B)donc:y>xety>yalors (y, y) >(x, )
C’est-a-dire : u(x, y) > (x, y).
Alors u extensif.
7/- NuNu(x,y) = NuN(y, y)
=Nu(ly, 1y)
=N(ly, 1y)
=0
= u(x y).
Donc NuNu(x,y)=u(x,y).
8/- N(x,y)vu(x,y) = (1y,1)V(y,y)
=(lyVvy, 1xVy)
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= (1, IxVy)

=(Lx->y)

Et comme (x,y) € L(B), c’est-a-dire x < y

Et d’aprés la propriét¢ de I’implication suivante: x — y = 1 si et
seulement si x < y.

Donc:x —-y=1(Ixvy=1)

Alors : N(x,y)vu(x,y)=(1, 1xVy)
=(l,x—>y)
=(1,1).

Ou bien 1x < Ix

x<y= lxVx<l1xVy
= 1< Ixvy < 1.
= IxvVy=1.

Alors N(x, y)vu(x,y)=(1, 1).

9/- (x,y)AN (x, y) = (x, y) A(1y, Tx)

= (xN\1y, yNlx)

Ona:x<y=ly<lxetx<x

Donc: xAly<0etxAly>0= 0<xAly <0 alors xAly =0.

Donc (x, y)AN(x,y) = (xA1y, yAx)

= (0, yAlx).

n(Cx, Y)AN(x,y) = (v, y)A(ly,1x)

= (yAly, yAlx)

— (0, yATx).
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Finalement on obtient : (x, yY)AN(x,y) = u(x,y)AN(x,y).

2-3-Propriétés
1/ Lanégation N vérifie les lois de De Morgan :
N(xVy) = N(x)AN(y).

Ona: {x < xVy=> {N(xVy) < N(x).

y <xvy  IN(xvy) < N(y).
= NGVY) € NCOANG) o eee oo (1).

Soi t Z{Z < N(x) :{x < N(2)

z< N(Y) y < N(2) = xVy < N(2).
=z < N(xVy).
Et onaN(x)AN(y) < N(x).

N(x)AN(y) < N(y).
Donc N(X)AN(Y) < N(XVY) v eev s e (2).
De (1) et (2) onobtiemV(xVy) = N(x)AN(y).
Et aussiN(xAy) = N(x)VN(y).
2/-N(0) = 1,N(1) = 0.
OnaVx€L:N(x)=0.

Donc N(1) =0 e veevee e oo (1),

Et onaVx€L: N(x)<1.
x> N(1)etx=>0.Donc :N(1) <0 ere e oo ... (2).
De (1) et (2): 0< N(1) < 0,donc: N(1) = 0.

3/-p(1) = 1.
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OnaVxelLl: u(x)=x, doncu(l) = 1.
Et d'autrepartVx € L : u(x) < 1lalorsu(1) <1.

u(1l) = letu(1) < 1doncu(1) = 1.

4/- u(0) = 0.

Vx€L:xAN(x)=u(x)AN(x).

Donc : OMN(0) = u(0)AN(0).

0A1 = u(0)ALl.

0 = u(0).

Donc : u(0) = 0.

5/-Nu(x) < Nx < uN (x).

Ona:Vx€L:u(x)=x.

=SNx = Nu(x) e eee eee e o (1).

Et ona:Vx € L:x < u(x).

Donc pour 'élément N(x) : Nx < fN(%) ver voe voe e e (2).

De (1) et(2) onobtient Nu(x) < Nx < uN(x).

6/- NuN(x) < x < pu(x).

Enutili sant la propri ét é (5) on obtient

Ona : Nu(x) < Nx = N(N(x)) < N(Nu(x))
= X< U)o (1),

Dautre part : onaV(x) < uN(x) = Nu(N(x)) < N(N(x)).
= Nu(N(x)) € X v, (2).

De (1) et (2) ontrouve NuN(x) < x < u(x).

7/-9 etn sont des endomorphi smea®tractanti dempotentes.
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¥ = NuN.
a/-9 endomorphi sme
9(xVy) = NuN(xVy).
=Nu(NxANy).
= N(uNxAuNy) (car u endomorphisme).
= NuN(x)VNuN (y).
I(xVvy) = 9(x)VI(y).
I(xAy) = NuN (xAy).
=Nu(NxVNYy).
=N(uNxVuNy).
= NuNxANuNy.
=J9xN\Jy.
Donc 9 endomorphisme.
b/- 9 est une rétraction :
J9x = NuNx < x (d’apres la propriété 6).
Yx < x, donc ¥ rétractent.
c/- ¥ idempotente :
Ona:
J9x = NuN(NuNx).
= NuNN (uNx).
= Nup(Nx).
=NuNx.
=Jx.

Donc 9 idempotente.
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8/- 1 et y vérifiant les lois de De Morgan appelés dualités.

n(xVy) = nxAny et n(xAy) = nxvny.
y(xVy) = yxAyy et y(xAy) = yxVyy.
9/-nx < Nx < yx.

Ix < x < ux.

Les 6 opérateurs I, N, , 9,1, y forment un monoide avec la table
sui vant e

R IS|Iox |=|~]|0C
R ISIOE |(=|~|~
TSR~ |=
SR RS REE
RRIQGICOR (DD
s = e R i e P K
SOITRR|DOR R

Ce monoide est engendré par N et I’'un quelconque de p,9,7,y.

10/- Ls est équivalente a :

I-xVyx=1.

2-nx V ux = 1.
3-9x Vyx =1.
4-ux vV yx = 1.

Preuve : Rappelons que Ls: Nx V ux = 1.
(Ls) = (D).

On suppose que : NxVux = 1.1.e., Ls
Remplagons x par Nx, on obtient :

NxVux = NNxVuNx = 1.
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= xVyx = 1.

Donc (Ls) = (1).

(1) = (Ls)

On suppose que : xVyx = 1.
En remplagons x par Nx :
NxVyNx =1 = NxVux = 1.
Donc (Ls;) © (1).

(D)= (2.

On suppose que : xVyx = 1.
En remplace x par ux :

xVyx = 1.

= uxVyux = 1(d’apres la propriété (9), yu = n)

= uxvnx = 1.

Donc (1) = (2).

2)= (3).

Supposons que :

nxvux = 1.

En remplace x par Nx

nxVvVux = nNxVuNx.
= 9xVyx
=1.

Donc (2) = (3).

3)= (1).
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Supposons que : 9xVyx = 1.

OnaVx€L:9x < x.
Donc 9xVyx < xVyx.
C'est-a-dire 1< xVyx.
Donc xvyx = 1.
Alors (3) = (1).
(Ls) = (4).
On suppose que : NxVux = 1.
OnaVx€L:Nx < uNx (d’apres la propriété (5)).

Nx < yx.
Donc NxVux < uxVyx.
= 1< uxVyx.
= uxVyx = 1.
Donc (Ls) = (4).
4) = (2).
On suppose que :uxVyx = 1.
Remplacé x par px.
uxvyx = puuxVvyux.

= UXV1x.
=1.

Donc (4) = (2).
11/- Ls est équivalent a :

1/-nxAx = 0.
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2/- NxA9x = 0.
3/-Nx A nx = 0.
4/-yx N 9x = 0.
5/-nx A 9x = 0.
Preuve

12/-L¢ est équivalent a :
1/-x A Nx = x A yx.
2/-xV Nx = x V nx.
3/-xV Nx = ux V Nx.
13/-ux N Nx = x A\ yx.
xV1nx =NxV Ix.
2-4-Propriétés fondamentales
Nx = nxV(xAyx).
Preuve : on soit que :
x < ux d’ou xAux = x.

xV0 = xVv (,uxAnx).

= (xAyx)V(yxAnx).

= ux A (xVnx).
Etona:x=uxA(NxVIX) ... e cev oo . (¥).
Donc : Nx = NuxV(NNxAN9x).

=nxV(xAyx).
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Principe de détermination de Moisil :

{,ux=,uy.:> _
Ix = Jy. X=Y.

Preuve : supposons que :

ux = py et 9x = 9y.

D’apres (*) :

XVy = ,u(xVy)A(N(xVy)Vﬁ(xVy)).
= (UxVuy)A(NxANyVvIxVIy).

xVy = uxA(NxVIy) AuxAN(NyVvIy).

Donc : xVy = xAy.

xA\y < x < xVy.

xVy < x < xVy.

= xVy = x.Mais xVy = y.

= x =Y.

2-5-Deuxiéme axiomatisation des £;- algébre [11]

La 1°° axiomatisation de Moisil c’est ’ensemble des axiomes L; a L¢ est
équivalente a la suivante :

Une £3- algébre est une structure (L, A, V,0,1, u, 9) tel que :
1:(L, AV, 0,1) est un treillis distributif fermé.

L, : u, 9 sont des endomorphismes conservant 0 et 1.

Ly pd =9,9u = L.
29 < .

Ls:p(x) = u(), 9(x) =9@) = x =y.
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Lg : u,et?d sont chrysipiens: w,9: L — CL, ou C(L) = {les éléments
complémentes  de L}.

2-6-Equivalence des deux axiomatisations des £3 —
algebres

La démonstration de I’équivalence entre les deux axiomatisations est
laissée au lecteur a titre d’exercice.
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