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TD 3_Logique algébrique

Exercice

A- On sait qu’une algèbre (L,→, N, 1) de type (2, 1, 0) est équivalente à une
algèbre trivalente de Łukasiewicz (L,∧,∨, N, 0, 1, µ) via les transforma-
tions

(LW) x→ y = (µNx ∨ y) ∧ (µNy ∨ x) = [(µNx ∧ y) ∨Nx ∨ y] et

(WL1) x ∨ y = (x→ y)→ y,

(WL2) x ∧ y = N (Nx ∨Ny) ,

(WL3) µx = Nx→ x,

(WL4) N0 = 1,

si et seulement si

(W1) x→ (y → x) = 1,

(W2) (x→ y)→ ((y → z)→ (x→ z)) = 1,

(W3) ((x→ Nx)→ x)→ x = 1,

(W4) (Nx→ Ny)→ (y → x) = 1,

(W5) 1→ x = 1⇒ x = 1,

(W6) x→ y = 1 et y → x = 1⇒ x = y.

1. Montrer que la relation définie sur L par x ≤ y si et seulement si x→ y = 1
est un ordre partiel sur L.

2. Montrer que si x ≤ y, alors y → z ≤ x→ z.

3. Montrer que (x→ Nx)→ x = x, et que Nx ≤ x→ y.

4. Montrer que NNx = x. et que Ny → Nx = x→ y

5. Montrer que x ≤ y ⇒ Ny ≤ Nx et 1→ x = x

6. Montrer que x ≤ x ∨ y et que x ≤ y ⇔ x ∨ y = y.

7. Montrer que x→ (y → z) = y → (x→ z) .
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B- Soit
(
L, I0, (ϕα)α∈I0 , (ψα)α∈I1 , n, N

)
une algèbre Łukasiewicz multi-

valente involutive.

1. Montrer que toute algèbre de Łukasiewicz multivalente involutive est une
algèbre de Kleene, c.-à-dire x ∧Nx ≤ y ∨Ny , (∀x, y ∈ L)

2. On suppose maintenant que L = {1, 2, ..., p− 1} .
Montrer que N (i) = p− i, pour tout i ∈ L.


