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Chapitre 1 : Introduction, Rappel mathématique (2 semaines)
Calcul vectoriel, calcul tensoriel.

Chapitre. I. Introduction et rappel mathématique
I.1. Introduction

Rappelons qu'en mécanique du solide les grandeurs de base sont les forces et les
déplacements, qui permettent de calculer directement des énergies. En mécanique des
milieux continus, il est de méme, mais on travaille avec des grandeurs normalisées. Pour
simplifier disons que les contraintes sont des forces par unité de surface et les
déformations sont des variations de longueurs par unité de longueur.

On definit I'elasticite par: Mécanique des corps solides déformables (par opposition a
la mécanique du point ou des corps indéformables).

La mécanique étudie la réponse d'un corps solide a des forces ou moments appliques.

On note que pour les milieux visco-elastiques, on parle aussi de rhéologie : leur
réponse a des forces / moments / pressions appliquées);

Forces ou moments (contraintes) qui s'exercent sur un objet fait d'un matériau
donne, de forme donnée et de volume donne —translation, rotation, déformation
(changement de forme et de volume).

La mécanique du point ou du solide indéformable étudié la translation et la rotation,
I'élasticité s'intéresse exclusivement a la déformation.

1.2. Le but de I'élasticité
e Stabilité des structures mécaniques
1- Pour la construction de ponts, routes, structures en béton (immeubles ...) = forme
d'un profilé, taille maximale d'un immeuble, ...,
2-Fibres, tissus synthétiques, ... (peau (artificielle 7))
e Lagéométrie est importante.
1-Exemple des poutres profilées utilisées dans le batiment,
2-Exemple du caoutchouc = un élastomere préparé en tubes, en rubans, en fines
pellicules (vernis, sols), en cables, en tissus, ...
¢ Fluides viscoélastiques : modification de la rhéologie des matériaux
complexes par rapport a celle des fluides simples
1-Solutions de polymeres, gels, caoutchoucs, pates, poudres, sables, cristaux liquides, [1]

I.3. Rappels mathématiques [ 2]

1.3. 1.Calcul vectoriel

Dans le cadre de ce chapitre, nous allons rapporter quelques notions de bases liées au
calcul vectoriel. La maitrise de ces techniques est nécessaire pour l'assimilation de la
mécanique.
I.3.1.1. Scalaire et vecteur
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Un scalaire est une grandeur totalement définie par un nombre est une unité.
(temps, température, masse, énergie, volume, ‘- etc)

Un vecteur est une entité mathématique définie par une origine, une direction, un
sens et une intensité :

/ \ e L’origine: le point d'application
' e Ladirection: la droite qui porte
Extremite le vecteur. Elle est définie par

'angle 6 mesuré entre un axe de
référence et le support.
e Le sens représente |'orientation
origine-extrémité du vecteur et
Direction ou support est symbolisé par une fleche.
K / ¢ L’intensité, norme ou module,
: - représente la valeur de la
grandeur mesurée par le vecteur.

Notion de vecteur unitaire: A chaque vecteur on peut associer un vecteur unitaire
qui a la méme direction et de norme égale a 1. On obtient le vecteur unitaire en divisant
le vecteur initial par son module :

A
lall

Up

l2]|=

Notion de vecteur lié et vecteur glissant :

a) les vecteursliés sontnotés wv(A) l'origine A est fixé ;
b) Sile point d’application se déplace sur la droite, le vecteur est dit vecteur

glissant.

1.3.1.2. Repere de I'espace affine:

E Désigne I'espace affine réel de dimension 3. Les éléments de E sont des points que
I'onnote: A, B, M, N, ---etc. D'autre part € désigne I'espace vectoriel attaché a E, ses
éléments U, B, AB, ... etc
Nous considérons comme acquises les notions de repere affine de E associé a l'espace
vectoriel €. Un tel repére sera noté R (0,€1, 5,3) ou O est un point de I'espace affine E
pris comme origine et e= (H, e2, @) est une base de l'espace des vecteurs libres. (un
vecteur libre est un vecteur qui définit une direction dans I'espace

Vi €E I (xy,z) ER3tel que U =xel+ye? +ze3

Représentation du repére R (07,7, k ) de 'espace affine [2].
Ce repere est une base orthogonale : les vecteurs libres de la base portés dans I'espace a
partir de I'origine O du repere forment un triedre trirectangulaire direct.



Cours "Elasticité", L3Construction mécanique, Université de M'sila
Dr: Debih Ali

1.4. Opérations sur les vecteurs

Soit 04, 0Bet OC trois vecteurs de I'espace vectoriel €. Avec:
OA =xaT+ya] + zak

OB =xpi+ys] + zsk

OC =xci+yc] + zck

1.4.1. Somme et multiplication par un scalaire [2].

¢ Lasomme de deux vecteurs :

[ =04+ OB = (xa+x3) U+ (yat yg )] + (za+ ZB)E

e La multiplication par un scalaire :

VT €R, existe ptel que u OA=pxal+uya] +Hzak
1.4.2. Produit scalaire
e Le produit scalaire de deux vecteurs non nuls représentés par les bipoints OA et
OB est le nombre réel 0A.OB.cos(0) sil'angle 0 désigne celui de AOB. Sil'un des
vecteurs est nul alors le produit scalaire est nul.
Dans le cas ou aucun des vecteurs n'est nul, cette définition prend la forme
suivante :

04xOB = 0AxOBx Cos 0

e Propriétés du produit scalaire :
1) Commutativité :
Le produit scalaire est commutatif :
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0AxOB = 0Bx04A Jusitification Cos 0 = Cos (— 0)

2) Distributivité par rapport a I'addition :
Le produit scalaire est distributif par rapport a I'addition :

04x(0B + 0C) = 0AxOB + 04x0C
3) Conséquence :
SiOA=0etOB#0 alors OAx0OB =0 < 0A_OB

Le produit scalaire nous permet donc de déduire la perpendicularité géométrique
lorsqu'il est de valeur nulle.
4) Expression analytique :

OA x OB =xa Xp+ ya VB + Za Z8

1.4.3. Produit vectoriel [2].

Le produit vectoriel de deux vecteurs non nuls représentés par les bipoints OA et OB
est le vecteur représenté par le bipoint OC avec :

— Un module égale a OA.OB. sin(0)

— Une direction perpendiculaire au plan formé par les deux vecteurs OA et OB

— Un sens défini par la regle de la main droite ou de la progression du tire-bouchon qui

envoi OA sur OB.On note

e
o} A Qh}

| OA A OB||=0A.0B.Sin®

e Propriétés du produit vectoriel :
1) Commutativité :
Le produit vectoriel est anticommutatif :

0ANOB = —0B A OA Justification Sin 6 = — Sin (—0)

2) Distributivité par rapport a I'addition :
Le produit scalaire est distributif par rapport a I'addition :

0A A (OB + 0C)=0ANAOB+04A0OC
3) Interprétation géométrique du produit vectoriel :

Le module de OA A OF est donné par OA. OB. Sin 0 qui représente l'aire (surface) du
parallélogramme construit sur les deux vecteurs.
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4) Conséquence :

Si0A#0etOB#0 alors OA A OB =0 04 //OB

5) Expression analytique :

Xn----Fg--- (¥a 2 =24 ¥5)
J’,q>f'k<xl:’a= —(xy 2g —2,%g)
2

Za a (¥1¥5 — ¥axs)

a..l by, iy

1.4.4. Produit mixte [2].
Le produit mixte de trois vecteurs non nuls représentés par les bipoints OA et OB et OC

est un scalaire ; Il est le déterminant de ces trois vecteurs dans une base orthonormale
directe quelconque.

On note: [ﬁ, ﬁ, W] =0A. (ﬁ A W)

e Propriétés du produit mixte :
[04, 0B,0C] =04. (0B A 0C)=0C.(0A A OB)=0E.(0C A 04)

e Interprétation géométrique du produit vectoriel :
===
OA OB
OC

o Expression analytique :

e e 4 &g g
eA.{eBaol)=D, ¥Ye ¥;
24 Zg Zr

1.4.5 Double produit vectoriel [2].
Le double produit vectoriel peut étre calculé a 1'aide de la relation suivante :

0A A (OB A 0C)=(04.0C). 0B+( 04.0B). 0C

1.4.6 Dérivation vectorielle
Soient M(x(t), y(t), z(t)) du repere R (O, xyz) on a:

OM =x(©) T+y(0) ] +2(0) k
Par définition:

A0M) _ (4 /dt) -+ (dy/de) ] + (dz/de) '
Que I'on note aussi :
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d(M)
dt
Propriétés:
d _ di dv d . di_ dv_
—AD N y=—F— —{(OV)=—NF—J1
o dt dt dt dt dt dt
d du dv
—@UAV)=—AV+UA— A(DU(L)] =
. dt(u/\v) P /\V+u/\dt [()u()]

i e A=xisyj . A= ‘

X >

x=||[cose

tang=2
=] sine ** x

Produit scalaire de deux vectewrs { et B Produit vectoriel de deux vecteurs A et B
Définition A.B (estun nombre réel) AAB (estun vecteur)
Expression en fonction de la nome 3.B=3]B] cos (3, B) |3AB|=|]l|Blsin(3.B)
En fonction des coordonnées AB=x,x, 4y, Vs+2.2s ANB=(Y,25=2,V 50 2aX0=XaZ5: XY 5=V aZ3)
Commutation 4.B=B.4 AAB=-BA4
Produit nul et conséquences A.B=0 ssi: 4 ou B sontnuls AAB=0 ssi: 4 ou B sontnuls

oubien A et B sontorthogomaux oubien A et B sontcolinéaires
Associativité (4.B3)C=4(B.C) (AAB)AC#AA(BAC)
A(BAC)=(A4.B)AC appelé produit mixte des trois vecteurs 4 , B et




