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Chapitre 2: Tenseur des contraintes (4 semaines)

Coupure, facette et vecteur contrainte, Formule de Cauchy, tenseur des contraintes,
Equations d’équilibre, Contraintes principales et directions principales, Invariants
scalaires du tenseur des contraintes, Tenseur sphérique et déviateur.

Chapitre II: Tenseur des contraintes

II.1. Présentation [3]:
La théorie de I'élasticité étudie les déplacements, les déformations et les
contraintes dans un solide soumis a des forces extérieures.
Nous adopterons les hypotheéses suivantes :
¢ Le matériau est homogene (il a les mémes propriétés en tout point) et isotrope
(en un point donné, il a les mémes propriétés dans toutes les directions).
e Le comportement du matériau est linéaire (les relations entre les contraintes et
les d"déformations sont linéaires) et élastique (le solide reprend sa forme
initiale d’es que les forces appliquées sont supprimées).

-

Le repére {0; x, y, z} est un repére orthonormé direct; 1, 7 et "k sont les vecteurs
unitaires des axes (figure I1.1.).

x

-

Figure II.1. Repére orthonormé {O; x, y, z} et vecteurs unitaires {7, J, k }

I1.2. Contraintes autour d’un point [3].

I1.2. 1. Coupure, facette et vecteur contrainte

En chaque point M d'un solide, il existe des forces intérieures que I'on met en évidence
en effectuant une coupure du solide, par une surface S, en deux parties A et B (figure
11.2).

Figure I1.2. — Coupure et facette 77 en M

La partie A, par exemple, est en équilibre sous I'action des forces extérieures qui lui sont
directement appliquées et des forces intérieures reparties sur la coupure.

Considérons un point M de S. Soit dS un élément infinitésimal de la surface S entourant
M et 71 le vecteur unitaire, perpendiculaire en M 0 a S et dirigé vers I'extérieur de la
partie A. Nous appellerons cet ensemble facette 7 en M.
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Soit dF la force qui s’exerce sur cette facette. On appelle vecteur contrainte sur la
facette 77 en M, la quantité :

T (M,R) =dF/dS
Remarque : une contrainte s'exprime en pascal (1 Pa =1 N/m?2) ; dans la pratique, on
utilise souvent le mégapascal (1 MPa = 106 Pa = 1 N/mm?).

Considérons, en un point M, le cylindre infiniment petit d’axe 7, de hauteur h et de
section dS (figure II. 3.).

ds T(M,-n)
—n 47 dS ds T(M, 7)

Figure II. 3. Efforts sur les facettes 7, et - 7,

Quand h tend vers 0, le cylindre est en équilibre sous I'action des forces dS T (M, 1) et
dST (M,-7) d'ou:
T(M7i)=-T (M)

I1.2.2. Contrainte normale et contrainte tangentielle [3].
Le vecteur contrainte peut étre décomposé en sa composante suivant 7 et sa projection
sur la facette (figure 11.4) :

T (M, )=0nfi+%n
Avec: on=7.T(M7R)
o est la contrainte normale et 7, est le vecteur cisaillement ou contrainte
tangentielle. 6, est une valeur algébrique positive (traction) ou négative (compression).

Figure I1.4. Vecteur contrainte sur la facette 7 en M.
Remarque : on alarelation (théoréme de Pythagore) :
ITI2=0n2+I7n 2

I1.2.3. Formule de Cauchy : tenseur des contraintes [3].

Soit le tétraedre infiniment petit MABC construit sur les axes x, y et z (figure II. 5).
Soient77 de composantes (ny, ny, n;) la normale unitaire au plan ABC dirigée vers
|'extérieur du tétraedre et dS l'aire du triangle ABC.
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n,dS T(M,—k)
Figure IL.5. Equilibre du tétraédre (Cauchy)
On a:
AB A AC=2dS7i=2dS nyT+2dSny ] + 2dS n, k

= (MB — MA) A (MC — MA)

=(MB A MC)—(MA A MC) — (MB A MA) + (MA A MA)
=MB AMC +MC A MA + MA A"MEB +0
== 2 aire (MBC) i+ 2 aire (MAC) J+ 2 aire (MAB) k

On en déduit par identification :
1 1 aire (MBC) =nxdS, aire (MAC)=nydS, aire (MAB)=n,dS

Le tétraedre est en équilibre sous l'action des forces appliquées sur ses faces (les forces
de volume sont des infiniment petits d'ordre supérieur) :

dST (M, %) + nxdST (M,-1) +n,dST (M,-J) + n,dST (M,- k) =0

Il vient apres simplification :
TMA)+n T(MT)+n TMJ)+n, T (M, k)

Cette équation s'écrit sous forme matricielle :
TMA}=HTMD} (TMD (T MK} {n}
Soit:
{T (M, %)} =[o(M)] {n} (Formule de Cauchy)

ou [o(M)] est le tenseur des contraintes de Cauchy en M. Les composantes du
tenseur des contraintes (figure IL. 6) dans le repére { 1,], k} sont :

T,7) T(M,7) TOME)

l Orx Oxy Oxz
composantes sur v § Oyr Oyy Oyz
k Ozx Ozy Ozz
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Figure IL6. Vecteur contrainte sur les facettes 7,7 et k en M
La contrainte normale sur la facette 77 en M est égale a :
on=1-"T(M 7 ) ={n}T [c(M)] {n}
Remarque : sur la facette 71 (figure I1.7), le vecteur contrainte est :
T(M,7) = O T+ Opxji+ Om k
d’ou la contrainte normale et le vecteur cisaillement :

Gi:-)l' _)'T(M-)I) :6)()(,‘?:6}1)( _7+ szk

12 TN F (M, T)

Figure IL.7. Vecteur contrainte sur la facette Ten M

- N
Changement de repeére : considérons le repére orthonormé {7, j’, k’} avec:

LR A A S O
Py F=frA|es 7 B
vk 7ok K-k

(R]

et [0,7,k1=[ U 7'k’ 1[R]* avec [R] =[R]T ,det[R]=1
Soit N un vecteur de composantes :
V. )
{vi=1V, dans le repere {7, 7, k}
V.

et:
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v,

r

viy=<4v, dans le repére {i’,7", k')

V;

On a les relations:

> — — — —

V=V +V J+V K =7 7

—
!

(Vy=[ T kIRV'y = [[,] k] (V)

On en déduit :
{V}=[RI{V} , {(V'}=[R"H{V}=[R]"{V}

De la formule de Cauchy et des relations :
{h=[R{T} .,  {n}=[R]{n}
On déduit :
[RI{T"} = [o] [R] {n}
{T"} = [R]" [o] [R] {n"}

Et la formule de transformation pour la matrice des contraintes :

[0 = [R]" [o] [R]

D'ou:

I1.2.4. Equations d’équilibre [3].

Soit f la force par unité de volume appliquée au point de coordonnées (x, y, z) du solide.
Soient y I'accélération du point de coordonnées (x, y, z) et p la masse volumique du

matériau.
I1.2.4.1. Equilibre en translation [3].

Ecrivons que la projection sur x de la somme des forces appliquées au parallélépipede
rectangle infiniment petit, de centre M et de cotes dx, dy et dz, est nulle (les contraintes
qui interviennent sont représentées sur la figure (II. 8)) :

—ox(Xy, z)dydz+ox(x+dx y z)dydz - oy(x y, z) dx dz + ox(x, y + dy, z) dx dz
-0ox(X, Y, z)dxdy + ox:(x, ¥, Z + dz) dx dy + fxdx dy dz

= (0oxx/0x) dV + (0oxy/dy)dV +(00x;/0z)dV + f dV = p dV yx

Ou dV =dx dy dz. 1l vient apres simplification :

(00xy/0x )+ (00x,/0y)+(00xz/02)+ fi = p Yx

oo,
o, (x, ytdy,z)=0,(x,y,2)+ Gy. dy

o,
—0,._,(X-y.z)l M T(rn(x+dx,y,z)=(r,,(_x,y.2)+ — i
. . ox

Figure II. 8. Equilibre du parallélépipede suivant x
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De méme :

(003x/0x)+(003,/0y)+(00y2/02)+ fy = p vy
et

(002x/0x)+(007/0y)+(0022/02)+ fz = p V2
I1.2.4.1. Equilibre en rotation : réciprocité des contraintes tangentielles [3].

Ecrivons que la projection sur Mz de la somme des moments des forces appliquées au
parallélépipede est nulle (les contraintes qui interviennent sont représentées sur la
figure I1.9. Il vient, en négligeant les infiniment petits d’ordre supérieurs a 3 :

dx (dy dz oyx) —dy (dx dz oxy) = 0

3
o X

. \ p v, ©
a'"(.t.,;'+dy'.z)=0nlx,y.:}"T— Iy
— y

(v v o ) ) éo_
—0",,l,x.)v.2,)l M Ta,,u+dx.y,z)=a‘,l_x.y.zfl+ 3 = dx
) . x

y
—
x -0 _(x,y,z}

Figure I1.9. Equilibre du parallélépipéde en rotation suivant z

soit (réciprocité des contraintes tangentielles) :

O-xy = O-yx

»
>
~.

I
\¥

T——» i
0,x= 0y,

De méme :
Oxz = Ozx, Oyz = Oy
Le tenseur des contraintes est donc symétrique :

[o] = [o]"

I1.2.5.Directions et contraintes principales [3].
Existe-t-il en M une facette 7 telle que le vecteur contrainte soit colinéaire avec 1 figure
I1.11. ? Dans ce cas, le vecteur cisaillement est nul sur cette facette et le vecteur

contrainte T (M, 1) satisfait la relation :
T (M ﬁ) =On T_i
soit:

[o(M)]{n} = on {n}

on est alors valeur propre du tenseur des contraintes et 7 est le vecteur propre associe.
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Figure II.11. Face et contrainte principale en M
[o(M)] est une matrice symétrique a coefficients réels. Elle a trois valeurs propres

réelles (distinctes ou confondues). Si les trois valeurs propres sont distinctes, les
vecteurs propres associés sont perpendiculaires entre eux.

Il existe donc en M un repére orthonormé {M; i1, iz, 13} tel que sur les facettes 711, 112 et

73 le vecteur cisaillement soit nul figure I1.12.
Les directions 73, 712 et 713 sont les directions principales.

Dans le repére principal {M; 7, iz, 113}, le tenseur des contraintes s’écrit :

a1 0 0
[OlMiiiy dizasy = |0 02 0
0 0 o3

Ou les contraintes normales o1, 02 et 03 sont les contraintes principales.

y

==

~.4

n

Figure .I1.12. Faces et contraintes principales en M

Les trois contraintes principales sont les racines de I'équation caractéristique :
P(on) =det ([oc(M)] -on[1])=0ou[I] estla matrice unité de dimension 3, soit:

Orr — On Ory Ozrz
P 9
Or: Uy: T

Les contraintes principales sont indépendantes du repére {1, J, k }. I, Iz et I3 sont des

invariants :

[i=tr[o] =0ox+0y +0z=01+02+03

I>=1/2((tr [c])? - tr [0]2) = Oxx Oyy + Oxx Ozz + Oyy Ozz — O2 xy = % 3= G2y
=0102+0103+0203

I3 = OxxOyyOzz + 2 Oxy OxzOyz — Oxx Uzyz_ ny(fzxz_ Ozz szy =010203

Dans le repére principal {M; 74, iz, 713}, les composantes du vecteur contrainte sur la
facette 11 sont:

T g 0 0 ni o1 ny
TZ =10 09 0 Mg 2 = § 09Ny
T3 0 0 03 ns dgany

ou ni, n2 et n3 sont les composantes de 7 . Compte-tenu de la relation :
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ni2+ n2?2+ n32=1
on en déduit :
T12/012+T22/ 022+ T32/03%=1
Quand 7 varie, I'extrémité du vecteur T (M, 1) se déplace sur I'ellipsoide de Lamé
dont les axes sont les directions principales et les demi axes sont o1, o2 et o3.
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