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Motivations

Au début du xx° siecle le professeur Frege peaufinait la rédaction du second tome d’un ouvrage qui souhaitait refonder
les mathématiques sur des bases logiques. Il recut une lettre d’un tout jeune mathématicien : «.J’ai bien lu votre premier
livre. Malheureusement vous supposez qu’il existe un ensemble qui contient tous les ensembles. Un tel ensemble ne peut
exister. » S’ensuit une démonstration de deux lignes. Tout le travail de Frege s’écroulait et il ne s’en remettra jamais.
Le jeune Russell deviendra I'un des plus grands logiciens et philosophes de son temps. Il obtient le prix Nobel de
littérature en 1950.
Voici le « paradoxe de Russell » pour montrer que 'ensemble de tous les ensembles ne peut exister. C’est tres bref,
mais difficile a appréhender. Par 'absurde, supposons qu’un tel ensemble & contenant tous les ensembles existe.
Considérons
F={Ec&|E¢E}.

Expliquons I'écriture E ¢ E : le E de gauche est considéré comme un élément, en effet 'ensemble & est 'ensemble de
tous les ensembles et E est un élément de cet ensemble ; le E de droite est considéré comme un ensemble, en effet les
élément de & sont des ensembles! On peut donc s’interroger si 'é1ément E appartient a 'ensemble E. Si non, alors
par définition on met E dans ’ensemble F.
La contradiction arrive lorsque 1’on se pose la question suivante : a-t-on F € F ou F ¢ F ? L'une des deux affirmation
doit étre vraie. Et pourtant :

» Si F € F alors par définition de F, F est I'un des ensembles E tel que F ¢ F. Ce qui est contradictoire.

o SiF ¢ F alors F vérifie bien la propriété définissant F donc F € F ! Encore contradictoire.
Aucun des cas n’est possible. On en déduit qu’il ne peut exister un tel ensemble & contenant tous les ensembles.
Ce paradoxe a été popularisé par 'énigme suivante : « Dans une ville, le barbier rase tous ceux qui ne se rasent pas
eux-mémes. Qui rase le barbier ? » La seule réponse valable est qu'une telle situation ne peut exister.

Ne vous inquiétez pas, Russell et d’autres ont fondé la logique et les ensembles sur des bases solides. Cependant il
n’est pas possible dans ce cours de tout redéfinir. Heureusement, vous connaissez déja quelques ensembles :
e Pensemble des entiers naturels N = {0,1,2,3,...}.
I’ensemble des entiers relatifs Z = {...,—2,—1,0,1,2,...}.
I'ensemble des rationnels Q = {% |p€Z,qeN\ {0}}.
« l'ensemble des réels R, par exemple 1, v2, 7, In(2),...
I'ensemble des nombres complexes C.


http://www.youtube.com/watch?v=bPT6-g3B5wQ
http://www.youtube.com/watch?v=Y8cV0zcFijs
http://www.youtube.com/watch?v=1qax9qMxz4c
http://www.youtube.com/watch?v=NElSI5_NIsk
http://www.youtube.com/watch?v=WuJyP_7VIu8
http://exo7.emath.fr/ficpdf/fic00002.pdf
http://exo7.emath.fr/ficpdf/fic00003.pdf
http://exo7.emath.fr/ficpdf/fic00005.pdf
http://exo7.emath.fr/ficpdf/fic00004.pdf
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Nous allons essayer de voir les propriétés des ensembles, sans s’attacher a un exemple particulier. Vous vous apercevrez
assez rapidement que ce qui est au moins aussi important que les ensembles, ce sont les relations entre ensembles : ce
sera la notion d’application (ou fonction) entre deux ensembles.

1.

Ensembles

1.1. Définir des ensembles

On va définir informellement ce qu’est un ensemble : un est une collection d’éléments.
Exemples :
{0,1}, {rouge,noir}, {0,1,2,3,...} =N.
Un ensemble particulier est I , noté @ qui est 'ensemble ne contenant aucun élément.
On note
x€E

si x est un élément de E, et x ¢ E dans le cas contraire.
Voici une autre facon de définir des ensembles : une collection d’éléments qui vérifient une propriété.
Exemples :

{xer|Ix—2/<1}, {zec|z®=1}, {xeRr|0o<x<1}=[0,1]

1.2. Inclusion, union, intersection, complémentaire

L . E C F si tout élément de E est aussi un élément de F. Autrement dit : Vx € E (x € F). On dit alors
que E est un de F ou une de F.
M .E=FsietseulementsiE CFetF CE.

de E. On note & (E) I'ensemble des parties de E. Par exemple si E = {1,2,3} :

2({1,2,3}) = {@, {1},{2},{3},{1,2},{1,3},{2,3},{1,2, 3}}.
.SiACE,

CiA={x €E|x ¢A}

On le note aussi E \ A et juste (A s’il n’y a pas d’ambiguité (et parfois aussi A ou A).

.PourA,BCE,

AUBz{erlxeruxeB}

Le « ou » n’est pas exclusif : x peut appartenir a A et a B en méme temps.

AnB={x€E|x€Aetx B}
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1.3. Régles de calculs

Soient A, B, C des parties d'un ensemble E.

ANB=BNA
AN(BNC)=(ANnB)NC (on peut donc écrire AN B N C sans ambigiiité)
AN =g, ANA=A ACB<=ANB=A

AUB=BUA
AU(BUC)=(AuB)uUC (on peut donc écrire AU B U C sans ambiguité)
AU@=A, AUA=A, ACB<>AUB=B

AN(BUC)=(ANB)UANC)
AUBNC)=(AUB)N(AUC)

C(EA)=A etdonc AcB<=(Bcl(A
C(AanB)=C(AuCB
C(AuB)=C(CANCB

Voici les dessins pour les deux dernieres assertions.

CA CB
A B A B

C(AnB)=CAUCB C(AuB)=C(ANCB

Les preuves sont pour I'essentiel une reformulation des opérateurs logiques, en voici quelques-unes :

Preuve de AN(BUC)=(ANB)U(ANC): x€AN(BUC) < x€Aetx€(BUC) < x€Aet(x€Bouxe
C) < (x€AetxeB)ou(x€Aetxe(C) & (x€AnNB)ou(x€ANC) < x<€(ANB)U(ANC).
Preuve de [(ANB) =CAUCB : x e [(ANB) < x ¢ (ANB) < non(x € ANB) < non(x €Aetx €
B) < non(x €A) ounon(x € B) &> x ¢Aoux ¢B <> x €AUCB.

Remarquez que I'on repasse aux éléments pour les preuves.

1.4. Produit cartésien

Soient E et F deux ensembles. Le , noté E x F, est 'ensemble des couples (x,y)oux €Eety€F.
Exemple 1.
1. Vous connaissez RZ =R xR = {(x,_y) |x,y e ]R}.

2.

Autre exemple [0,1] xR = {(x,y) lo<x<1l,ye ]R}
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Y
1 X
0 If!
3. [0,1]%x[0,1]x[0,1]= {(x,y,z) [0< x,y,2< 1}
Y
1¢ z

0 1 x

Mini-exercices.

1. En utilisant les définitions, montrer : A # B si et seulement s’il existe a €A\ B ou b € B\ A.
2. Enumérer #({1,2,3,4}).

3. Montrer AU(BNC)=(AUB)N(AuC)etC(AuB)=C(0ANCB.

4. Enumérer {1,2,3} x {1,2,3,4}.
5

. Représenter les sous-ensembles de R? suivants : (]O, 1[U[2, 3[) x[—1,1], (]R \ (]o,1[u[2, 3[)) X ((]R\ [—1,1]D)n
[0,2]).

2. Applications

2.1. Définitions

e Une (ou une ) f : E = F, cest la donnée pour chaque élément x € E d’'un unique élément de
F noté f(x).
Nous représenterons les applications par deux types d’illustrations : les ensembles « patates », 'ensemble de départ
(et celui d’arrivée) est schématisé par un ovale ses éléments par des points. L'association x — f (x) est représentée
par une fléche.

f

f(x)

L'autre représentation est celle des fonctions continues de R dans R (ou des sous-ensembles de R). L'ensemble de
départ R est représenté par ’axe des abscisses et celui d’arrivée par I'axe des ordonnées. L'association x — f(x)
est représentée par le point (x, f(x)).
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2. APPLICATIONS

ENSEMBLES ET APPLICATIONS

f(x)

X

. Deux applications f, g : E — F sont égales si et seulement si pour tout x € E, f (x) = g(x). On note alors

f=g

o Le de f : E—F est
Ffz{(x,f(x))eExleeE}

y

/\
\/
X

.Soient f :E—Fetg:F— Galors gof :E— G est 'application définie par g o f(x) = g(f(x)).

, idg : E — E est simplement définie par x — x et sera tres utile dans la suite.

Exemple 2.
1. I
2. Définissons f, g ainsi
f : ]O’+OO[ — ]0,+OO[ g : ]O)+Oo|: I
—— e
Alors g o f : ]0,+00[— R vérifie pour tout x €]0,+00[ :
) =g(f)=¢(7) CRE T b S
o = = — | = = = — .
gofx)=glf(x))=¢| 7 11 1+x g(x

2.2. Image directe, image réciproque

Soient E, F deux ensembles.
Définition 1.
Soit ACEetf:E—F,I de A par f est 'ensemble
FA)={f(x)| x e A}
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Définition 2.
SoitBCFetf:E—F,I de B par f est 'ensemble

f'B)={x€E|f(x)eB}

f7(B)

Remarque.
Ces notions sont plus difficiles a maitriser qu’il n’y parait !
 f(A) est un sous-ensemble de F, f ~}(B) est un sous-ensemble de E.
+ La notation « f "1(B) » est un tout, rien ne dit que f est un fonction bijective (voir plus loin). Limage réciproque
existe quelque soit la fonction.
e Limage directe d'un singleton f({x}) = { f (x)} est un singleton. Par contre I'image réciproque d’un singleton
f ’1({ y}) dépend de f. Cela peut étre un singleton, un ensemble a plusieurs éléments ; mais cela peut-étre E tout
entier (si f est une fonction constante) ou méme I'ensemble vide (si aucune image par f ne vaut y).

2.3. Antécédents

Fixons y € F. Tout élément x € E tel que f(x) =y est un de y.
En termes d’image réciproque 'ensemble des antécédents de y est f 1({y}).

Sur les dessins suivants, '’élément y admet 3 antécédents par f. Ce sont x;, Xq, X3.

[

Mini-exercices.
1. Pour deux applications f,g : E — F, quelle est la négation de f = g?
. Représenter le graphe de f : N — R définie par n — %.

2
3. Soient f, g,h : R — R définies par f(x) = x?, g(x) =2x +1, h(x) = x> — 1. Calculer f o(goh) et (f o g)oh.
4

. Pour la fonction f : R — R définie par x — x? représenter et calculer les ensembles suivants : £ ([0, 1[), f(R),

fA-120D, F7H(0L2D, FTHI-L1D, FHEBD, FHR\ND.
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3. Injection, surjection, bijection

3.1. Injection, surjection

Soit E, F deux ensembles et f : E — F une application.

Définition 3.
f est si pour tout x,x’ € E avec f(x) = f(x’) alors x = x’. Autrement dit :

Vx,x' €E (f(x)zf(x’) = x=x’)

Définition 4.
f est si pour tout y € F, il existe x € E tel que y = f(x). Autrement dit :

VyeF 3xe€E (y:f(x))

Une autre formulation : f est surjective si et seulement si f(E) =F.
Les applications f représentées sont injectives :

f y

]
! X
E
Les applications f représentées sont surjectives :
f
</ y
!
} X

Remarque.
Encore une fois ce sont des notions difficiles a appréhender. Une autre facon de formuler l'injectivité et la surjectivité
est d’utiliser les antécédents.

* f estinjective si et seulement si tout élément y de F a au plus un antécédent (et éventuellement aucun).

o f est surjective si et seulement si tout élément y de F a au moins un antécédent.

Remarque.
Voici deux fonctions non injectives :
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Ainsi que deux fonctions non surjectives :

¥ y
F

|

N4 SR A l

N

Exemple 3.

1.

801t f1: N — Q définie par fl(x) =1 +x Montrons que f; est injective : soit x, x” € N tels que f;(x) = f;(x’). Alors

1+x = 1+x” donc 14+ x =1+ x’ et donc x = x’. Ainsi f; est injective.

Par contre f; n’est pas surjective. Il s’agit de trouver un élément y qui n’a pas d’antécédent par f;. Ici il est facile
de voir que l'on a toujours f;(x) < 1 et donc par exemple y = 2 n’a pas d’antécédent. Ainsi f; n’est pas surjective.

. Soit f, : Z — N définie par f,(x) = x2. Alors f, n’est pas injective. En effet on peut trouver deux éléments x, x’ € Z
différents tels que f,(x) = f,(x’). Il suffit de prendre par exemple x = 2, x’ = —2.
fo ’est pas non plus surjective, en effet il existe des éléments y € N qui n’ont aucun antécédent. Par exemple
y =3 :si y = 3 avait un antécédent x par f,, nous aurions f,(x) = y, cest-a-dire x> = 3, d’ot1 x = ++/3. Mais
alors x n’est pas un entier de Z. Donc y = 3 n’a pas d’antécédent et f, n’est pas surjective.

3.2. Bijection

Définition 5.
f est si elle injective et surjective. Cela équivaut a : pour tout y € F il existe un unique x € E tel que
y = f(x). Autrement dit :

VyeF 3Jx€E (yzf(x))

Lexistence du x vient de la surjectivité et 'unicité de I'injectivité. Autrement dit, tout élément de F a un unique

antécédent par f.

Proposition 1.
Soit E, F des ensembles et f : E — F une application.

1. Lapplication f est bijective si et seulement si il existe une application g : F — E telle que f o g =idp et go f =idp.

2. Si f est bijective alors Uapplication g est unique et elle aussi est bijective. Lapplication g s’appelle la
1
de f etest notée f~1. Deplus (f 1) =f

Remarque.

o f og =idy se reformule ainsi

VyeF f(e)=y.
e Alors que g o f =1idy s’écrit :
Vx€E g(f(x)) =Xx.
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e Par exemple f : R —]0,+oo[ définie par f(x) = exp(x) est bijective, sa bijection réciproque est g :10,+oco[— R
définie par g(y) =In(y). Nous avons bien exp(ln(y)) =y, pour tout y €]0,+00[ et ln(exp(x)) = X, pour tout
x €R.

Démonstration.

1. « Sens =. Supposons f bijective. Nous allons construire une application g : F — E. Comme f est surjective
alors pour chaque y € F, il existe un x € E tel que y = f(x) et on pose g(y) = x. On af(g(y)) =f(x)=y,
ceci pour tout y € F et donc f o g = idy. On compose a droite avec f donc f o g o f =idy of. Alors pour tout
x €E on af(g Of(x)) = f(x) or f est injective et donc g o f(x) = x. Ainsi go f =idy. Bilan : f o g =idy et
gof =idg.

» Sens <. Supposons que g existe et montrons que f est bijective.
— f est surjective : en effet soit y € F alors on note x = g(y) € E; onabien: f(x) = f(g(y)) =fog(y)=
idp(y) =y, donc f est bien surjective.
— f estinjective : soient x, x” € E tels que f (x) = f(x’). On compose par g (a gauche) alors gof(x) = gof(x’)
donc idg(x) =idg(x’) donc x = x”; f est bien injective.

2. o Sif est bijective alors g est aussi bijective car g o f =idy et f o g = idy et on applique ce que I'on vient de
démontrer avec g a la place de f. Ainsi g7 = f.

« Si f estbijective, g est unique : en effet soit h : F — E une autre application telle que ho f =idj et f oh =id;
en particulier f oh =1idy = f og, donc pour tout y € F, f(h(y)) = f(g(y)) or f est injective alors h(y) = g(y),
ceci pour tout y € F; douth=g.

O

Proposition 2.
Soient f : E — F et g : F — G des applications bijectives. Lapplication g o f est bijective et sa bijection réciproque est

(gof) ' =flog™

Démonstration. D’aprés la proposition 1, il existe u: F — E tel que uo f =idg et f ou =idy. Il existe aussiv : G — F
telque vog =idy et gov = idg. On a alors (go f)o(uov) = go(fou)ov = goidpov = gov = id,. Et
(uov)o(gof)=uo(vog)of =uocidyof =uo f =idg. Donc g o f est bijective et son inverse est u o v. Comme u
est la bijection réciproque de f et v celle de g alors : uov=f tog™t O

Mini-exercices.

1. Les fonctions suivantes sont-elles injectives, surjectives, bijectives ?
e f1:R—[0,+00[, x — x2.
° f2 : [0,-‘1—00[—) [O,+OO[, X = xz'
o f3:N->N,x— x2
o farZL—>Z,x—>x—7.
® f5 R— [0,-{—00[, X = |X|

2. Montrer que la fonction f :]1,4+00[—]0,+oo[ définie par f(x) = xlTl est bijective. Calculer sa bijection

réciproque.

4. Ensembles finis

4.1. Cardinal

Définition 6.
Un ensemble E est s’il existe un entier n € N et une bijection de E vers {1,2,...,n}. Cet entier n est unique et
s’appelle le de E (oule ) et est noté Card E.

Quelques exemples :

1. E = {rouge, noir} est en bijection avec {1, 2} et donc est de cardinal 2.
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2. N n’est pas un ensemble fini.

3. Par définition le cardinal de 'ensemble vide est 0.

Enfin quelques propriétés :

1. Si A est un ensemble fini et B C A alors B est aussi un ensemble fini et Card B < CardA.

2. Si A, B sont des ensembles finis disjoints (c’est-a-dire AN B = &) alors Card(AU B) = CardA + Card B.

3. SiAest un ensemble fini et B C A alors Card(A \ B) = CardA— Card B. En particulier si B C A et CardA = Card B
alors A=B.

4. Enfin pour A, B deux ensembles finis quelconques :

Card(AU B) = CardA + Card B— Card(AN B)

Voici une situation ou s’applique la derniére propriété :

La preuve de la derniere propriété utilise la décomposition
AUB=AU(B\(ANB))
Les ensembles A et B \ (AN B) sont disjoints, donc
Card(AU B) = CardA + Card (B \(AN B)) = CardA+ Card B— Card(ANB)

par la propriété 2, puis la propriété 3.

4.2. Injection, surjection, bijection et ensembles finis

Proposition 3.
Soit E, F deux ensembles finis et f : E — F une application.

1. Si f est injective alors Card E < Card F.
2. Si f est surjective alors Card E > Card F.
3. Si f est bijective alors Card E = Card F.

Démonstration.

1. Supposons f injective. Notons F’ = f(E) C F alors la restriction f; : E — F’ (définie par f|(x) = f(x)) est une
bijection. Donc pour chaque y € F’ est associé un unique x € E tel que y = f(x). Donc E et F’ ont le méme
nombre d’éléments. Donc Card F’ = CardE. Or F’ C F, ainsi Card E = Card F’ < CardF.

2. Supposons f surjective. Pour tout élément y € F, il existe au moins un élément x de E tel que y = f(x) et donc
CardE > CardF.

3. Cela découle de (1) et (2) (ou aussi de la preuve du (1)).

Proposition 4.
Soit E, F deux ensembles finis et f : E — F une application. Si

Card E = Card F
alors les assertions suivantes sont équivalentes :
i. f estinjective,
ii. f est surjective,

iii. f est bijective.
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Démonstration. Le schéma de la preuve est le suivant : nous allons montrer successivement les implications :
(i) = (ii) = (iii) = (i)
ce qui prouvera bien toutes les équivalences.

e (i) = (ii). Supposons f injective. Alors Card f (E) = Card E = Card F. Ainsi f (E) est un sous-ensemble de F
ayant le méme cardinal que F ; cela entraine f(E) =F et donc f est surjective.

o (ii) = (iii). Supposons f surjective. Pour montrer que f est bijective, il reste a montrer que f est injective.
Raisonnons par I'absurde et supposons f non injective. Alors Card f (E) < Card E (car au moins 2 éléments ont
la méme image). Or f(E) = F car f surjective, donc Card F < Card E. C’est une contradiction, donc f doit étre
injective et ainsi f est bijective.

o (iii) = (i). C’est clair : une fonction bijective est en particulier injective.

Appliquez ceci pour montrer le

Proposition 5.
Si Uon range dans k tiroirs, n > k paires de chaussettes alors il existe (au moins) un tiroir contenant (au moins) deux
paires de chaussettes.

Malgré sa formulation amusante, c’est une proposition souvent utile. Exemple : dans un amphi de 400 étudiants, il y a
au moins deux étudiants nés le méme jour!

4.3. Nombres d’applications

Soient E, F des ensembles finis, non vides. On note Card E = n et Card F = p.

Proposition 6.
Le nombre d’applications différentes de E dans F est :

Autrement dit c’est | (Card F)®dE |

Exemple 4.
En particulier le nombre d’applications de E dans lui-méme est n". Par exemple si E = {1,2, 3,4,5} alors ce nombre
est 5° = 3125.

Démonstration. Fixons F et p = Card F. Nous allons effectuer une récurrence sur n = Card E. Soit (P,) 'assertion
suivante : le nombre d’applications d'un ensemble a n éléments vers un ensemble a p éléments est p".

o [Initialisation. Pour n = 1, une application de E dans F est définie par 'image de 'unique élément de E. Il y a
p = Card F choix possibles et donc p! applications distinctes. Ainsi P; est vraie.

o Heérédité. Fixons n > 1 et supposons que P, est vraie. Soit E un ensemble a n + 1 éléments. On choisit et fixe
a € E; soit alors E' = E \ {a} qui a bien n éléments. Le nombre d’applications de E’ vers F est p", par 'hypothése
de récurrence (P,). Pour chaque application f : E’ — F on peut la prolonger en une application f : E — F en
choisissant I'image de a. On a p choix pour I'image de a et donc p™ x p choix pour les applications de E vers F.
Ainsi P, est vérifiée.

» Conclusion. Par le principe de récurrence P, est vraie, pour tout n > 1.

Proposition 7.
Le nombre d’injections de E dans F est :

px(p—1)x---x(p—(n—1)).

Démonstration. Supposons E = {a;,a,,...,a,}; pour 'image de a; nous avons p choix. Une fois ce choix fait, pour
I'image de a, il reste p —1 choix (car a, ne doit pas avoir la méme image que a;). Pour I'image de a; ilya p —2
possibilités. Ainsi de suite : pour I'image de a; il y a p —(k—1) choix... llya au final p x (p —1) x --- x (p — (n— 1))
applications injectives. O

Notation :n!l=1x2x3x---xn.Avec 1! =1 et par convention 0! = 1.
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Proposition 8.
Le nombre de bijections d’'un ensemble E de cardinal n dans lui-méme est :

Exemple 5.
Parmi les 3125 applications de {1, 2,3, 4,5} dans lui-méme il y en a 5! = 120 qui sont bijectives.

Démonstration. Nous allons le prouver par récurrence sur n. Soit (P,) ’assertion suivante : le nombre de bijections
d’un ensemble a n éléments dans un ensemble a n éléments est n!

e P, estvraie. Il n’y a qu'une bijection d’'un ensemble a 1 élément dans un ensemble a 1 élément.

» Fixons n > 1 et supposons que P, est vraie. Soit E un ensemble a n + 1 éléments. On fixe a € E. Pour chaque
b € E il y a —par 'hypotheése de récurrence— exactement n! applications bijectives de E \ {a} — E \ {b}. Chaque
application se prolonge en une bijection de E — F en posant a — b. Comme il y a n + 1 choix de b € E alors nous
obtenons n! x (n + 1) bijections de E dans lui-méme. Ainsi P, est vraie.

e Par le principe de récurrence le nombre de bijections d’'un ensemble a n éléments est n!

On aurait aussi pu directement utiliser la proposition 7 avec n = p (sachant qu’alors les injections sont aussi des
bijections). O

4.4. Nombres de sous-ensembles

Soit E un ensemble fini de cardinal n.

Proposition 9.
Iy a 2¢24E sous-ensembles de E :

CardZ(E) =2"

Exemple 6.

Si E={1,2,3,4,5} alors 2 (E) a 2° = 32 parties. C’est un bon exercice de les énumérer :
e l'ensemble vide : &,
e 5singletons : {1},{2},...,
e 10 paires : {1,2},{1,3},...,{2,3},...,

10 triplets : {1,2,3},...,

e 5ensembles a 4 éléments : {1,2,3,4},{1,2,3,5},...,

« et E tout entier : {1,2,3,4,5}.

Démonstration. Encore une récurrence sur n = Card E.
e Sin=1, E = {a} est un singleton, les deux sous-ensembles sont : & et E.
« Supposons que la proposition soit vraie pour n > 1 fixé. Soit E un ensemble a n+ 1 éléments. On fixea € E.Ily a
deux sortes de sous-ensembles de E :
— les sous-ensembles A qui ne contiennent pas a : ce sont les sous-ensembles A C E \ {a}. Par 'hypothese de
récurrence il y en a 2.
— les sous-ensembles A qui contiennent a : ils sont de la forme A= {a} UA" avec A’ C E \ {a}. Par I'hypothése de
récurrence il y a 2" sous-ensembles A’ possibles et donc aussi 2" sous-ensembles A.
Le bilan : 2" + 2" = 2! parties A C E.
« Par le principe de récurrence, nous avons prouvé que si Card E = n alors on a Card #(E) = 2".

4.5. Coefficients du binome de Newton

Définition 7.
Le nombre de parties a k éléments d'un ensemble a n éléments est noté (Z) ouC ,’1‘
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Exemple 7.
Les parties a deux éléments de {1,2,3} sont {1,2}, {1,3} et {2,3} et donc (3) = 3. Nous avons déja classé les parties
de {1,2,3,4,5} par nombre d’éléments et donc
. ((5)) =1 (la seule partie n’ayant aucun élément est 'ensemble vide),
=5 (il y a 5 singletons),
0 (il y a 10 paires),
0,

>

=1 (la seule partie ayant 5 éléments est 'ensemble tout entier).

5
1
5
2
5
3
5
4
5
5

NN
(@) N e/ e e
Il
Ul = =

San:

w

alculs on peut déja remarquer les faits suivants :

Proposition 10.

*@)=1()=n()=1
- G20 =()

OO D0

Démonstration.

1. Par exemple : ('11) =n car il y a n singletons.

2. Compter le nombre de parties A C E ayant k éléments revient aussi & compter le nombre de parties de la forme (A
(qui ont donc n — k éléments), ainsi (nfk) = (Z)

3. La formule (3) +(}) + -+ +(}) + - + (%) = 2" exprime que faire la somme du nombre de parties a k éléments,

pour k =0,...,n, revient a compter toutes les parties de E.
O

Proposition 11.

(D:(n;l)Jr(Z:D (O<k<n)

Démonstration. Soit E un ensemble & n éléments, a € E et E' = E \ {a}. Il y a deux sortes de parties A C E ayant k
éléments :
« celles qui ne contiennent pas a : ce sont donc des parties & k éléments dans E' qui an—1 éléments. Ilyaen a
donc (";1),
« celles qui contiennent a : elles sont de la forme A= {a} UA’ avec A’ une partie a k — 1 éléments dans E' quian—1
éléments. Iy en a (}_)).
. . (n) _ (n—1 n—1
Bilan : (i) = (1) + (")- H
Le triangle de Pascal est un algorithme pour calculer ces coefficients (Z) La ligne du haut correspond a (8), la ligne
suivante a ((1)) et G), la ligne d’apres a (é), (%) et (5)
La derniére ligne du triangle de gauche aux coefficients (g), (‘1‘), . (i).
Comment continuer ce triangle pour obtenir le triangle de droite ? Chaque élément de la nouvelle ligne est obtenu en
ajoutant les deux nombres qui lui sont au-dessus a droite et au-dessus a gauche.
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Ce qui fait que cela fonctionne c’est bien s{ir la proposition 11 qui se représente ainsi :

Une autre facon de calculer le coefficient du binéme de Newton repose sur la formule suivante :

Proposition 12.

(Z) - k!(nni 1!

Démonstration. Cela se fait par récurrence sur n. C’est clair pour n = 1. Si c’est vrai au rang n — 1 alors écrivons
()= (Zj) +(" 1) et utilisons 'hypothése de récurrence pour (}_ 1) et (", ) Ainsi

(Z) - (Z: D * (n ; 1) T k= 1)!(£1n—_111!(k “y t k!(gln—_lli!k)!

_ (n—1) x( 1 +1)_ (n—1) o n

S k—=Dl(n—k—1" \n—k k) (k—D(n—k—1)" k(n—k)
n!

" K=k

4.6. Formule du binome de Newton

Théoreme 1.
Soient a, b € R et n un entier positif alors :

n

(a+b)'= Z (Z) a" k. pk

k=0

Autrement dit :
(a+b)"=(n) a"-b°+(n) a”*l-b1+~~~+(n) a"*"-b"+---+(n) a®-b"
0 1 k n

Le théoréme est aussi vrai si a et b sont des nombres complexes.

Exemple 8.

1. Pour n = 2 on retrouve la formule archi-connue : (a + b)? = a® + 2ab + b2.
2. 1l est aussi bon de connaitre (a + b)® = a® + 3a®b + 3ab? + b>.

3. Sia=1etb=1 on retrouve la formule : > _ 0( )=2n.
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Démonstration. Nous allons effectuer une récurrence sur n. Soit (P,) l'assertion : (a + b)" = ZZZO (Z) a™ k. bk,
« Initialisation. Pour n=1, (a + b)! = (O)a b + ( )a®b. Ainsi P, est vraie.
o Hérédité. Fixons n > 2 et supposons que P,_; est vraie.

(a+b)" = (a+b) (a+b)"!

= a (a” 1y ( )a”_l_kbk +eoe 4 b”_l)
+b( ( )a"‘l‘("‘”b"‘1 ot b”‘l)

= ...+((n_1) ( 1))an7kbk+

- (Dan—kbk+

_ Zn: (Z) "k . pk

k=0
Ainsi P, ; est vérifiée.
» Conclusion. Par le principe de récurrence P, est vraie, pour tout n > 1.

Mini-exercices.

1. Combien y a-t-il d’applications injectives d’'un ensemble a n éléments dans un ensemble a n + 1 éléments?
2. Combien y a-t-il d’applications surjectives d’'un ensemble a n + 1 éléments dans un ensemble a n éléments ?
3. Calculer le nombre de fagons de choisir 5 cartes dans un jeux de 32 cartes.
4

. Calculer le nombre de listes a k éléments dans un ensemble a n éléments (les listes sont ordonnées : par exemple
(1,2,3) #(1,3,2)).
Développer (a—b)*, (a + b)°.

i

6. Que donne la formule du bindme pour a = —1, b = +1? En déduire que dans un ensemble a n éléments il y a
autant de parties de cardinal pair que de cardinal impair.

5. Relation d’équivalence

5.1. Définition

Une sur un ensemble E, c’est la donnée pour tout couple (x,y) € E x E de « Vrai » (s'ils sont en relation), ou
de « Faux » sinon.

Nous schématisons une relation ainsi : les éléments de E sont des points, une fleche de x vers y signifie que x est en
relation avec y, c’est-a-dire que I'on associe « Vrai » au couple (x, y).

v

[ ]
[ ]
[T
e
\.
Définition 8.
Soit E un ensemble et £ une relation, c’est une Si:

e Vx€E, xZx, ( )
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e VX, Yy €E, xRy = yZx, ( )
X.M.y
e Vx,y,2€E, xRy et yRz — xRz, ( )
Y
[
/\oz

Exemple de relation d’équivalence :

[
(@ )

5.2. Exemples
Exemple 9.
Voici des exemples basiques.

1. Larelation & « étre paralléle » est une relation d’équivalence pour I'ensemble E des droites affines du plan :
« réflexivité : une droite est paralléle a elle-méme,
« symétrie : si D est paralléle & D’ alors D’ est paralléle & D,
o transitivité : si D paralléle & D’ et D’ paralléle & D” alors D est paralléle a D”.

2. La relation « étre du méme age » est une relation d’équivalence.
3. La relation « étre perpendiculaire » n’est pas une relation d’équivalence (ni la réflexivité, ni la transitivité ne sont
vérifiées).

4. Larelation < (sur E = R par exemple) n’est pas une relation d’équivalence (la symétrie n’est pas vérifiée).

5.3. Classes d’équivalence

Définition 9.
Soit # une relation d’équivalence sur un ensemble E. Soit x € E, la de x est

c(x)= {y €E| y%x}

cl(x”)

cl(x) est donc un sous-ensemble de E, on le note aussi x. Si y € cl(x), on dit que y un de cl(x).

Soit E un ensemble et #Z une relation d’équivalence.
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Proposition 13.

On a les propriétés suivantes :

1. dx)=c(y) = xZRy.

2. Pour tout x,y €E, cl(x)=cl(y) oucl(x)Nclly)=@.

3. Soit C un ensemble de représentants de toutes les classes alors {cl(x) | x € C} constitue une partition de E.

Une de E est un ensemble {E;} de parties de E tel que E = | J, E; et E;NE; =@ (si i # j).

2B
o

1. Pour la relation « étre du méme age », la classe d’équivalence d’une personne est 'ensemble des personnes ayant le
méme age. Il y a donc une classe d’équivalence formée des personnes de 19 ans, une autre formée des personnes
de 20 ans,... Les trois assertions de la proposition se lisent ainsi :

e On est dans la méme classe d’équivalence si et seulement si on est du méme age.

» Deux personnes appartiennent soit a la méme classe, soit a des classes disjointes.

« Si on choisit une personne de chaque age possible, cela forme un ensemble de représentants C. Maintenant
une personne quelconque appartient a une et une seule classe d’'un des représentants.

E

Exemples :

2. Pour la relation « étre parallele », la classe d’équivalence d’une droite est 'ensemble des droites paralleles a cette
droite. A chaque classe d’équivalence correspond une et une seule direction.

Voici un exemple que vous connaissez depuis longtemps :

Exemple 10.
Définissons sur E = Z x N* la relation &# par

(p.9%2(p".q) <= pq' =p'q.
Tout d’abord £ est une relation d’équivalence :

o Z est réflexive : pour tout (p,q) on a bien pq = pq et donc (p,q)Z(p, q).

o Z% est symétrique : pour tout (p,q), (p’,q’) tels que (p,q)%(p’,q’) on a donc pq’ = p’q et donc p’q = pq’ d’ou
(r’, 42 (p,q).

o R est transitive : pour tout (p,q), (p’,q"), (p”,q”) tels que (p,q)%(p’,q") et (p’,q")%(p”,q") on a donc pq’ = p’q
et p'q” =p”q’. Alors (pq’)q” = (p’q)q” = q(p’q”) = q(p”'q’). En divisant par q’ # 0 on obtient pq” = gp” et donc
(p,)2(",q").

Nous allons noter g = cl(p, q) la classe d’équivalence d’'un élément (p,q) € Z x N*. Par exemple, comme (2, 3)% (4, 6)
(car 2 x 6 =3 x 4) alors les classes de (2, 3) et (4, 6) sont égales : avec notre notation cela s’écrit : % = g.

C’est ainsi que I'on définit les rationnels : 'ensemble Q des rationnels est ’ensemble de classes d’équivalence de la
relation Z.

Les nombres % =

sont distincts).

g sont bien égaux (ce sont les mémes classes) mais les écritures sont différentes (les représentants

5.4. Lensemble Z/nZ

Soit n > 2 un entier fixé. Définissons la relation suivante sur ’ensemble E =7 :

a=b (modn) <= a—b estun multiple de n

Exemples pour n =7 :10=3 (mod 7), 19 =5 (mod 7), 77 =0 (mod 7), —1 = 20 (mod 7).

Cette relation est bien une relation d’équivalence :
e Pour tout a € Z, a—a =0 =0-n est un multiple de n donc a = a (mod n).
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e Pour a,b € Z tels que a = b (mod n) alors a — b est un multiple de n, autrement dit il existe k € Z tel que
a—b=knetdonc b—a = (—k)n et ainsi b =a (mod n).
e Sia= b (modn)etb = c (mod n) alors il existe k,k’ € Z telsque a—b = knet b—c = k’n. Alorsa —c =
(a—b)+(b—c)=(k+k")n et donc a =c (mod n).
La classe d’équivalence de a € Z est notée a. Par définition nous avons donc
a=clla) = {beZ |b=a (mod n)}.
Comme un tel b s’écrit b = a + kn pour un certain k € Z alors c’est aussi exactement
E:a+nZ:{a+kn|k€Z}.

Comme n =0 (mod n), n+1=1 (mod n), ...alors

n=0, n+l=1, n+2=2,...

et donc 'ensemble des classes d’équivalence est 'ensemble

Z/nZ = {G,T,E,...,n—l}

qui contient exactement n éléments.
Par exemple, pourn =17 :
¢« 0={...,—14,—7,0,7,14,21,...} =7Z
e 1=1{...,-13,-6,1,8,15,..}=1+7Z
¢« 6=1{...,—8,-1,6,13,20,...} =6+ 7Z
Mais ensuite 7 ={...—7,0,7,14,21,...} =0 = 7Z. Ainsi Z/7Z = {6, 1,2,... ,6} possede 7 éléments.
Remarque.
Dans beaucoup de situations de la vie courante, nous raisonnons avec les modulos. Par exemple pour 'heure : les
minutes et les secondes sont modulo 60 (apres 59 minutes on repart a zéro), les heures modulo 24 (ou modulo 12 sur
le cadran a aiguilles). Les jours de la semaine sont modulo 7, les mois modulo 12,...

Mini-exercices.

1. Montrer que la relation définie sur N par xZy <= Zx; Y € N est une relation d’équivalence. Montrer qu'il y a

3 classes d’équivalence.

2. Dans R? montrer que la relation définie par (x, y)Z(x’,y’) <= x+y’ = x’+ y est une relation d’équivalence.
Montrer que deux points (x, y) et (x’, y’) sont dans une méme classe si et seulement s’ils appartiennent a une
méme droite dont vous déterminerez la direction.

3. On définit une addition sur Z/nZ par p + q = p + q. Calculer la table d’addition dans Z/6Z (c’est-a-dire toutes
les sommes p + g pour p,q € Z/6Z). Méme chose avec la multiplication p x ¢ = p x q. Mémes questions avec
7./5Z, puis Z./8Z.
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