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Motivation

Les équations en une variable x qu’on sait résoudre explicitement, c’est-a-dire en donnant une formule pour la solution,
sont trés particuliéres : par exemple les équations du premier degré ax +b = 0, celles du second degré ax?+bx +c = 0.
Mais pour la plupart des équations, il n’est pas possible de donner une formule pour la ou les solutions. En fait il n’est
méme pas évident de déterminer seulement le nombre de solutions, ni méme s’il en existe. Considérons par exemple
I'équation extrémement simple :
x+expx=0

Il n’y a pas de formule explicite (utilisant des sommes, des produits, des fonctions usuelles) pour trouver la solution x.
Dans ce chapitre nous allons voir que grice a I’étude de la fonction f(x) = x + expx, il est possible d’obtenir
beaucoup d’informations sur 'ensemble des solutions de 'équation x + exp x = 0, et méme de I'équation plus générale
x+expx =y (ot y € R est fixé).

x + exp(x)

\
N
Y

Nous serons capables de prouver que pour chaque y € R I’équation « x + exp x = y » admet une solution x, que cette
solution est unique, et nous saurons dire comment varie x en fonction de y. Le point clé de cette résolution est '’étude
de la fonction f et en particulier de sa continuité. Méme s’il n’est pas possible de trouver I'expression exacte de la
solution x en fonction de y, nous allons mettre en place les outils théoriques qui permettent d’en trouver une solution
approchée.


http://www.youtube.com/watch?v=_4okV9eXD8k
http://www.youtube.com/watch?v=9L12nIsoYX0
http://www.youtube.com/watch?v=TJLpXWXPsFs
http://www.youtube.com/watch?v=_cA6CkKYZxU
http://www.youtube.com/watch?v=TAUg4HL5fHs
http://exo7.emath.fr/ficpdf/fic00011.pdf
http://exo7.emath.fr/ficpdf/fic00012.pdf
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1. Notions de fonction

1.1. Définitions

Définition 1.

Une d’une variable réelle a valeurs réelles est une application f : U — R, ou U est une partie de R. En
général, U est un intervalle ou une réunion d’intervalles. On appelle U le de la fonction f.
Exemple 1.

La fonction inverse :
fi:]—00,0[U]0,4+00[ — R
x — l
x
Le d’une fonction f : U — R est la partie Iy de R? définie par Iy = {(x, f(x))|xeU }
Le graphe d’une fonction (a gauche), 'exemple du graphe de x — % (a droite).

y
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1.2. Opérations sur les fonctions

Soient f : U = Ret g : U — R deux fonctions définies sur une méme partie U de R. On peut alors définir les fonctions
suivantes :

e la de f et g est la fonction f + g : U — R définie par (f + g)(x) = f(x) + g(x) pour tout x € U ;

o le de f et g est la fonction f x g : U — R définie par (f x g)(x) = f(x) x g(x) pour tout x € U ;

e la A €Rde f estlafonction A- f : U — R définie par (A f)(x) = A- f(x) pour
tout x € U.

Comment tracer le graphe d’'une somme de fonction ?

f+g
(f +8)(x)s

g(x)e
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1.3. Fonctions majorées, minorées, bornées

Définition 2.

Soient f : U » R et g : U — R deux fonctions. Alors :

c f2gsi VxeU f(x)>g(x);

« f20si VxeU f(x)>0;

e f>0si VYxeU f(x)>0;

o f estdite surUsi daeR VxeU f(x)=a;
o f estdite surUsi YxeU f(x)=0.

Définition 3.
Soit f : U — R une fonction. On dit que :

o f est surUsi AIM eR VxeU f(x) < M;
o f est surUsi dmeR Vx e U f(x) > m;
o fest sur U si f est a la fois majorée et minorée sur U, c’est-a-dire si AM e R Vx € U |f(x)| < M.

Voici le graphe d’'une fonction bornée (minorée par m et majorée par M).

1.4. Fonctions croissantes, décroissantes

Définition 4.
Soit f : U — R une fonction. On dit que :

o f est surUsi|Vx,yeU x<y=>f(x)<f(y)|

o f est surUsi Vx,yeU x<y = f(x)<f(y)

o f est surUsi Vx,yeU x<y = f(x)=f(y)

o f est surUsi Yx,yeU x<y = f(x)>f(y)

e f est (resp. ) sur U si f est croissante ou décroissante (resp. strictement

croissante ou strictement décroissante) sur U.

Un exemple de fonction croissante (et méme strictement croissante) :
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fy)e

f(x)e

/

Exemple 2.
 La fonction racine carrée est strictement croissante.
x+— Jx
« Les fonctions exponentielle exp : R — R et logarithme In :]0, + oo[— R sont strictement croissantes.

n’est ni croissante, ni décroissante. Par contre, la fonction
x — |x|

o Lafonction valeur absolue
X — |x|

est strictement croissante.

1.5. Parité et périodicité

Définition 5.
Soit I un intervalle de R symétrique par rapport a O (c’est-a-dire de la forme ] —a,a[ ou [—a,a] ou R). Soit
f :I — R une fonction définie sur cet intervalle. On dit que :

o f est si Vxel f(—x)=f(x),

o f est si Vxel f(—x)=—f(x).

Interprétation graphique :
o f est paire si et seulement si son graphe est symétrique par rapport a 'axe des ordonnées (figure de gauche).
» f estimpaire si et seulement si son graphe est symétrique par rapport a l'origine (figure de droite).

o4 y

./ x

Exemple 3.
» La fonction définie sur R par x — x2" (n € N) est paire.
« La fonction définie sur R par x — x2"*1 (n € N) est impaire.
« La fonction cos : R — R est paire. La fonction sin : R — R est impaire.
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Définition 6.
Soit f : R — R une fonction et T un nombre réel, T > 0. La fonction f est dite de période T si

Vxe€R f(x+T)=f(x).

A 4
[ R
=
+o-------

Interprétation graphique : f est périodique de période T si et seulement si son graphe est invariant par la translation
de vecteur Ti, ou i est le premier vecteur de coordonnées.

Exemple 4.
Les fonctions sinus et cosinus sont 27t-périodiques. La fonction tangente est 7t-périodique.

y

Cos x

sin x

Mini-exercices.

1.

4.

Soit U =]—00,0[ et f : U — R définie par f(x) = 1/x. f est-elle monotone ? Et sur U =]0,+00o[ ? Et sur
U=]—00,0[U]0,+00[?

Pour deux fonctions paires que peut-on dire sur la parité de la somme ? du produit ? et de la composée ? Et pour
deux fonctions impaires ? Et si 'une est paire et 'autre impaire ?

On note {x} = x — E(x) la partie fractionnaire de x. Tracer le graphe de la fonction x — {x} et montrer qu’elle
est périodique.

X

Soit f : R — R la fonction définie par f(x) = 1=5.
f (sans utiliser de dérivée) et tracer son graphe.

Montrer que |f| est majorée par %, étudier les variations de

On consideére la fonction g : R — R, g(x) = sin (n f (x)), ol f est définie a la question précédente. Déduire de
I’étude de f les variations, la parité, la périodicité de g et tracer son graphe.
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2. Limites

2.1. Définitions

Limite en un point

Soit f : I — R une fonction définie sur un intervalle I de R. Soit x, € R un point de I ou une extrémité de I.

Définition 7.
Soit £ € R. On dit que si

Ve>0 36>0 Vxel |x—x5/<6 = |[f(x)—L|<e

On dit aussi que . On note alors lim f(x)={ ou bien lim f ={.
X—Xq Xo

Remarque.
o Llinégalité |x — x,| < & équivaut a x €]xy, — 6, xy + 6[. L'inégalité |f (x) —£| < € équivaut a f(x) €ll —e,l + €.
* On peut remplacer certaines inégalités strictes « < » par des inégalités larges « < » dans la définition : Ve >
0 36>0 Vxel |x—x)<6 = |f(x)—{|<e€
o Dans la définition de la limite

Ve>0 36>0 Vxel |x—xp/<6 = |f(x)—L|<e

le quantificateur Yx € I n’est 1la que pour étre stir que l'on puisse parler de f(x). Il est souvent omis et I'existence
de la limite s’écrit alors juste :

Ve>0 36>0 |x—x9/ <6 = |f(x)—{|<e.

* N’oubliez pas que I'ordre des quantificateurs est important, on ne peut pas échanger le Ve avec le 36 : le & dépend
en général du e. Pour marquer cette dépendance on peut écrire : Ye >0 36(¢) > 0...

Exemple 5.
o lim +/x = /x, pour tout x, > 0,
X—Xg

« la fonction partie entiere E n’a pas de limite aux points x, € Z.
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Soit f une fonction définie sur un ensemble de la forme Ja, x,[U]x,, b[.

Définition 8.
e On dit que si

VA>0 36>0 Vxel |x—xy<6 = f(x)>A
On note alors lim f(x) = +o0.
e On dit que o si
VA>0 36>0 Vxel |x—xy/<6 = f(x)<—-A

On note alors lim f(x)=—o0.
X=X,

Limite en I'infini
Soit f : I — R une fonction définie sur un intervalle de la forme I =]a, +o00[.

Définition 9.
* Soit £ € R. On dit que si

Ye>0 3IB>0 Vxel x>B = |f(x)—{L|<e
On note alors lim f(x)=/{ oulimf =¢.
X—+00 +o00
e On dit que si
VA>0 3IB>0 Vxe€l x>B = f(x)>A

On note alors lim f(x)=+oo0.
Xx—+00

On définirait de la méme maniere la limite en —oo pour des fonctions définies sur les intervalles du type ]— oo, af.
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v

Exemple 6.
On a les limites classiques suivantes pour toutn > 1 :
+00 sin est pair

e lim x"=+00 et lim x”:{
X—+00 X——00

—OQ si n est impair

. 1 . 1
e lim | —|=0 et Ilim [—|=0.
x—+00 \ xn x——00 \ xn
Exemple 7.
Soit P(x) = a,x" +a,_1x" ' +---+a;x +a, avec a, > 0 et Q(x) = b,,x™ + b,,_;x™ 1 +---+ b;x + b, avec b,, > 0.

400 sin>m

im P _ sin=m
x—400 Q(x) by,

sin<m

Limite a gauche et a droite

Soit f une fonction définie sur un ensemble de la forme ]a, xo[U]x,, b[.

Définition 10.

e On appelle en x, de f la limite de la fonction f{ 5[ 1 X0 et on la note lim f .
0, xg
e On définit de méme la en x, de f : la limite de la fonction f|]a [ €T X0 et on la note lim f.
»>Xo X

« On note aussi xlin)} f(x) pour la limite a droite et Xlin}} f(x) pour la limite a gauche.
—Xp —Xg

X>xq x<xq

Dire que f : I — R admet une limite £ € R a droite en X, signifie donc :
Ve>0 36>0 xo<x<x9+6 = |f(x)—{|<e
Si la fonction f a une limite en x, alors ses limites a gauche et a droite en x, coincident et valent lim f .
Xo

Réciproquement, si f a une limite a gauche et une limite a droite en x, et si ces limites valent f (x,) (si f est bien
définie en x,) alors f admet une limite en x.

Exemple 8.

Considérons la fonction partie entiére au point x =2 :
e comme pour tout x €]2,3[ ona E(x)=2,ona lizlpE =2,
e comme pour tout x €[1,2[ ona E(x)=1,0n a lizlpE =1.

Ces deux limites étant différentes, on en déduit que E n’a pas de limite en 2.
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y
E(x)
G——
limite a droite  limys E +-------~ —
I
]
limite & gauche lim,- E -~ - ~@mmmeee
]
\
e
0 2 X

2.2. Propriétés

Proposition 1.

Si une fonction admet une limite, alors cette limite est unique.

On ne donne pas la démonstration de cette proposition, qui est trés similaire a celle de l'unicité de la limite pour les
suites (un raisonnement par 'absurde).

Soient deux fonctions f et g. On suppose que X, est un réel, ou que x, = £00.

Proposition 2.
Si hmf ={€ER et 11mg ¢ €R, alors :

hrn(?L fl=A-4 pourtout?LGR
1&m(f+g)—€+€’
lim(f x g) =€ x ('

1 1
e sil #0, alorslim—= = -
sif #0, alors g]nf 7
1
De plus, si hmf +00 (ou —o0) alors lim — = 0.

xo f

Cette proposition se montre de maniere similaire a la proposition analogue sur les limites de suites. Nous n’allons
donc pas donner la démonstration de tous les résultats.

Démonstration. Montrons par exemple que si f tend en x, vers une limite £ non nulle, alors % est bien définie dans

un voisinage de x, et tend vers %
Supposons £ > 0, le cas £ < 0 se montrerait de la méme maniere. Montrons tout d’abord que 7 L est bien définie et est
bornée dans un voisinage de x, contenu dans l'intervalle I. Par hypothése

Ve'>0 38>0 Vxe€l xqg—0<x<xo+8 = {—€' <f(x)<l+€.
Si on choisit €’ tel que 0 < ¢’ < £/2, alors on voit qu’il existe un intervalle J = IN ]x, — &, x, + 6[ tel que pour tout x

dans J, f(x)>£/2> 0, cest-a-dire, en posant M = 2/¢ :

1
VxeJ 0<——<M.

f(x)
Fixons a présent € > 0. Pour tout x € J, on a
11| _k=fel_M
751~ Foor < eI

Donc, si dans la définition précédente de la limite de f en x, on choisit ¢’ = ME, alors on trouve qu’il existe un 6 > 0
tel que

VxeJ xp—6<x<xy+6 = ‘——1‘ %lf—f(x)|<%e’=e.

fx) £
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Proposition 3.
Silimf =/{et li[gng =/{', alorslimgo f ={".
Xo Xo

Ce sont des propriétés que I'on utilise sans s’en apercevoir !

Exemple 9.

Soit x — u(x) une fonction et x, € R tel que u(x) — 2 lorsque x — x,. Posons f (x) = \/1 + u(lT)Z +Inu(x). Si elle
existe, quelle est la limite de f en x,?
« Tout d’abord comme u(x) — 2 alors u(x)? — 4 donc @ - % (lorsque x — xg).
e De méme comme u(x) — 2 alors, dans un voisinage de x,, u(x) > 0 donc Inu(x) est bien définie dans ce voisinage
et de plus Inu(x) — In2 (lorsque x — x;).
e Cela entraine que 1+ u(lT)Z +Inu(x)—> 1+ % +1n2 lorsque x — x,. En particulier 1 + ﬁ +Inu(x) > 0 dans un
voisinage de x,, donc f (x) est bien définie dans un voisinage de x.

» Et par composition avec la racine carrée alors f(x) a bien une limite en x, et lim,_,, f(x)=4/1+ % +In2.

Il y a des situations ou I'on ne peut rien dire sur les limites. Par exemple si lim, f =+00 et lim, g =—00 alors on
ne peut a priori rien dire sur la limite de f + g (cela dépend vraiment de f et de g). On raccourci cela en +00 — 00
est une forme indéterminée.

Voici une liste de formes indéterminées : +o0o0 — 00 ; 0 x 00 ;

818

O:I.o
3
8

Enfin voici une proposition trés importante qui signifie qu’on peut passer a la limite dans une inégalité large.
Proposition 4.
o Sif <getsilimf={€Retlimg=~¢€R, alors £ <L'.
Xo Xo
e Sif < getsilimf =400, alors lim g = +00.
Xo Xo

o Théoréme des gendarmes

Sif <g<hetsilimf =limh=/{€eR, alors g a une limite en x, et lim g = {.
Xo Xo Xo

AN

lim, f =lim, g=Ilim, h

N\

Mini-exercices.

2x2—x—2
LX TATA 2
3 rarts €N 0. Eten +00?

Déterminer, si elle existe, la limite de sin(%) en +o0o0. Et pour

1. Déterminer, si elle existe, la limite de

COS X 2

Vx

En utilisant la définition de la limite (avec des €), montrer que lim,_,,(3x +1) =7.

Montrer que si f admet une limite finie en x, alors il existe § > 0 tel que f soit bornée sur Jx,— &, xy + &[.
\/m—xm Et hm x2—4

X—=2 x2-3x+2 *

AR

Déterminer, si elle existe, lim,_,
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3. Continuité en un point

3.1. Définition

Soit I un intervalle de R et f : I — R une fonction.

Définition 11.
e On dit que f est si

Ve>0 36>0 Vxel |x—x5<6 = [f(x)—f(xp)l<e

C’est-a-dire si f admet une limite en x, (cette limite vaut alors nécessairement f (x;)).
e On dit que f est si f est continue en tout point de I.

£ (x0)9

Intuitivement, une fonction est continue sur un intervalle, si on peut tracer son graphe « sans lever le crayon »,
C’est-a-dire si sa courbe représentative n’admet pas de saut.
Voici des fonctions qui ne sont pas continues en X, :

/
¢
)

Exemple 10.
Les fonctions suivantes sont continues :
« une fonction constante sur un intervalle,
« la fonction racine carrée x — /x sur [0, +00[,
« les fonctions sin et cos sur R,
« la fonction valeur absolue x — |x| sur R,
« la fonction exp sur R,
« la fonction In sur ]0,+oo[.
Par contre, la fonction partie entiere E n’est pas continue aux points x, € Z, puisqu’elle n’admet pas de limite en ces
points. Pour x, € R\ Z, elle est continue en x.

3.2. Propriétés

La continuité assure par exemple que si la fonction n’est pas nulle en un point (qui est une propriété ponctuelle) alors
elle n’est pas nulle autour de ce point (propriété locale). Voici I'énoncé :
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Lemme 1.
Soit f : I — R une fonction définie sur un intervalle I et x, un point de I. Si f est continue en x, et si f(xy) # 0,
alors il existe 6 > 0 tel que

Vx €lxg—8,xo+6[ f(x)#0

=0 X x0+6\\/

Démonstration. Supposons par exemple que f(x,) > 0, le cas f(x,) < 0 se montrerait de la méme maniére. Ecrivons
ainsi la définition de la continuité de f en x; :

Ve>0 36>0 Vxel xe€lxg—8,x0+6[ = f(xg)—e < f(x)<f(xy)+e.

Il suffit donc de choisir € tel que 0 < € < f(x,). Il existe alors bien un intervalle J = IN ]x, — &, x, + 6[ tel que pour
tout x dans J, ona f(x) > 0. O

La continuité se comporte bien avec les opérations élémentaires. Les propositions suivantes sont des conséquences
immeédiates des propositions analogues sur les limites.

Proposition 5.
Soient f, g : I — R deux fonctions continues en un point x, € I. Alors
o A-f est continue en x, (pour tout A € R),
o f + g est continue en X,
o f X g est continue en X,
o si f(xo) #0, alors % est continue en Xx.

Exemple 11.
La proposition précédente permet de vérifier que d’autres fonctions usuelles sont continues :
« les fonctions puissance x — x™ sur R (comme produit x x x X --+),
o les polynomes sur R (somme et produit de fonctions puissance et de fonctions constantes),

« les fractions rationnelles x — (% sur tout intervalle ot le polynéme Q(x) ne s’annule pas.

La composition conserve la continuité (mais il faut faire attention en quels points les hypothéses s’appliquent).

Proposition 6.
Soient f : I —» R et g : J — R deux fonctions telles que f(I) C J. Si f est continue en un point x, € I et si g est
continue en f(x,), alors g o f est continue en x.

3.3. Prolongement par continuité

Définition 12.
Soit I un intervalle, x, un point de I et f : I \ {x,} — R une fonction.
e On dit que f est en X, si f admet une limite finie en x,. Notons alors £ = lim f .
Xo

« On définit alors la fonction f : I — R en posant pour tout x € I
- flx) six#xg
flx)= { .
{ six = xq.

Alors f est continue en x, et on I'appelle le de f en x.
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/

Dans la pratique, on continuera souvent 4 noter f  la place de f.
Exemple 12.
Considérons la fonction f définie sur R* par f(x) = x sin (%) Voyons si f admet un prolongement par continuité en
0?
Comme pour tout x € R* on a [f(x)| < |x|, on en déduit que f tend vers 0 en 0. Elle est donc prolongeable par
continuité en O et son prolongement est la fonction f définie sur R tout entier par :

Fo) xsin(%) six#0

X)=
0 six =0.

3.4. Suites et continuité

Proposition 7.
Soit f : I — R une fonction et x, un point de I. Alors :

pour toute suite (u,,) qui converge vers x

est continue en x, < .
f 0 la suite (f (u,)) converge vers f(x,)

Démonstration.
= On suppose que f est continue en x, et que (u,) est une suite qui converge vers x, et on veut montrer que (f (u,))
converge vers f (xg).
Soit € > 0. Comme f est continue en X, il existe un 6 > 0 tel que

Vxel |x—xgl <6 = [f(x)—f(x)| <e.
Pour ce &, comme (u,,) converge vers Xx,, il existe N € N tel que
VneN n2N = |u,—Xx,| <86.

On en déduit que, pour tout n > N, comme |u,, — xo| < &, on a |f (u,) — f (xy)| < €. Comme C’est vrai pour tout
€ > 0, on peut maintenant conclure que (f (u,)) converge vers f (x,).

<= On va montrer la contraposée : supposons que f n’est pas continue en x, et montrons qu’alors il existe une suite
(u,,) qui converge vers x, et telle que (f (u,)) ne converge pas vers f (x;).
Par hypothése, comme f n’est pas continue en X :

deg>0 V6>0 3dxsel telque |x5—xo| <8 et|f(xs)—rf(x0)|> €g-
On construit la suite (u,,) de la facon suivante : pour tout n € N*, on choisit dans ’assertion précédente § = 1/n et
on obtient qu’il existe u, (qui est x;,,) tel que
1
lup =0l < — et |f (up) = f(x0) > €.

La suite (u,) converge vers X, alors que la suite (f (u,)) ne peut pas converger vers f (x,).

Remarque.

On retiendra surtout I'implication : si f est continue sur [ et si (u,) est une suite convergente de limite £, alors (f (u,,))
converge vers f (£). On l'utilisera intensivement pour 'étude des suites récurrentes u, ., = f (u,) : si f est continue et
u, — £, alors f(£) = (.
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Mini-exercices.

1.

Déterminer le domaine de définition et de continuité des fonctions suivantes : f(x)=1/sinx, g(x) =1/4/x + L
h(x) =1In(x? +x —1).

Trouver les couples (a, b) € R? tels que la fonction f définie sur R par f(x) = ax + b si x <0 et f(x) = exp(x)
si x > 0 soit continue sur R. Et si on avait f (x) = %5 + b pour x <0?

Soit f une fonction continue telle que f (x,) = 1. Montrer qu'il existe & > 0 tel que : pour tout x €]x,— 9, x +
5[ f(x)> 3.

Etudier la continuité de f : R — R définie par : f (x) = sin(x) cos (%) six #0et f(0)=0.Etpour g(x)=xE(x)?

x3+8
[x+2]|

La fonction définie par f(x) = admet-elle un prolongement par continuité en —2?

Soit la suite définie par uy > 0 et u,,, = ,/iI,. Montrer que (u,) admet une limite { € R lorsque n — +00. A
laide de la fonction f (x) = 4/x calculer cette limite.

4. Continuité sur un intervalle

4.1,

Le théoreme des valeurs intermédiaires

Théoréme 1 (Théoréme des valeurs intermédiaires).
Soit f : [a, b] — R une fonction continue sur un segment.

Pour tout réel y compris entre f(a) et f(b),
il existe c € [a,b] tel que f(c)=y.

Une illustration du théoreme des valeurs intermédiaires (figure de gauche), le réel ¢ n’est pas nécessairement unique.
De plus si la fonction n’est pas continue, le théoreme n’est plus vrai (figure de droite).

WY
f(®) y
y f(b)*******y
Yoo -
fla) f |
fla)r l
a b X

Démonstration. Montrons le théoréme dans le cas ot f (a) < f(b). On considere alors unréel y tel que f (a) < y < f(b)
et on veut montrer qu’il a un antécédent par f.

1. On introduit 'ensemble suivant

a={xelab]| f()<y}.

Tout d’abord 'ensemble A est non vide (car a € A) et il est majoré (car il est contenu dans [a, b]) : il admet donc
une borne supérieure, que I'on note ¢ = supA. Montrons que f(c) =y.



LIMITES ET FONCTIONS CONTINUES 4. CONTINUITE SUR UN INTERVALLE 15

f(b)

f(a)

A ¢ = sup(A)

2. Montrons tout d’abord que f(c) < y. Comme ¢ = supA4, il existe une suite (u, ),y contenue dans A telle que (u,)
converge vers c. D’une part, pour tout n € N, comme u, €4, on a f (u,) < y. D’autre part, comme f est continue
en c, la suite (f (u,)) converge vers f(c). On en déduit donc, par passage a la limite, que f(c) < y.

3. Montrons a présent que f(c) > y. Remarquons tout d’abord que si ¢ = b, alors on a fini, puisque f(b) > y. Sinon,
pour tout x €]c, b], comme x ¢ A, on a f(x) > y. Or, étant donné que f est continue en ¢, f admet une limite a
droite en c, qui vaut f(c) et on obtient f(c) > y.

O

4.2. Applications du théoréeme des valeurs intermédiaires
Voici la version la plus utilisée du théoréme des valeurs intermédiaires.

Corollaire 1.
Soit f : [a, b] — R une fonction continue sur un segment.

Si f(a)- f(b) <0, alors il existe ¢ €]a, b[ tel que f(c) =0.

O

S
=

fla)<O0

Démonstration. 1l s’agit d’'une application directe du théoréme des valeurs intermédiaires avec y = 0. L'hypothése
f(a)- f(b) < 0 signifiant que f (a) et f(b) sont de signes contraires. O

Exemple 13.
Tout polyndéme de degré impair posséde au moins une racine réelle.
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x — P(x)

En effet, un tel polyndéme s’écrit P(x) = a,x" +--- + a;x + a, avec n un entier impair. On peut supposer que le
coefficient a,, est strictement positif. Alors on a lim P = —o0 et lim P = +00. En particulier, il existe deux réels a et b
—0oQ +00o

tels que f(a) < 0 et f(b) > 0 et on conclut grice au corollaire précédent.

Voici une formulation théorique du théoréme des valeurs intermédiaires.

Corollaire 2.

Soit f : I — R une fonction continue sur un intervalle I.
Alors f(I) est un intervalle.

Attention ! I serait faux de croire que I'image par une fonction f de l'intervalle [a, b] soit I'intervalle [ f (a), f (b)]
(voir la figure ci-dessous).

f(b)

f(la,b])
fla)}

Démonstration. Soient yy,y, € f(I), y; < y,. Montrons que si y € [y;,Y,], alors y € f(I). Par hypotheése, il existe
x1,Xy €1 tels que y; = f(x7), y» = f (x,) et donc y est compris entre f (x;) et f(x,). D’aprées le théoréme des valeurs
intermédiaires, comme f est continue, il existe donc x € I tel que y = f(x), et ainsi y € f(I). O

4.3. Fonctions continues sur un segment

Théoréme 2.
Soit f : [a, b] — R une fonction continue sur un segment. Alors il existe deux réels m et M tels que f([a, b]) =[m, M].
Autrement dit, l'image d’'un segment par une fonction continue est un segment.
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Comme on sait déja par le théoréme des valeurs intermédiaires que f([a, b]) est un intervalle, le théoréme précédent
signifie exactement que

Si f est continue sur [a, b]
alors f est bornée sur [a, b], et elle atteint ses bornes.

Donc m est le minimum de la fonction sur l'intervalle [a, b] alors que M est le maximum.

Démonstration.

1. Montrons d’abord que f est bornée.

e Pour r € R, on note A, = {x € [a,b] | f(x) > r}. Fixons r tel que A, # @, comme A, C [a, b], le nombre
s = supA, existe. Soit x, — s avec x,, €A,.. Par définition f (x,) > r donc, f étant continue, a la limite f(s) > r
et ainsis €A,.

» Supposons par I'absurde que f ne soit pas bornée. Alors pour tout n > 0, A, est non vide. Notons s, = SUpA,.
Comme f(x) > n+ 1 implique f(x) > n alors A,,; CA,, ce qui entralne s, < s,. Bilan : (s,) est une suite
décroissante, minorée par a donc converge vers £ € [a, b]. Encore une fois f est continue donc s,, — £, implique
f(s,) = f(£). Mais f(s,) > n donc lim f (s,) = +00. Cela contredit lim f (s,) = f ({) < +00. Conclusion : f
est majorée.

« Un raisonnement tout a fait similaire prouve que f est aussi minorée, donc bornée. Par ailleurs on sait déja que
f(I) est un intervalle (c’est le théoreme des valeurs intermédiaires), donc maintenant f (I) est un intervalle
borné. Il reste a montrer qu’il du type [m, M] (et pas Jm, M[ par exemple).

2. Montrons maintenant que f (I) est un intervalle fermé. Sachant déja que f(I) est un intervalle borné, notons m
et M ses extrémités : m = inf f (I) et M = sup f (I). Supposons par I'absurde que M ¢ f(I). Alors pour t € [a, b],
M > f(t). Lafonction g : t — M+f(t) est donc bien définie. La fonction g est continue sur I donc d’apres le premier
point de cette preuve (appliqué a g) elle est bornée, disons par un réel K. Mais il existe y, = M, y,, € f(I). Doncil
existe x, € [a, b] tel que y,, = f(x,) = M et alors g(x,) = m — +00. Cela contredit que g soit une fonction
bornée par K. Bilan : M € f(I). De méme on a m € f (I). Conclusion finale : f(I) =[m, M].

O

Mini-exercices.

1. Soient P(x) = x> —3x —2 et f(x) = x2° — 1 deux fonctions définies sur R. Montrer que 'équation P(x) =0 a
au moins une racine dans [1,2]; 'équation f (x) = 0 a au moins une racine dans [0, 1]; I’équation P(x) = f (x)
a au moins une racine dans ]0, 2[.

2. Montrer qu’il existe x > 0 tel que 2* + 3* = 7%,

3. Dessiner le graphe d’une fonction continue f : R — R tel que f(R) =[0,1]. Puis f(R) =]0,1[; f(R) =[0,1[;
f(R)=]—00,1], f(R) =]—o0,1[.

4. Soient f,g :[0,1] — R deux fonctions continues. Quelles sont, parmi les fonctions suivantes, celles dont on
peut affirmer qu’elles sont bornées : f +¢g, f x g, f/g?

5. Soient f et g deux fonctions continues sur [0, 1] telles que Vx €[0,1] f(x) < g(x). Montrer qu'’il existe m > 0
tel que Yx €[0,1] f(x)+m < g(x). Ce résultat est-il vrai si on remplace [0, 1] par R ?
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5. Fonctions monotones et bijections

5.1. Rappels : injection, surjection, bijection
Dans cette section nous rappelons le matériel nécessaire concernant les applications bijectives.

Définition 13.
Soit f : E — F une fonction, ol E et F sont des parties de R.

o f est siVx,x’ €E f(x)=f(x") = x=x';
o f est siVyeF Ix€E y = f(x);
o f est si f est a la fois injective et surjective, c'est-a-diresi Yy € F J1x € E y = f(x).

Proposition 8.
Si f 1 E — F est une fonction bijective alors il existe une unique application g : F — E telle que g o f = idg et

f o g =1id. La fonction g est la de f et se note f 1.
Remarque.
e On rappelle que I ,idp : E — E est simplement définie par x — Xx.

e gof =idg se reformule ainsi : Vx € E g(f(x)) =Xx.
e Alors que f o g =idy sécrit: Yy € F f(g(y)) =y.
« Dans un repére orthonormé les graphes des fonctions f et f ! sont symétriques par rapport & la premiére bissectrice.

Voici le graphe d’une fonction injective (a gauche), d’'une fonction surjective (a droite) et enfin le graphe d’une fonction
bijective ainsi que le graphe de sa bijection réciproque.

y

5.2. Fonctions monotones et bijections

Voici un théoreme tres utilisé dans la pratique pour montrer qu'une fonction est bijective.

Théoréme 3 (Théoréme de la bijection).
Soit f : I — R une fonction définie sur un intervalle I de R. Si f est continue et strictement monotone sur I, alors

1. f établit une bijection de Uintervalle I dans Uintervalle image J = f (I),

2. la fonction réciproque f 1 : J — I est continue et strictement monotone sur J et elle a le méme sens de variation
que f.
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J=f)

En pratique, si on veut appliquer ce théoreme a une fonction continue f : I — R, on découpe l'intervalle I en
sous-intervalles sur lesquels la fonction f est strictement monotone.
Exemple 14.
Considérons la fonction carrée définie sur R par f(x) = x2. La fonction f n’est pas strictement monotone sur R : elle
n’est pas méme pas injective car un nombre et son opposé ont méme carré. Cependant, en restreignant son ensemble
de définition & ]— 00, 0] d’'une part et a [0, +oo[ d’autre part, on définit deux fonctions strictement monotones :
f ]_OO’O]—>[05+OO[ t f [07+OO[—> [0,+OO[
: e :
1 X s x2 2 Y s x2

On remarque que f(]— 00,0]) = f([0,+oo[) = [0,+00[. D’apres le théoreme précédent, les fonctions f; et f;,
sont des bijections. Déterminons leurs fonctions réciproques f1_1 :[0,+00[—]—00,0] et fz_1 1[0, +oo[— [0, +00].
Soient deux réels x et y tels que y > 0. Alors

y=fx)ey=x>
Sx=4./y ou x=-y,

C’est-a-dire y admet (au plus) deux antécédents, I'un dans [0, +00[ et 'autre dans ] — 0o, 0]. Et donc fl_l( Y)=—J¥
et fz’l( ¥) = /¥. On vérifie bien que chacune des deux fonctions f; et f, a le méme sens de variation que sa réciproque.

y
y=x
fl fZ

y
1 1 .
1 1 __-fz
1 1 .
1 ="
1 Frae
1 i
1 .5 1
1 . 1
1 » 1
1 o 1
1 1

— X

VY . vY

-

-~
~
~
~~~
~~
“a
...
~ed -1
fi

On remarque que la courbe totale en pointillé (a la fois la partie bleue et la verte), qui est 'image du graphe de f par
la symétrie par rapport a la premiére bissectrice, ne peut pas étre le graphe d’une fonction : c’est une autre maniére
de voir que f n’est pas bijective.

Généralisons en partie 'exemple précédent.

Exemple 15.

Soit n > 1. Soit f : [0, +00[— [0, +00[ définie par f(x) = x". Alors f est continue et strictement croissante. Comme
lim, o, f = +00 alors f est une bijection. Sa bijection réciproque f ! est notée : x X (ou aussi x — ¢/x) : Cest la
fonction racine n-iéme. Elle est continue et strictement croissante.
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5.3. Démonstration

On établit d’abord un lemme utile & la démonstration du « théoréme de la bijection ».

Lemme 2.
Soit f : I — R une fonction définie sur un intervalle I de R. Si f est strictement monotone sur I, alors f est injective
surl.

Démonstration. Soient x,x’ € I tels que f(x) = f(x’). Montrons que x = x’. Si on avait x < x’, alors on aurait
nécessairement f(x) < f(x’) ou f(x) > f(x’), suivant que f est strictement croissante, ou strictement décroissante.
Comme c’est impossible, on en déduit que x > x’. En échangeant les roles de x et de x’, on montre de méme que
x < x’. On en conclut que x = x’ et donc que f est injective. O
Démonstration du théoréme.

1. D’apres le lemme précédent, f est injective sur I. En restreignant son ensemble d’arrivée a son image J = f(I), on
obtient que f établit une bijection de I dans J. Comme f est continue, par le théoréme des valeurs intermédiaires,
I'ensemble J est un intervalle.

2. Supposons pour fixer les idées que f est strictement croissante.
(a) Montrons que f ! est strictement croissante sur J. Soient y, y’ € J tels que y < y’. Notons x = f " }(y) €I et
x'=fUy)el. Alors y = f(x), y' = f(x) et donc
y<y' = f)<f(x)
= x<x’ (car f est strictement croissante)
-1 -1
= fT<f0
c'est-a-dire f ! est strictement croissante sur J.

(b) Montrons que f ! est continue sur J. On se limite au cas ot I est de la forme ]a, b[, les autres cas se montrent
de la méme maniére. Soit y, € J. On note x, = f !(y,) € I. Soit € > 0. On peut toujours supposer que
[xo—€,xy+ €] CI.On cherche un réel & > 0 tel que pour tout y € J on ait

Yo=O8<y<yo+8 = f(yo)—e<fHy)<f () +e
C’est-a-dire tel que pour tout x € I on ait

Yo=8<f(x)<yo+6 = f(yo)—e<x<f'(yo) +e.
Or, comme f est strictement croissante, on a pour tout x € [

flxg—e)<fx)<f(xg+e) = xp—e<x<xy+e
= [T () —e<x<f'(yo)+e.
Comme f(xy—€) < yo < f(xo + €), on peut choisir le réel § > 0 tel que
fxpg—€e)<y,—6 et f(xg+e€)>y,+06

et on a bien alors pour tout x € I

Yo~ b6 <f(x)<yp+6 = flxg—€) <f(x)<flxo+e)

= [T (V) —e<x<f'(yo) +e.

La fonction f~! est donc continue sur J.

Mini-exercices.

1. Montrer que chacune des hypothéses « continue » et « strictement monotone » est nécessaire dans 'énoncé du
théoréme de la bijection.

2. Soit f : R — R définie par f (x) = x>+ x. Montrer que f est bijective, tracer le graphe de f et de f'.

3. Soit n > 1. Montrer que f(x) =1+ x + x2+---+ x" définit une bijection de I'intervalle [0, 1] vers un intervalle
a préciser.

4. Existe-t-il une fonction continue : f : [0,1[—]0, 1[ qui soit bijective? f : [0,1[—]0, 1[ qui soit injective ?
f:]0,1[— [0, 1] qui soit surjective ?

5. Pour y € R on considére I'équation x + exp x = y. Montrer qu'’il existe une unique solution y. Comment varie y
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en fonction de x ? Comme varie x en fonction de y ?
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