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Cours 1: Ensembles convexes:

Remarque: Dans ce cours, on se place toujours dans l�espace Rn muni du produit scalaire
euclidien dé�ni par

8x; y 2 Rn : hx; yi =
nX
i=1

xiyi;

avec la norme euclidienne correspondante

8x 2 Rn : kxk =
p
hx; xi:

Dé�nition: Soient x1; :::; xm 2 Rn, on appelle:
Combinaison convexe: Toute combinaison de la forme

�x1 + :::+ �xm

où pour tout 1 � i � m : �i � 0 et
mP
i=1

�i = 1:

Combinaison a¢ ne: Toute combinaison de la forme

�x1 + :::+ �xm

où �i 2 R et
mP
i=1

�i = 1:

Combinaison Linéaire: Toute combinaison de la forme

�x1 + :::+ �xm

où �i 2 R:

Remarque 1: Dans le cas où m = 2 (c�est à dire combinaison de deux éléments) on a

f�1x+ �2y : �1 � 0; �2 � 0 et �1 + �2 = 1g = [x; y] le segment qui relie x et y

f�1x+ �2y : �1 + �2 = 1g = (x; y) la droite qui passe par x et y
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f�1x+ �2y : �1; �2 2 Rg =
�
La droite (x; y) si x et y sont linéairement dépendants
Le plan passant par x et y si x et y sont linéairement indépendants

Remarque 2: La condition �1 � 0; �2 � 0 et �1+�2 = 1 peut s�écrire autrement si on pose
�2 = 1� �1

0 � � � 1 �x+ (1� �) y:

Dé�nition. Soit C � Rn un sous ensemble. On dit que C dit convexe dans Rn si

8x; y 2 C;8� 2 [0; 1] : �x+ (1� �)y 2 C:

Autrement dit si pour tous x; y dans C le segment [x; y] est inclus dans C:

Exemple.
1. Les boules de Rn, ouvertes ou fermées,

B (a; r) = fx 2 Rn : kx� ak < rg ; (boule ouverte de centre a et de rayon r)
B (a; r) = fx 2 Rn : kx� ak � rg ; (boule fermée de centre a et de rayon r)

sont des convexes de Rn:
2. Tout espace vactoriel est convexe.

Proposition: Soit C � Rn un sous ensemble convexe, alors C contient toutes ses combi-
naisons convexes, i.e.,

Pour tout xi 2 C et �i � 0 (1 � i � m) tels que
mX
i=1

�i = 1
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alors nous avons
�1x1 + :::+ �mxm 2 C:

Preuve:
Par récurrence sur m:
- La propriété est vraie pour deux éléments m = 2 (car C est convexe).
- Supposons que cette est vraie pour k éléments où k < m: Soient x1; :::; xm 2 C et �1; :::; �m 2
R+ tels que

mP
i=1

�i = 1:Donc, on peut suppose que �m 6= 1 (sinon on est dans une situation triviale)

mX
i=1

�ixi = �mxm +

m�1X
i=1

�ixi

= �mxm + (1� �m)
m�1X
i=1

�i
(1� �m)

xi

Tout d�abord, par hypothèse (m� 1 < m) on a

m�1X
i=1

�i
(1� �m)

xi 2 C car
m�1X
i=1

�i
(1� �m)

=

m�1P
i=1

�i

(1� �m)
=
(1� �m)
(1� �m)

= 1:

D�où
mX
i=1

�ixi = �mxm + (1� �m)
m�1X
i=1

�i
(1� �m)

xi 2 C:

Exercice: Montrer que l�intersection quelconque d�ensembles convexes est un ensemble con-
vexe.

Déftnition. Soit A une partie de Rn: On appelle enveloppe convexe de A, notée conv(A)
l�intersection de tous les sous-ensembles convexes contenant A. C�est à dire conv(A) est le
plus petit ensemble convexe contenant A.

Remarque importante. Si B est convexe tel que A � B, alors on a conv (A) � B:

Proposition: Soit A une partie de Rn: Alors,
1) A � conv (A) :
2) Si A � B ) conv (A) � conv (B) :
3) A = conv (A), A est convexe.
4) conv (conv (A)) = conv (A) :
Preuve. Exercice à domicile.

Proposition. Soit A une partie non vide de Rn. Alors conv(A) est égal à l�ensemble des
combinaisons convexes d�éléments de A; i.e.,

conv(A) =

(
mX
i=1

�ixi : m 2 N�; xi 2 A et �i 2 R+ avec
mX
i=1

�i = 1

)
:
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Preuve: On pose

B =

(
mX
i=1

�ixi : m 2 N�; xi 2 A et �i 2 R+ avec
mX
i=1

�i = 1

)
:

Il est facile de montrer que B est convexe et A � B: Alors
conv (A) � B:

Réciproquement, soit x 2 B, alors x s�écrit comme combinaisons convexes d�éléments de A;
ce qu�il montre que x est aussi dans conv(A); c�est à dire

B � conv (A) :

Proposition. Soit A une partie non vide de Rn. Alors,

A est convexe , xA+ yA = (x+ y)A pour tout x; y 2 Rn

Preuve. TD
Remarque. Si A n�est pas convexe l�inclusion xA + yA � (x+ y)A n�est pas vraie en
général. Par exemple si A = [�2;�1] [ [1; 2], alors

A+ A = [�4; 4]
et

2A = [�4;�2] [ [2; 4]:
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Série d�exercice N: 1

Exercice 1. Soit C un ensemble convexe de Rn. Montrer que C stable par toutes ses
combinaisons convexes.

Exercice 2. Soit A une partie non vide de Rn véri�ant pour tous x; y 2 Rn

x; y 2 A) x+ y

2
2 A

1. Montrer par un exemple que A n�est pas forcément convexe.
2. Montrer que si de plus A est fermé, alors A est convexe.

Exercice 3. Soit A;B deux parties de Rn: Alors,
1) A � conv (A) :
2) Si A � B ) conv (A) � conv (B) :
3) A = conv (A), A est convexe.
4) conv (conv (A)) = conv (A) :

Exercice 4. Soit A une partie non vide de Rn. Alors,

A est convexe , xA+ yA = (x+ y)A pour tout x; y 2 Rn

6


